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The deterministic dynamic “tank with liquid – electric motor” system is considered taking into account the
influence of two delay factors. It is shown that the presence of delay in the system under study can lead to
the emergence (disappearance) of deterministic chaos. A change in the delay values can also lead to the
implementation of new scenarios, both transitions from regular attractors to chaotic ones, and transitions
between chaotic attractors of different types.

Розглянуто детермiновану динамiчну систему “бак з рiдиною – електродвигун” з урахуванням впли-
ву двох факторiв запiзнення. Показано, що наявнiсть запiзнення у дослiджуванiй системi може при-
водити до виникнення (зникнення) детермiнованого хаосу. Також змiна значень запiзнення може
привести до реалiзацiї нових сценарiїв як переходiв вiд регулярних атракторiв до хаотичних, так i
переходiв мiж хаотичними атракторами рiзних типiв.

1. Вступ. Вивченню коливань вiльної поверхнi рiдини в жорстких баках присвячено ве-
лику кiлькiсть робiт, детальну бiблiографiю яких наведено в монографiях [1, 2]. Окрiм
великого дослiдницького iнтересу ця проблематика має широке практичне застосування
в багатьох сферах сучасних технологiй, оскiльки багато машин, механiзмiв i траспортних
засобiв мiстять як структурнi компоненти баки рiзноманiтної форми, що частково запов-
ненi рiдиною. Здебiльшого коливання рiдини в баках розглядають у так званiй “iдеальнiй”
постановцi задачi. При такому пiдходi припускають, що джерело збудження коливань має
потужнiсть значно бiльшу за потужнiсть, яку споживає коливальне навантаження. Як на-
слiдок, зворотним впливом коливальної системи, в цьому випадку частково заповненого
рiдиною бака, на функцiонування джерела збудження коливань нехтують. Нагальна по-
треба глобального зменшення споживання енергiї вимагає якомога бiльшої мiнiмiзацiї
потужностi вбудованих джерел збудження коливань. Це приводить до того, що потужнiсть
джерела збудження стає спiвмiрною з потужнiстю, що споживається коливальною систе-
мою. Саме така ситуацiя найчастiше виникає в реальних машинах i механiзмах. У подiбних
випадках використання “iдеальних” математичних моделей може призвести до грубих по-
милок при описi усталених режимiв динамiчних систем “джерело збудження – коливальна
пiдсистема”. Так, стiйкi за Ляпуновим, при теоретичних розрахунках, усталенi режими мо-
жуть виявитися нестiйкими при проведеннi натурних експериментiв. Замiсть очiкуваних
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Рис. 1. Схема системи “бак з рiдиною– електродвигун”.

перiодичних режимiв в експериментi виявляють положення рiвноваги i навпаки [3 – 13].
А головне, може бути втрачено iнформацiю про iснування детермiнованого хаосу в подiб-
них системах, причиною якого є нелiнiйна взаємодiя мiж коливальною пiдсистемою та
джерелом збудження коливань [4 – 6, 14 – 19]. Тому у випадках, коли потужнiсть джерела
збудження спiвмiрна з потужнiстю, яку споживає коливальна система, обов’язково необ-
хiдно враховувати взаємодiю мiж коливальним навантаженням i джерелом збудження.

Важливий вплив на динамiчну поведiнку систем “бак з рiдиною– джерело збудження”
мають тi чи iншi фактори запiзнення: як запiзнення впливу джерела збудження на ко-
ливання бака з рiдиною, так i запiзнення оберненого впливу коливального навантаження
на функцiонування джерела збудження. Зауважимо, що запiзнення завжди є в реальних
системах внаслiдок обмеженостi швидкостi проходження сигналiв: хвиль стиснення, роз-
тягу, вигину, сили току та електричного напруження, а також багатьох iнших факторiв.
Наявнiсть запiзнення може привести до виникнення якiсно iнших усталених режимiв руху
(взаємодiї) дослiджуваних систем [20].

2. Математична модель системи. Розглянемо динамiчну систему, що складається з
електричного двигуна обмеженої потужностi та цилiндричного бака, частково заповнено-
го рiдиною. Причому потужнiсть, що споживається коливальним навантаженням (баком
iз рiдиною), спiвмiрна з потужнiстю джерела збудження (електродвигуна). Нехай електро-
двигун за допомогою кривошипно-шатунного механiзму збуджує горизонтальнi коливання
платформи бака з рiдиною. Схему подiбної системи наведено на рис. 1. Такi динамiчнi си-
стеми класифiкуються як неiдеальнi за Зоммерфельдом –Кононенком [21, 22].

Обертання валу електродвигуна можна описати за допомогою кута \Psi . Коли кривошип
довжини a обертається на кут \Psi , бак зазнає перемiщення в горизонтальнiй площинi
u(t) = a cos\Psi (t). Нехай рiдина в баку є нев’язкою, нестисливою та має густину \rho . Будемо
позначати радiус цилiндричного бака через R, поперечний перерiз — через S.

Припустимо, що рiдина заповнює бак до глибини x =  - d. Розглядатимемо тiльки
той напрямок рухiв u(t) платформи бака, який збiгається з напрямком полярної осi Or.
Для опису коливання вiльної поверхнi рiдини введемо цилiндричну систему координат
Oxr\Psi iз початком на осi симетрiї бака на незбуренiй поверхнi рiдини. Рiвняння рельєфу
вiльної поверхнi рiдини може бути записане у виглядi x = \zeta (r,\Psi , t). Рух рiдини в баку
будемо описувати за допомогою потенцiалу швидкостi рiдини \varphi (x, r,\Psi , t). Подамо функцiї
\zeta (r,\Psi , t) i \varphi (x, r,\Psi , t) у виглядi розкладу за власними модами коливань:

\zeta (r, \theta , t) =
\sum 
i,j

\bigl[ 
qci j(t)\chi ij(r) cos i\theta + qsi j(t)\chi ij(r) sin i\theta 

\bigr] 
,

\varphi (x, r, \theta , t) =
\sum 
i,j

\bigl[ 
\varphi c
i j(t)Xi j(x, r) cos i\theta + \varphi s

i j(t)Xi j(x, r) sin i\theta 
\bigr] 
,

(1)
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де qci j , qsi j i \varphi c
i j , \varphi s

i j — невiдомi амплiтуди нормальних мод; \chi ij(r) cos i\theta , \chi ij(r) sin i\theta ,
Xi j , cos i\theta i Xi j sin i\theta — власнi моди в лiнiйному наближеннi задачi коливань iдеальної
рiдини в цилiндричнiй оболонцi.

З огляду на результати робiт [4, 23 – 28] можна стверджувати, що процес нелiнiйної
взаємодiї мiж коливаннями вiльної поверхнi рiдини в цилiндричному баку за головними
резонансними модами та обертанням вала електродвигуна обмеженої потужностi з ураху-
ванням запiзнення впливу електродвигуна на коливання бака з рiдиною, а також запiзнен-
ня оберненого впливу коливального навантаження на функцiонування джерела збудження
можна описати за допомогою системи диференцiальних рiвнянь

dp1(\tau )

d\tau 
= \alpha p1(\tau ) - 

\biggl[ 
\beta (\tau  - \delta ) +

A

2

\bigl( 
p21(\tau ) + q21(\tau ) + p22(\tau ) + q22(\tau )

\bigr) \biggr] 
q1(\tau )

+B(p1(\tau )q2(\tau ) - p2(\tau )q1(\tau ))p2(\tau ),

dq1(\tau )

d\tau 
= \alpha q1(\tau ) +

\biggl[ 
\beta (\tau  - \delta ) +

A

2

\bigl( 
p21(\tau ) + q21(\tau ) + p22(\tau ) + q22(\tau )

\bigr) \biggr] 
p1(\tau )

+B(p1(\tau )q2(\tau ) - p2(\tau )q1(\tau ))q2(\tau ) + 1,

d\beta (\tau )

d\tau 
= N3  - \mu 1q1(\tau  - \rho ) +N1\beta (\tau ),

dp2(\tau )

d\tau 
= \alpha p2(\tau ) - 

\biggl[ 
\beta (\tau  - \delta ) +

A

2

\bigl( 
p21(\tau ) + q21(\tau ) + p22(\tau ) + q22(\tau )

\bigr) \biggr] 
q2(\tau )

 - B(p1(\tau )q2(\tau ) - p2(\tau )q1(\tau ))p1(\tau ),

dq2(\tau )

d\tau 
= \alpha q2(\tau ) +

\biggl[ 
\beta (\tau  - \delta ) +

A

2

\bigl( 
p21(\tau ) + q21(\tau ) + p22(\tau ) + q22(\tau )

\bigr) \biggr] 
p2(\tau )

 - B(p1(\tau )q2(\tau ) - p2(\tau )q1(\tau ))q1(\tau ).

(2)

Тут фазовi змiннi p1, q1 i p2, q2 є амплiтудами коливань вiльної поверхнi рiдини за першою i
другою основними домiнантними модами вiдповiдно; фазова змiнна \beta пропорцiйна швид-
костi обертання вала електродвигуна; \tau — безрозмiрний час; \alpha — коефiцiєнт в’язкого
демпфування; \mu 1 — коефiцiєнт пропорцiйностi вiбрацiйного моменту; N1 — кут нахилу
статичної характеристики електродвигуна. Параметри A i B є константами, що залежать
вiд радiуса бака R i висоти налитої в нього рiдини  - d ; N3 — мультипараметр, який за-
лежить вiд радiуса бака, довжини кривошипа та власної частоти основного тону коливань
вiльної поверхнi [4, 27, 28]. Величина \delta визначає запiзнення впливу електродвигуна на
коливання бака з рiдиною; \rho —запiзнення зворотного впливу коливального навантаження
на електродвигун, причому \rho \geq \delta \geq 0.

Система (2) є нелiнiйною системою звичайних диференцiальних рiвнянь iз двома за-
пiзненнями. Побудова розв’язкiв для нелiнiйних систем у загальному випадку, навiть при
вiдсутностi запiзнення, здiйснюється за допомогою чисельно-аналiтичних методiв. Тому
першим кроком у дослiдженнi системи (2) буде зведення такої системи до системи рiвнянь
без запiзнень. Загальнi методи зведення рiвнянь iз аргументом, що запiзнюється, до рiвнянь
без запiзнень описано в [29]. У разi, коли запiзнення \delta та \rho достатньо малi, може бути
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запропонований такий пiдхiд [20]. Розкладемо функцiї \beta (\tau  - \delta ) i q1(\tau  - \rho ) у рядМаклорена
за степенями малих запiзнень, а саме:

\beta (\tau  - \delta ) = \beta (\tau ) - \delta 
d\beta 

d\tau 
+ \delta 2 . . . ,

q1(\tau  - \rho ) = q1(\tau ) - \rho 
dq1
d\tau 

+ \rho 2 . . . .

(3)

Нехтуючи членами другого i вищих порядкiв малостi, пiдставимо вирази (3) для \beta (\tau  - \delta )
i q1(\tau  - \rho ) у систему рiвнянь (2). Отримаємо систему рiвнянь

dp1(\tau )

d\tau 
= \alpha p1(\tau ) - 

\Bigl[ 
\beta (\tau ) - \delta \{ N3  - \mu 1q1(\tau ) +N1\beta (\tau )\} 

+
A

2

\bigl( 
p21(\tau ) + q21(\tau ) + p22(\tau ) + q22(\tau )

\bigr) \Bigr] 
q1(\tau ) +B(p1(\tau )q2(\tau ) - p2(\tau )q1(\tau ))p2(\tau ),

dq1(\tau )

d\tau 
= \alpha q1(\tau ) +

\Bigl[ 
\beta (\tau ) - \delta \{ N3  - \mu 1q1(\tau ) +N1\beta (\tau )\} 

+
A

2

\bigl( 
p21(\tau ) + q21(\tau ) + p22(\tau ) + q22(\tau )

\bigr) \Bigr] 
p1(\tau )

+B(p1(\tau )q2(\tau ) - p2(\tau )q1(\tau ))q2(\tau ) + 1,

d\beta (\tau )

d\tau 
= N3 +N1\beta  - \mu 1q1 + \mu 1\rho 

\Bigl( 
\alpha q1 +

\biggl[ 
\beta +

A

2

\bigl( 
p21 + q21 + p22 + q22

\bigr) \biggr] 
p1

+B(p1q2  - p2q1)q2 + 1
\Bigr) 
,

dp2(\tau )

d\tau 
= \alpha p2(\tau ) - 

\Bigl[ 
\beta (\tau ) - \delta \{ N3  - \mu 1q1(\tau ) +N1\beta (\tau )\} 

+
A

2

\bigl( 
p21(\tau ) + q21(\tau ) + p22(\tau ) + q22(\tau )

\bigr) \Bigr] 
q2(\tau )

 - B(p1(\tau )q2(\tau ) - p2(\tau )q1(\tau ))p1(\tau ),

dq2(\tau )

d\tau 
= \alpha q2(\tau ) +

\Bigl[ 
\beta (\tau ) - \delta \{ N3  - \mu 1q1(\tau ) +N1\beta (\tau )\} 

+
A

2

\bigl( 
p21(\tau ) + q21(\tau ) + p22(\tau ) + q22(\tau )

\bigr) \Bigr] 
p2(\tau )

 - B(p1(\tau )q2(\tau ) - p2(\tau )q1(\tau ))q1(\tau ).

(4)

Систему рiвнянь (4) надалi використовували як математичну модель для дослiдження
регулярної та хаотичної динамiки системи “бак з рiдиною– електродвигун”. Параметри \rho 
та \delta формально вже не є запiзненнями у системi рiвнянь (4), проте будемо використовувати
термiн “запiзнення” виключно для того, щоб пiдкреслити генезис цих параметрiв у системi
рiвнянь (4).

3. Методика чисельних дослiджень та основнi результати. Внаслiдок нелiнiйностi си-
стеми рiвнянь (4) всi подальшi дослiдження з побудови граничних множин цiєї системи
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Рис. 2. Лист карти динамiчних режимiв за значень параметрiв з набору (5).

та вивчення типiв цих граничних множин проводили за допомогою чисельних методiв, а
саме алгоритму Бенеттiна [30, 31], методу Ено [32 – 34], комп’ютерного методу зображення
частин фазових траєкторiй лiнiями рiзної яскравостi [27, 35] тощо.

Нехай значення параметрiв системи (4) дорiвнюють

\alpha =  - 0,1, \mu 1 = 0,5, N3 =  - 0,1, A = 1,12, B =  - 1,531. (5)

На рис. 2 наведено карту динамiчних режимiв системи (4) при фiксованих значеннях
параметрiв (5) i змiнних значеннях параметра N1 i запiзнень за умови \rho = 2\delta . Побудову
цiєї карти проводили з кроком 0,005 для параметра N1 i кроком 0,0004 для запiзнень.
Iдентифiкацiю типу динамiчного режиму робили на пiдставi обчислення спектра ляпунов-
ських характеристичних показникiв за узагальненим алгоритмом Бенеттiна. На цiй картi
чорнi та сiрi областi вiдповiдають значенням параметрiв, за яких атрактором системи (4)
є вiдповiдно хаотичний атрактор або граничний цикл. Надалi цю карту використовуємо
при проведеннi додаткових розрахункiв для бiльш детальних дослiджень особливостей
регулярних i хаотичних режимiв.

Нехай параметри системи (4) дорiвнюють значенням iз набору (5), а запiзнення задо-
вольняють умову \rho = 2\delta . Додатково покладемо N1 =  - 0,19.

На рис. 3 зображено фазопараметричну характеристику (бiфуркацiйне дерево) систе-
ми (4), побудовану за допомогою методу Ено з використанням сiчної площини \beta =  - 1,2.
Густо-чорна область цього бiфуркацiйного дерева свiдчить про iснування в системi (4)
хаотичного атрактора, оскiльки за вiдповiдних значень параметрiв старший ляпуновський
показник системи є додатним (рис. 3 б)). Натомiсть окрема “гiлка” бiфуркацiйного дерева
свiдчить про iснування граничного циклу. При вiдсутностi запiзнення у вихiднiй систе-
мi (2), тобто при \delta = 0, у системi (4) iснує хаотичний атрактор. Зi зростанням значень
запiзнення, при \delta \approx 0,0118, хаотичний атрактор зникає i в системi народжується гранич-
ний цикл. Перехiд “хаос – цикл” вiдбувається за зворотним сценарiєм перемiжностi, за
одну жорстку бiфуркацiю. Зворотнiсть сценарiю перемiжностi розумiємо у тому сенсi, що
при розглядi спадання параметра \delta буде реалiзований перехiд “цикл – хаос” за класичним
сценарiєм перемiжностi Манневiлля –Помо [36 – 38].
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Рис. 3. Фазопараметрична характеристика та графiк перших двох ляпуновських показникiв при значеннях

параметрiв iз набору (5) i додаткових умов \rho = 2\delta i N =  - 0,19 .

За допомогою узагальненого алгоритму Бенеттiна проведено розрахунок спектра ляпу-
новських характеристичних показникiв (ЛХП) для набору параметрiв, який використову-
вався для побудови фазопараметричної характеристики. На рис. 3 б) побудовано графiки
залежностi двох старших ляпуновських характеристичних показникiв \lambda 1 i \lambda 2 вiд значень
запiзнення \delta . Причому графiк максимального показника \lambda 1 зображено червоним кольо-
ром, а графiк другого показника \lambda 2 — зеленим. Як видно з рисунка, при \delta < 0,0118
максимальний показник буде додатним, а другий дорiвнюватиме нулю. Три iншi пока-
зники будуть вiд’ємними. Така сигнатура спектра додатково свiдчить про те, що при
\delta < 0,0118 у системi (4) iснує хаотичний атрактор. Натомiсть пiсля точки бiфуркацiї,
тобто при \delta > 0,0118, максимальний показник \lambda 1 дорiвнює нулю, а iншi показники будуть
вiд’ємними. Це свiдчить про те, що атрактор системи стає граничним циклом.

На рис. 4 а) побудовано тривимiрну проєкцiю фазового портрета хаотичного атрактора
при вiдсутностi запiзнення, тобто при \delta = \rho = 0. Структура фазового портрета достатньо
типова для хаотичних атракторiв. Вiдповiдно на рис. 4 б) побудовано перерiз Пуанкаре
цього атрактора.Цей перерiз являє собоюдеяку хаотичнумножину точок на сiчнiй площинi
\beta =  - 1,8. Хаотичнi атрактори такого типу iснують у системi (4) при змiнi запiзнення
в iнтервалi 0 \leq \delta < 0,118. При подальшому зростаннi запiзнення хаотичний атрактор
зникає i в системi народжується граничний цикл, який має достатньо просту однообертову
структуру. Проєкцiю фазового портрета такого циклу побудовано на рис. 4 в).

Далi, додатково до вибраних значень параметрiв (5) i умови \rho = 2\delta , покладемо N1 =
 - 0,271. Як i ранiше, застосовуючи метод Ено та узагальнений алгоритм Бенеттiна, побуду-
ємо фазопараметричну характеристику та графiки залежностi двох старших ляпуновських
показникiв. На рис. 5 а) зображено фазопараметричну характеристику системи (4), побудо-
вану при значеннi N1 =  - 0,271. Чiтко помiтнi густо-чорнi дiлянки, вiдповiднi хаотичним
атракторам, i окремi “гiлки” бiфуркацiйного дерева, що вiдповiдають граничним циклам.
Також можна помiтити бiлi “прорiзи” у густо-чорних областях хаосу. Це так званi вiкна пе-
рiодичностi. Для бiльш детального з’ясування бiфуркацiй, якi вiдбуваються у системi при
змiнi значень запiзнення, побудовано два фрагменти фазопараметричної характеристики,
якi зображенi на рис. 5 б), в).
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Рис. 4. Хаотичний атрактор при \delta = 0 a), перерiз Пуанкаре хаотичного атрактора при \delta = 0 б) i граничний

цикл при \delta = 0,012 в).

Детально розглянемо рис. 5 б). При вiдсутностi запiзнення \delta = \rho = 0 атрактором
системи (4) буде граничний цикл. Зi зростанням значення запiзнення можна побачити
розгалуження окремих гiлок бiфуркацiйного дерева. Кожне таке розгалуження є точкою
бiфуркацiї подвоєння перiоду граничного циклу. Такий нескiнченний каскад бiфуркацiй
подвоєнняперiодiв граничнихциклiв завершується виникненнямхаотичного атрактора при
\delta \approx 0,0035 (рис. 6 г)). Зауважимо, що цей атрактор iснує у вiдносно невеликому iнтервалi
значень запiзнення 0,0035 < \delta < 0,005 i має вiдносно малу область локалiзацiї у фазовому
просторi.

Iдентифiкацiю регулярностi чи хаотичностi атрактора можна провести, аналiзуючи сиг-
натуру спектра ЛХП. На рис. 5 г) побудовано графiки першого та другого ляпуновських
характеристичних показникiв. На цьому рисунку, як i ранiше, графiк залежностi макси-
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Рис. 5. Фазопараметрична характеристика а); збiльшенi фрагменти фазопараметричної характеристики б), в)
i графiк перших двох ляпуновських показникiв г) при N1 =  - 0,271 .

мального ляпуновського показника \lambda 1 вiд запiзнення \delta зображено червоним кольором, а
графiк другого ляпуновського показника \lambda 2 —зеленим кольором. Зауважимо, що були об-
численi всi п’ять ляпуновських показникiв. Суттєвим є те, що всi iншi показники вiд’ємнi
при будь яких значеннях запiзнення. При значеннях 0 \leq \delta < 0,0035 сигнатура спектра
ЛХП [27] має вигляд \langle “0”, “ - ”, “ - ”, “ - ”, “ - ”\rangle .

Отже, всi атрактори системи у цьому випадку будуть граничними циклами. При \delta \geq 
0,0035, як видно з рис. 5 г), максимальний показник стає додатним, а другий — нульовим.
У цiлому сигнатура спектра ЛХП набуває вигляду \langle “ + ”, “0”, “  - ”, “  - ”, “  - ”\rangle , що свiд-
чить про виникнення хаотичного атрактора. З подальшим зростанням значень запiзнення
вiдбувається чергування достатньо широких, у сенсi значень \delta , областей хаосу i достатньо
вузьких вiкон перiодичностi.
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Рис. 6. Граничний цикл при \delta = 0 а); граничнi цикли пiсля перших двох бiфуркацiй подвоєння при \delta = 0,002,

\delta = 0,0028 б), в); хаотичний атрактор при \delta = 0,0035 г).

Нарештi розглянемо фазовi портрети атракторiв. На рис. 6 а) наведено тривимiрну про-
єкцiю граничного циклу, який iснує у системi при вiдсутностi запiзнення. Вiдповiдно на
рис. 6 б), в) побудовано проєкцiї фазових портретiв пiсля перших двох бiфуркацiй подво-
єння перiоду вихiдного граничного циклу, якi вiдбуваються при невеликому збiльшеннi
значень запiзнення. Такий каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду завершується виникнен-
ням хаотичного атрактора при \delta = 0,0035 (рис. 6 г)).

Таким чином, у розглянутому iнтервалi змiни значень запiзнення 0 \leq \delta < 0,005 перехiд
до хаосу вiдбувається за класичним сценарiєм Фейгенбаума [39, 40].

Далi розглянемо вплив запiзнень на бiфуркацiйнi процеси в малому вiкнi перiодичностi
0,00473 \leq \delta \leq 0,0049. Як видно з рис. 5 в), перехiд вiд граничного циклу до хаотичного
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Рис. 7. Розподiл iнварiантної мiри за фазовим портретом хаотичного атрактора при \delta = 0,0049 а) та при

\delta = 0,005 б).

атрактора при зменшеннi значень запiзнення вiдбувається за одну бiфуркацiю. Тобто ре-
алiзується сценарiй перемiжностi за Манневiллем –Помо [36, 37]. Зауважимо, що перехiд
хаосу через перемiжнiсть при зменшеннi значень запiзнення вiдбувається так само, як i
для ранiше розглянутого першого набору (5) значень параметрiв системи (4).

Бiльш цiкавий бiфуркацiйний процес у вiкнi перiодичностi, що розглядається, вiдбува-
ється при зростаннi значень запiзнення. Спочатку реалiзується перехiд до хаосу за сце-
нарiєм Фейгенбаума через нескiнченний каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду граничних
циклiв. А от у точцi \delta \approx 0,00492 вiдбувається перехiд вiд хаотичного атрактора одного
типу до хаотичного атрактора iншого типу за сценарiєм узагальненої перемiжностi. Рiзнi
типи сценарiю узагальненої перемiжностi описано в роботах [18, 28, 41, 42].

На рис. 7 а), б) побудовано розподiли природної iнварiантної мiри за фазовими портрета-
ми хаотичних атракторiв вiдповiдно при \delta = 0,0049 а) та при \delta = 0,005 б). Про хаотичнiсть
цих атракторiв свiдчить фазопараметрична характеристика (рис. 5 в)) i графiки перших
двох ляпуновських характеристичних показникiв (рис. 5 г)). Побудову таких розподiлiв
проводять за допомогою комп’ютерного кодування траєкторiй атрактора вiдтiнками чор-
ного кольору [27]. Маємо два типи хаотичних атракторiв системи (4). Хаотичний атрактор,
зображений на рис. 7 б), має значно бiльшу область локалiзацiї у фазовому просторi систе-
ми, нiж хаотичний атрактор, зображений на рис. 7 а). Хаотичний атрактор, зображений на
рис. 7 а), надалi будемо називати хаотичним атрактором першого типу. Вiдповiдно хаотич-
ний атрактор, зображений на рис. 7 б), — хаотичним атрактором другого типу. Перехiд
вiд хаотичного атрактора одного типу до хаотичного атрактора iншого типу вiдбувається
за одну жорстку бiфуркацiю за сценарiєм узагальненої перемiжностi. Такою точкою бi-
фуркацiї у нашому випадку буде точка \delta \approx 0,00492. Про реалiзацiю сценарiю узагальненої
перемiжностi свiдчать двi характернi ознаки. Перша — це значне зростання площi густо-
чорної областi хаосу на фазопараметричнiй характеристицi системи, що чiтко видно з
рис. 5 а), в). Другою ознакою є суттєве збiльшення величини максимального ляпуновсько-
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Рис. 8. Перерiзи Пуанкаре хаотичних атракторiв при \delta = 0,0049 а) та \delta = 0,005 б), в) iз сiчною площиною

\beta =  - 0,8 .

го показника пiсля точки бiфуркацiї. На графiку максимального ляпуновського показника
\lambda 1 (рис. 5 г)) помiтно бiльш нiж двократне збiльшення значення максимального показника
вiдразу пiсля бiфуркацiйної точки.

Сам перехiд вiд хаотичного атрактора одного типу до хаотичного атрактора iншого типу
вiдбувається таким чином. При \delta = 0,0049 атрактором системи (4) є хаотичний атрактор
першого типу. Зi збiльшенням значення запiзнення пiсля проходження точки бiфуркацiї
хаотичний атрактор першого типу зникає, а в системi виникає хаотичний атрактор другого
типу. Рух за траєкторiями, що належать до хаотичного атрактора другого типу, складається
з двох фаз: грубо ламiнарної та турбулентної. У грубо ламiнарнiй фазi (значно щiльнiше
нанесенi точки на рис. 7 б) траєкторiя здiйснює хаотичнi блукання в областi локалiзацiї у
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фазовому просторi зниклого хаотичного атрактора першого типу. Зазначимо, що областi
розподiлу iнварiантної мiри у грубо ламiнарнiй фазi практично збiгаються з областями
розподiлу iнварiантної мiри зниклого хаотичного атрактора першого типу. У непередбачу-
ваний момент часу траєкторiя вiдходить iз цiєї областi у бiльш вiддаленi частини фазового
простору. Така фаза перемiжностi називається турбулентною. Турбулентна фаза вiдповiдає
рiдше нанесеним точкам на рис. 7 б). Цей процес змiни фаз повторюється нескiнченну
кiлькiсть разiв. I навiть бiльше, час переходу вiд грубо ламiнарної фази до турбулентної i
назад у грубо ламiнарну фазу є непередбачуваним.

Неменшнаочно сценарiй узагальненої перемiжностi може бути описаний за допомогою
перерiзiв Пуанкаре. Побудованi за допомогою методу Ено, перерiзи Пуанкаре хаотичних
атракторiв першого та другого типiв зображено на рис. 8. Зазначимо, що як сiчну площину
обрано площину \beta =  - 0,8. Усi побудованi перерiзи Пуанкаре є деякими хаотичними мно-
жинами точок. Так, на рис. 8 а) зображено перерiз Пуанкаре хаотичного атрактора першого
типу. Вiдповiдно на рис. 8 б), в) зображено перерiз Пуанкаре та фрагмент цього перерiзу
для хаотичного атрактора другого типу. Грубо ламiнарнiй фазi перемiжностi вiдповiдає
область, яка утворює яскраво чорну дiлянку на рис. 8 в). Особливо слiд пiдкреслити, що
за формою та геометричними розмiрами ця область рис. 8 в) майже збiгається з перерi-
зом Пуанкаре першого хаотичного атрактора (рис. 8 а)). Турбулентнiй фазi перемiжностi
вiдповiдають окремi точки з рис. 8 в). Також зауважимо, що рис. 8 б) добре iлюструє помiт-
не зростання областi локалiзацiї у фазовому просторi хаотичного атрактора другого типу,
який виникає у результатi реалiзацiї сценарiю узагальненої перемiжностi.

4. Висновки. Проведенi дослiдження свiдчать про значний влив факторiв запiзнення
на виникнення граничних множин рiзних типiв, як регулярних, так i хаотичних, детермi-
нованої динамiчної системи “бак з рiдиною– електродвигун”. Проте всi зробленi чисельнi
розрахунки виконано лише для порiвняно малих величин значень запiзнень. У подальших
дослiдженнях планується запропонувати обчислювальнi схеми придатнi для будь-яких
значень запiзнень. Також будуть розглянутi випадки змiнних за часом величин запiзнень.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу, а також заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування для її виконання.
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