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The problem of optimal control of functional differential equations of parabolic type in a Banach space
on the semiaxis is considered. Sufficient coefficient conditions for the existence of an optimal pair are
obtained. The connection between the optimal pair on a finite interval and on the semiaxis is investigated.

Розглянуто задачу оптимального керування функцiонально-диференцiальними рiвняннями пара-
болiчного типу в банаховому просторi на пiвосi. Отримано достатнi коефiцiєнтнi умови iснування
оптимальної пари. Дослiджено зв’язок мiж оптимальною парою на скiнченному iнтервалi та на
пiвосi.

1. Вступ. У цiй статтi розглянуто задачу оптимального керування еволюцiйними функцiо-
нально-диференцiальними рiвняннями в банаховому просторi на пiвосi. Задачу розглядає-
мо до моменту виходу розв’язку iз деякої областi банахового простору; задача має вигляд

du

dx
= Au+ f1(t, ut) + f2(t, ut)z(t),

u(t) = \varphi 0(t), t \in [ - h, 0],
(1)

з критерiєм якостi

J [z] =

\tau \int 
0

\bigl( 
e - \gamma tG(t, ut) +B(t, z(t))

\bigr) 
dt\rightarrow inf (2)

або

J [z] =

\tau \int 
0

\bigl( 
e - \gamma tG(t, ut) + \| z(t)\| 2

\bigr) 
dt\rightarrow inf. (3)

Тут h > 0 — iнтервал запiзнення, t \geq 0, A — лiнiйний (необмежений) оператор у бана-
ховому просторi X(A : X \rightarrow X) з нормою \| \cdot \| , ut = u(t + \Theta ), \Theta \in [ - h, 0], i всi t \geq 0,
ut належить простору C = C([ - h, 0], X) неперервних функцiй зi стандартною нормою
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\| \varphi \| C = max\Theta \in [ - h,0] \| \varphi (\Theta )\| , D —деяка область у [ - h,\infty )\times C, \partial D —її межа i D = D\cup \partial D,
\tau — момент першого виходу розв’язку (t, ut) на \partial D.

Вiдображення f1 i f2 визначено в D i f1 : D \rightarrow X, f2 : D \rightarrow \frakL (X, X), де \frakL (X, X) —
простiр лiнiйних обмежених операторiв, якi дiють iз X у X, з нормою \| \cdot \| \frakL , z(t) \in X —
параметр керування.

Розв’язок початкової задачi (1) будемо розумiти в сенсi м’якого розв’язку (див. п. 2).
Зазначимо, що при цьому момент виходу \tau залежить вiд керування z, а це суттєво усклад-
нює задачу, оскiльки добре вiдомо [1], що на вiдмiну вiд рiвнянь без запiзнення розв’язок
початкової задачi (1) може й не досягнути межi областi D.

Теорiю оптимального керування функцiонально-диференцiальними рiвняннями у скiн-
ченновимiрному випадку достатньо повно викладено в [2].

В останнi роки багато авторiв зробили внесок у дослiдження питань iснування опти-
мального керування для рiзних типiв нелiнiйних функцiонально-диференцiальних рiвнянь
у нескiнченновимiрних просторах [3 – 7]. Зокрема, у згаданих роботах автори розглядали
задачi з фiксованим моментом виходу \tau = T (тут T — кiнець iнтервалу, що розгляда-
ється). При цьому застосовувалися рiзнi методи, включаючи принцип максимуму, метод
динамiчного програмування, прямi методи дослiдження екстремальних задач. У роботах
[8 – 11] для дослiдження оптимiзацiйних задач застосовували метод усереднення.

Ця стаття узагальнює на нескiнченновимiрний випадок результати робiт [12, 13] i є
продовженням статтi [14], у якiй таку задачу розглядали на скiнченному iнтервалi. У цiй
роботi отримано такi головнi результати:

1. Доведено iснування оптимальної пари для задач (1), (2) та (1), (3). Достатнi умови
мають коефiцiєнтний характер, що робить їх зручними для перевiрки.

2. Встановлено варiацiйнi спiввiдношення, а саме доведено слабку збiжнiсть оптималь-
них керувань, сильну збiжнiсть оптимальних траєкторiй, збiжнiсть критерiїв якостi задач
на скiнченних iнтервалах до вiдповiдних оптимальних керувань, оптимальних траєкторiй
i критерiїв якостi задач на пiвосi при збiльшеннi довжини iнтервалу, що розглядається.

Статтю органiзовано у такий спосiб. У п. 2 наведено необхiднi поняття й означення i
дано строгу постановку задачi; також сформульовано основнi результати роботи. Їхнє дове-
дення наведено в п. 3. У п. 4 отриманi абстрактнi результати застосовано до функцiонально-
диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними.

2.Необхiднi означення й основнi результати. Нехай X —рефлексивний банахiв простiр
iз нормою | .| , A—лiнiйний оператор, A : X \rightarrow X, iз областю D(A), яка щiльна в X, i A—
генератор C0 напiвгрупи \{ S(t)\} t\geq 0 обмежених операторiв у X. Припустимо,що напiвгрупа
S(t) є компактною для t > 0.

Надалi розв’язки рiвняння (1) будемо розглядати в сенсi м’якого розв’язку.
Означення 2.1. Будемо говорити, що функцiя u(t) \in X є м’яким розв’язком задачi (1) на

[0, T ], якщо:
1) u(t) = \varphi 0(t), t \in [ - h, 0];
2) u \in C([0, T ];X);
3) u(t) задовольняє iнтегральне рiвняння

u(t) = S(t)u(0) +

t\int 
0

S(t - s)
\bigl[ 
f1(s1us) + f2(s1us)z(s)

\bigr] 
ds (4)

на [0, T ].
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Задачi оптимального керування розглядаємо за таких умов:
A1) допустимi керування—цефункцiї z(t) \in \frakL p((0,\infty );X), p > 1, депростiр \frakL p((0,\infty );

X) = \frakL p iз нормою \| z\| pp =

\int \infty 

0
\| z(t)\| p dt, при цьому z(t) \in F при t \geq 0, F — опукла

замкнена множина iз X, 0 \in F, i J [z] <\infty . Не применшуючи загальностi, можемо припу-
стити, що z(t) = 0 для t \geq \tau , якщо \tau <\infty .

Множину допустимих керувань позначимо через U.
Позначимо Dt = \{ \varphi \in C, (t, \varphi ) \in D\} , DC =

\bigcup 
t\geq 0

Dt. Нехай DC обмежена в C.

Додатково накладено такi умови на нелiнiйностi:
A2) f1(t, \varphi ) — вiдображення з D у X i f2(t, \varphi ) — вiдображення з D у \frakL (X,X), для

майже всiх t функцiї f1, f2 неперервнi за \varphi для кожного фiксованого \varphi , f1 i f2 вимiрнi
за t;

A3) (умова лiнiйного зростання та умова Лiпшиця). Iснує така додатна стала K > 0,
що

\| f1(t, \varphi )\| + \| f2(t, \varphi )\| \frakL \leq K(1 + \| \varphi \| C)
для всiх (t, \varphi ) \in D i

\| f1(t, \varphi 1) - f1(t, \varphi 2)\| + \| f2(t, \varphi 1) - f2(t, \varphi 2)\| \frakL \leq K\| \varphi 1  - \varphi 2\| C
для всiх (t, \varphi 1), (t, \varphi 2) \in D;

A4) вiдображення G : D \rightarrow \BbbR 1 неперервне за всiма змiнними, G(t, \varphi ) \geq 0 та iснує
стала KG така, що G(t, \varphi ) \leq KG(1 + \| \varphi \| C) ;

A5) вiдображення B : [0,\infty ]\times X \rightarrow \BbbR 1 вимiрне за всiма аргументами, iснують додатнi
сталi a0, a1 такi, що

a1\| z\| p \geq B(t, z) \geq a0\| z\| p, t \geq 0;

A6) B(t, z) для всiх t \geq 0 є сильно диференцiйовним по z i похiдна Фреше \partial B

\partial z
при

t \geq 0 задовольняє також оцiнку \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \partial B\partial z
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
X\ast 

\leq a3\| z\| p - 1
X

з деякою сталою a3 > 0. Тут \| .\| X\ast — рiвномiрна операторна норма у просторi лiнiйних
неперервних функцiоналiв над X.

Наступна теорема визначає достатнi умови iснування оптимальних керувань для за-
дач (1), (2) i (1), (3).

Теорема 2.1. Нехай виконуються умови A1) – A5). Тодi задачi оптимального керуван-
ня (1), (2) i (1), (3) мають розв’язки

\bigl( 
u\ast (t), z\ast (t)

\bigr) 
, де z\ast (t) — оптимальне керування, а

u\ast (t) — вiдповiдна оптимальна траєкторiя, \tau \ast — перший момент часу, в який сегмент u\ast t
досягає межi \partial D.

Нехай T > 0 фiксоване. Через
\bigl( 
uT,\ast (t), z\ast T (t)

\bigr) 
позначимо розв’язки задач (1), (2) i (1),

(3) на скiнченному iнтервалi [0, T ].
Для задач оптимального керування на пiвосi покладемо

zT,\infty (t) =

\left\{   z
\ast 
T (t), t \in [0, T ],

0, t > T,
(5)

uT,\infty (t) — вiдповiдна до керування zT,\infty (t) траєкторiя.
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Очевидно, що це керування є допустимим для вихiдної задачi.
Через V (\varphi 0) позначимо фунцiю Беллмана задач керування на [0,\infty ], а через VT (\varphi 0) —

функцiю Беллмана вiдповiдної задачi на iнтервалi [0, T ].
Варiацiйнi спiввiдношення мiж задачами на скiнченному й нескiнченному iнтервалах

розглянуто в такiй теоремi.
Теорема 2.2. Нехай виконуються умови A1) – A5). Тодi:

1) VT (\varphi 0) \rightarrow V (\varphi 0), T \rightarrow \infty ; (6)

2) iснує послiдовнiсть Tn \rightarrow \infty , n\rightarrow \infty , така, що послiдовнiсть
\bigl\{ 
z\ast Tn,\infty 

\bigr\} 
є мiнiмiзантом

для задачi (1.1), (1.2), тобто

J
\bigl[ 
z\ast Tn,\infty 

\bigr] 
\rightarrow V, n\rightarrow \infty , (7)

z\ast Tn,\infty 
w\rightarrow z\ast , n\rightarrow \infty , (8)

слабко в \frakL p ;

uTn,\infty (t) \rightarrow u\ast (t), n\rightarrow \infty , (9)

поточково на [0, \tau \ast ], рiвномiрно на кожному скiнченному iнтервалi.
Якщо задача (1), (2) має єдиний розв’язок, то збiжнiсть у (7), (8) виконується для всiх

T \rightarrow \infty .
Щодо функцiонала якостi (3) сформулюємо таке твердження.
Твердження 2.1. За умов теореми 2.2 для функцiонала (3) всi твердження теореми 2.2

виконуються, при цьому збiжнiсть оптимальних керувань у (8) є сильною в \frakL 2((0,\infty );X).
3. Доведення основних результатiв. 3.1. Доведення теореми 2.1. Спочатку зазначимо,

що з умов теореми 2.1 випливає виконання умов теореми 3.2 [14]. Отже, м’який розв’язок
задачi (1) iснує i може бути продовжений до межi областi D.

Єдинiсть випливає iз таких мiркувань. Припустимо, що iснують два м’якi розв’язки
u(t) i v(t). Тодi маємо

\| u(t) - v(t)\| q \leq 3q - 1

\left(  KqT q/pM q

t\int 
0

\| us  - vs\| q ds

+M qKq

t\int 
0

\| us  - vs\| q ds

\left(  t\int 
0

\| z(s)\| p ds

\right)  q/p
\right)   ,

де
1

q
+

1

p
= 1 i M = max

t\in [0,\tau ]
\| S(t)\| .

Отже,

max
s\in [0,t]

\| u(s) - v(s)\| \leq C0

t\int 
0

max
\tau \in [0,s]

\| u(s) - v(s)\| q ds

i єдинiсть випливає з леми Гронуолла.
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Далi зауважимо, що множина допустимих керувань U є непорожньою, оскiльки 0 \in U.
Дiйсно, якщо u(t, 0) є розв’язком рiвняння (1), який iснує для такого керування, i ut(0) —
вiдповiдний елемент у C, то з умов A4), A5) та обмеженостi DC маємо

J [0] =

\tau \int 
0

e - \gamma tG(t, ut(0)) dt+

\tau \int 
0

e - \gamma tKG(1 + \| ut(0)\| C)dt

\leq KG

\infty \int 
0

e - \gamma t dt+KGr

\infty \int 
0

e - \gamma t dt <\infty ,

де r — радiус околу в C, який мiстить DC .
Оскiльки функцiонал якостi набуває невiд’ємних значень, то iснує невiд’ємна нижня

межа m значень J [z], i тому iснує послiдовнiсть допустимих керувань \{ zn(t)\} таких, що
J [zn] \rightarrow m, n\rightarrow \infty , монотонно.

Нехай u(n)(t) — послiдовнiсть розв’язкiв рiвняння (1), якi вiдповiдають керуванням
zn(t), i нехай [ - h, \tau n] — максимальний iнтервал їхнього iснування. Зауважимо, що\bigl( 
\tau n, u

(n)
\tau n

\bigr) 
\in \partial D, тодi

m+ 1 \geq a0

\tau n\int 
0

\| zn(t)\| p dt = a0

\infty \int 
0

\| zn(t)\| p dt (10)

згiдно з умовою А1) для достатньо великих n. Оскiльки X рефлексивне, то zn(t) є слаб-
ко компактною в \frakL p. Це означає, що вона мiстить слабко збiжну пiдпослiдовнiсть. Не
применшуючи загальностi, припустимо, що zn(t) i є слабко збiжною до z\ast \in \frakL p.

Використовуючи лему Мазура [15, розд. V] та опуклiсть i замкненiсть F, маємо, що
z\ast (t) \in F майже для всiх t \geq 0. Також отримуємо

J [zn] =

\tau \int 
0

\Bigl( 
e - \gamma tG

\bigl( 
t, u

(n)
t

\bigr) 
+B(t, zn(t))

\Bigr) 
dt

\leq 
\tau n\int 
0

e - \gamma tKG

\Bigl( 
1 +

\bigm\| \bigm\| u(n)t

\bigm\| \bigm\| 
C

\Bigr) 
dt+ a1

\tau n\int 
0

\| zn(t)\| p dt <\infty .

Отже, керування z\ast є допустимим.
Тепер розглянемо послiдовнiсть розв’язкiв u(n)(t, zn) = u(n)(t) рiвняння (1), якi вiдпо-

вiдають керуванням zn(t). Для t \in [0, \tau n] одержуємо

u(n)(t) = S(t)\varphi 0(0) +

t\int 
0

S(t - s)
\Bigl[ 
f1
\bigl( 
s, u(n)s

\bigr) 
+ f2

\bigl( 
s, u(n)s

\bigr) 
zn(s)

\Bigr] 
ds.

З використанням u(n)(t) побудуємофункцiї v(n)(t), визначенi на напiвосi у такий спосiб:

v(n) =

\left\{   u
(n)(t), t \in [ - h, \tau n],

u(n)(\tau n), t > \tau n.
(11)
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Оскiльки DC є обмеженою, то iснує C > 0 така, що\bigm\| \bigm\| v(n)(t)\bigm\| \bigm\| \leq C, t \geq 0. (12)

Iз теореми 3.2 [14] отримуємо, що
\bigl( 
\tau n, u

(n)
\tau n

\bigr) 
\in \partial D, з (6) iз використанням рiвномiрної

неперервностi u(n)t на [0, \tau n] маємо
\bigm\| \bigm\| u(n)\tau n

\bigm\| \bigm\| \leq C i limt\rightarrow \tau n - 0 u
(n)(t) = u(n)(\tau n).

Оберемо довiльне T > 0 i зафiксуємо його. Покажемо, що сiм’я функцiй
\bigl\{ 
\upsilon (n)(t)

\bigr\} 
є компактом на ([0, T ], X). Будемо використовувати нескiнченновимiрну версiю теореми
Арцела –Асколi [16]. Доведемо,

1) що для довiльного t \in [0, T ], n \in \BbbN , множина Pn(t) =
\bigl\{ 
\upsilon (n)(t)

\bigr\} 
є передкомпактом

у X;
2) а також рiвностепеневу неперервнiсть сiм’ї функцiй \{ vn\} на [0, T ].
Для цього сформулюємо й доведемо такi леми.
Лема 3.1. Нехай T > 0. Розглянемо неперервну функцiю u(t) на t \in [ - h, T ] i ut — її

асоцiйований сегмент на [ - h, 0].
Якщо u0 = \varphi , то

sup
t\in [0,T ]

\| ut\| C \leq \| \varphi \| C + sup
t\in [0,T ]

\| u(t)\| . (13)

Доведення. Маємо

sup
t\in [0,T ]

\| ut\| C = sup
t\in [0,T ]

sup
\Theta \in [ - h,0]

\| u(t+\Theta )\| = sup
t\in [ - h,T ]

\| u(t)\| \leq \| \varphi \| C + sup
t\in [0,T ]

\| u(t)\| .

Наступна лема є простим наслiдком твердження 8.1 iз [17].
Лема 3.2. Якщо S(t) при t > 0 є компактними операторами i p \geq 1, то оператор

Hf(t) =

t\int 
0

S(t - s)f(s) ds, f \in \frakL p(0, T ;X),

є компактом iз \frakL p(0, T ;X) у C([0, T ];X).
Продовжимо доведення теореми 2.1.
З умови A3) отримуємо

\bigm\| \bigm\| \bigm\| f1\bigl( s, \upsilon (n)s

\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| p
p
\leq Kp

T\int 
0

\Bigl( 
1 +

\bigm\| \bigm\| \upsilon (n)s

\bigm\| \bigm\| 
C

\Bigr) p
ds \leq C1

для деякої сталої C1 > 0 згiдно з (12), (13).
Iз A3), (10) i (13) маємо

\bigm\| \bigm\| \bigm\| f2\bigl( s, \upsilon (n)s

\bigr) 
zn(s)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| p
p
\leq Kp

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
T\int 
0

\Bigl( 
1 +

\bigm\| \bigm\| \upsilon (n)s

\bigm\| \bigm\| \Bigr) 
C

\right)  p\| zn(s)\| p ds \leq C2

для деякої сталої C2 > 0.
За лемою 3.2 i з урахуванням (11) множина функцiй Pn(t) є передкомпактом у X для

всiх t \in [0, T ].
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Доведення рiвномiрної неперервностi аналогiчне до доведення теореми 2.1 з [18].
Отже, iснує пiдпослiдовнiсть v(nk)(t) послiдовностi v(n)(t) така, що v(nk)(t) збiгається

рiвномiрно до v\ast (t) на [0, T ]. Функцiя v\ast (t) визначена та неперервна на [0, T ] i тому v\ast t
iснує як елемент простору C для всiх t \in [0, T ]. Покажемо, що iснує пiдпослiдовнiсть
послiдовностi

\bigl\{ 
v(n)(t)

\bigr\} 
, яка збiгається поточково на [0,\infty ) до деякої неперервної функцiї.

Для цього використаємо дiагональний метод.
Для T = 1 маємо пiдпослiдовнiсть

\bigl\{ 
\upsilon 
(n)
1

\bigr\} 
послiдовностi

\bigl\{ 
\upsilon (n)

\bigr\} 
таку, що \upsilon 

(n)
1 \rightrightarrows \upsilon \ast 1,

n\rightarrow \infty , на [0, 1].

Для T = 2 iснує пiдпослiдовнiсть
\bigl\{ 
\upsilon 
(n)
2

\bigr\} 
послiдовностi

\bigl\{ 
\upsilon 
(n)
1

\bigr\} 
така, що \upsilon 

(n)
2 \rightrightarrows \upsilon \ast 2,

n\rightarrow \infty , на [0, 2]. Зазначимо, що \upsilon \ast 2(t) = \upsilon \ast 1(t) для t \in [0, 1].

Продовжуючи цей процес, отримуємо, що для кожного натурального числа N iснує
пiдпослiдовнiсть

\bigl\{ 
\upsilon 
(n)
N (t)

\bigr\} 
послiдовностi

\bigl\{ 
\upsilon 
(n)
N - 1(t)

\bigr\} 
така, що \upsilon 

(n)
N \rightrightarrows \upsilon 

(\ast )
N на [0, N ] i

\upsilon 
(\ast )
N (t) = \upsilon 

(\ast )
N - 1(t) для t \in [0, N  - 1].

Застосовуючи дiагональний метод, ми можемо побудувати пiдпослiдовнiсть
\bigl\{ 
\upsilon 
(n)
N (t)

\bigr\} 
послiдовностi

\bigl\{ 
\upsilon (n)(t)

\bigr\} 
таку, що збiгається поточково на t \in [0,\infty ) до неперервної функцiї

\upsilon \ast (t), визначену таким чином:

\upsilon \ast (t) = \upsilon \ast N (t) на [0, N ].

Згадаємо, що
\bigl\{ 
\upsilon 
(n)
N (t)

\bigr\} 
рiвномiрно збiгається до \upsilon \ast (t) на будь-якому фiксованому iнтер-

валi [0, T ]. Без втрати загальностi можемо припустити, що послiдовнiсть \upsilon (n)(t) є збiжною,
а вiдповiдна послiдовнiсть керувань

\bigl\{ 
z(n)(t)

\bigr\} 
є слабко збiжною. Оскiльки \upsilon \ast (t) визначена

та неперервна на [0,\infty ), то \upsilon \ast t iснує як елемент простору C для всiх t \geq 0.

Нехай \tau \ast — перший момент часу, коли (t, \upsilon \ast t ) досягає межi \partial D. Тодi

\tau \ast =

\left\{   inf\{ t \geq 0 : (t, \upsilon \ast t ) \in \partial D,

\infty , (t, \upsilon \ast t ) \in D, t \geq 0.

Зауважимо, що \upsilon (n)\tau n = \upsilon (n)(\tau n+\Theta ) = u(n)(\tau n+\Theta ) = \upsilon 
(n)
\tau n , i отже, \tau n є першим моментом

часу, коли
\bigl( 
t, \upsilon 

(n)
t

\bigr) 
досягає \partial D.

Тепер покажемо, що \tau \ast \leq limn\rightarrow \infty inf \tau n. Припустимо супротивне:

\tau \ast > lim
n\rightarrow \infty 

inf \tau n. (14)

Розглянемо два випадки: \tau \ast <\infty i \tau \ast = \infty .

1) Якщо \tau \ast <\infty , то \tau \ast > limn\rightarrow \infty inf \tau n = \tau .

Оберемо довiльне T \in [0,\infty ] таке, що T \geq \tau \ast . Очевидно, iснує пiдпослiдовнiсть \{ \tau nk
\} 

послiдовностi \{ \tau n\} така, що \tau nk
\rightarrow \tau при nk \rightarrow \infty .

Отже, для достатньо великого nk маємо \tau nk
< \tau \ast i\bigl( 

\tau nk
, \upsilon \ast \tau nk

\bigr) 
\in D, (\tau , \upsilon \ast \tau ) \in D, (15)

але
\bigl( 
\tau nk

, \upsilon nk
\tau nk

\bigr) 
\in \partial D.
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З iншого боку, беручи до уваги рiвномiрну на [ - h, T ] неперервнiсть функцiї \upsilon \ast (t),
маємо \upsilon (nk)

\tau nk
\rightarrow \upsilon \ast \tau у C. Дiйсно,

sup
 - h\leq \Theta \leq 0

\bigm\| \bigm\| \upsilon (nk)(\tau nk
+\Theta ) - \upsilon \ast (\tau +\Theta )

\bigm\| \bigm\| 
\leq sup

 - h\leq \Theta \leq 0

\bigm\| \bigm\| \upsilon (nk)(\tau nk
+\Theta ) - \upsilon \ast (\tau nk

+\Theta )
\bigm\| \bigm\| 

+ sup
 - h\leq \Theta \leq 0

\| \upsilon \ast (\tau nk
+\Theta ) - \upsilon \ast (\tau +\Theta )\| \rightarrow 0, nk \rightarrow \infty .

Оскiльки множина \partial D є замкненою, то (\tau , \upsilon \ast \tau ) \in \partial D. Це суперечить (15).
2) Нехай \tau \ast = \infty i \tau <\infty . Оберемо T2 > \tau .

Тепер застосуємо аналогiчнi мiркування на [0, T2]. Отримаємо, що цей випадок зводить-
ся до попереднього.

Отже, \tau \ast \leq \tau .

Покладемо u\ast (t) = \upsilon \ast (t) для t \in [0, \tau \ast ] у випадку скiнченного \tau \ast i t \in [0,\infty ) при
\tau \ast = \infty . Покажемо, що u\ast (t) є розв’язком початкової задачi (1), якому вiдповiдає керуван-
ня z\ast (t).

Розглянемо такi три випадки:
1) Якщо \tau < \infty , то доведення є аналогiчним до доведення вiдповiдного факту в [14],

теорема 2.1.
2) Якщо \tau = \infty , але \tau \ast < \infty . У цьому випадку або iснує пiдпослiдовнiсть \{ \tau nk

\} 
послiдовностi \{ \tau n\} така, що \tau nk

\rightarrow \infty при n \rightarrow \infty , або лише скiнченна кiлькiсть \tau n < \infty .
Тодi для достатньо великого nk маємо \upsilon (nk)(t) = u(nk)(t) при t \in [0, \tau \ast ] i u(nk) \rightrightarrows u\ast при
nk \rightarrow \infty на [0, \tau \ast ]. Далi доведення аналогiчне до доведення теореми 2.1 з [14].

3) Якщо \tau \ast = \infty , то оберемо довiльне T > 0 i розглянемо вiдрiзок [0, T ]. Аналогiчно
до попереднього випадку iснує пiдпослiдовнiсть \{ \tau nk

\} така, що \tau nk
\rightarrow \infty при nk \rightarrow \infty .

Тодi на [0, T ] для достатньо великого nk маємо \upsilon (nk)(t) = u(nk)(t) на [0, T ], тому \upsilon (nk) \rightrightarrows 
u\ast на [0, T ] при n\rightarrow \infty .

Подальше доведення є аналогiчним до попереднього випадку. Завдяки довiльностi зна-
чення T отримуємо функцiю u\ast (t), яка є розв’язком задачi (1) для t \geq 0.

Залишилося показати, що керування z\ast (t) є оптимальним. Знову розглянемо два ви-
падки.

1. Нехай \tau \ast < \tau . У цьому випадку iснує пiдпослiдовнiсть \{ \tau nk
\} послiдовностi \{ \tau n\} 

така, що \tau nk
\rightarrow \tau , nk \rightarrow \infty , або у випадку \{ \tau = \infty \} лише не бiльш нiж скiнченна кiлькiсть

\tau n < \infty . Тому для достатньо великих nk знову отримуємо v(uk)(t) = u(nk)(t) для t \in [0, \tau \ast ]
i u(nk)(t) \rightrightarrows u\ast (t), nk \rightarrow \infty , на [0, \tau \ast ].

Також, очевидно, що для всiх t \in [0, \tau \ast ] маємо\bigm\| \bigm\| u(nk)
t  - u\ast t

\bigm\| \bigm\| 
C
\rightarrow 0, nk \rightarrow \infty . (16)

Тодi
\tau nk\int 
0

e - \gamma tG
\bigl( 
t, u

(nk)
t

\bigr) 
dt+

\tau nk\int 
0

B
\bigl( 
t, z(nk)(t)

\bigr) 
dt
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\geq 
\tau \ast \int 
0

e - \gamma tG(t, u
(nk)
t ) dt+

\tau \ast \int 
0

B
\bigl( 
t, z(nk)(t)

\bigr) 
dt. (17)

З (16) випливає,щопiдiнтегральний вираз у першомудоданку (17) для кожного t прямує
до G(t, u\ast t ). З того,що DC є обмеженою, та з умови лiнiйного зростання на G(t, \varphi ) випливає,
що для деякої сталої K1 > 0 маємо оцiнку G

\bigl( 
t, u

(nk)
t

\bigr) 
\leq K1. Тодi, використовуючи теорему

мажорантної збiжностi Лебега, отримуємо

\tau \ast \int 
0

e - \gamma tG
\bigl( 
t, u

(nk)
t

\bigr) 
dt\rightarrow 

\tau \ast \int 
0

e - \gamma tG(t, u\ast t )dt, nk \rightarrow \infty . (18)

Оскiльки B(t, z) є опуклим за другим аргументом z, то

B(t,\Psi (t)) \geq B
\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) 
+
\bigl\langle 
B\prime 

z

\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) 
,\Psi (t) - z\ast (t)

\bigr\rangle 
(19)

для кожного допустимого керування \Psi (t) \in U. Тут \langle B\prime 
z,\Psi  - z\ast \rangle — дiя лiнiйного неперерв-

ного функцiонала B\prime 
z на елемент (\Psi (t) - z\ast (t)) \in X.

Отже, використовуючи умову A6), маємо

\tau \ast \int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \partial B
\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) 
\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q

X\ast 

\leq a3

\infty \int 
0

\| z\ast (t)\| p <\infty ,

де 1

q
+

1

p
= 1.

Отже, вираз
\tau \ast \int 
0

\bigl\langle 
B\prime 

z

\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) 
,\Psi (t) - z\ast (t)

\bigr\rangle 
dt

визначає лiнiйний неперервний функцiонал у \frakL p. Тепер нехай \Psi (t) = z(nk)(t) у (19) i,
використовуючи слабку збiжнiсть znk

до z\ast для другого доданка в (17), одержуємо

lim
nk\rightarrow \infty 

inf

\tau \ast \int 
0

B(t, znk
(t)) dt \geq 

\tau \ast \int 
0

B
\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) 
dt. (20)

З (17), (18) i (20) маємо

m = lim
nk\rightarrow \infty 

\left(  \tau nk\int 
0

e - \gamma tG
\bigl( 
t, u

(nk)
t

\bigr) 
dt+

\tau nk\int 
0

B(t, znk
(t)) dt

\right)  

\geq 
\tau \ast \int 
0

e - \gamma tG(t, u\ast t )dt+

\tau \int 
0

B
\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) 
dt.

Отже, в цьому випадку z\ast (t) є оптимальним.
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2. Нехай \tau \ast = \tau . Оберемо довiльне t1 < \tau \ast i розглянемо вiдрiзок [0, t1]. На цьому
вiдрiзку u(nk)(t) \rightrightarrows u\ast (t) при nk \rightarrow \infty , i тому u(nk)

t \rightarrow u\ast t у C, nk \rightarrow \infty .
За теоремою характеризацiї нижньої межi множина \{ n \in \BbbN | \tau n < t1\} є скiнченною,

а вiдкритий iнтервал (t1, \tau 
\ast ) може мiстити нескiнченну кiлькiсть точок \tau n (якщо вони

скiнченнi). Тому за аналогiєю з попереднiм випадком одержуємо

m \geq 
t1\int 
0

e - \gamma tG(t, u\ast t )dt+

t1\int 
0

B
\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) 
dt.

Звiдси граничним переходом при t1 \rightarrow \tau \ast отримуємо, що J [z\ast ] = m. Для функцiонала (3)
доведення є аналогiчним, умова A6) виконується автоматично, оскiльки \partial B

\partial z
= 2z.

Це доводить теорему 2.1.
3.2. Доведення теореми 2.2. Зафiксуємо T > 0 i позначимо через V (\varphi 0) функцiю

Беллмана для поставленої задачi, а через V\tau (\varphi 0) — функцiю Беллмана для вiдповiдної
задачi на [0, T ]. З теореми 2.1 цiєї роботи i теореми 2.1 з [14] випливає, що цi задачi мають
розв’язки

\bigl( 
u\ast (t), z\ast (t)

\bigr) 
i
\bigl( 
u\ast ,T (t), z\ast T (t)

\bigr) 
вiдповiдно. Зауважимо, що множина допустимих

керувань на [0,\infty ) складається з допустимих керувань на [0, T ]. Iз допустимих керувань
z(t) на [0, T ], якi є недопустимими на [0,\infty ), побудуємо керування

zT,\infty (t) =

\left\{   z(t), t \in [0, T ],

0, t > 0.
(21)

Нехай UT описує сукупнiсть множин допустимих керувань на [0,\infty ) iз множиною
керувань типу (21). Тодi на [0,\infty ) ця множина допустимих керувань спiвпадає з множиною
U, а на вiдрiзках [0, T ] вона спiвпадає з множиною всiх допустимих керувань для задачi (1),
(2) на [0, T ]. Дiйсно, з довiльностi допустимих керувань z(t) на [0, T ], якi є недопустимими
на [0,\infty ), за правилом (21) побудуємо допустимi керування на [0,\infty ). З iншого боку,
\frakL p([0,\infty );X) \subset \frakL p([0, T ];X).

Нехай QT = D \cap [ - h, T ], позначимо через \tau \ast T перший момент часу, коли u\ast ,TT досягає
межi областi QT . Зауважимо, що у випадку \tau \ast T < T керування z\ast T,\infty (t) є оптимальним для
задачi (1), (2) на [0,\infty ). Тодi V = VT .

Тепер розглянемо випадок \tau \ast T = T. Позначимо через u(t) = u
\bigl( 
t, z\ast T,\infty (t)

\bigr) 
розв’язок

початкової задачi (1), який вiдповiдає керуванню z\ast T,\infty (t). Вважатимемо, що t \in [0, T ], тодi
z\ast T,\infty = z\ast T (t). З єдиностi розв’язку початкової задачi (1) маємо u(t) = u\ast ,T (t) для t \in [0, T ].
Отже, з визначення функцiї Беллмана та з використанням умови A5) маємо

V \leq J
\bigl[ 
z\ast T,\infty 

\bigr] 
=

T\int 
0

\Bigl( 
e - \gamma tG

\bigl( 
t, u\ast ,Tt

\bigr) 
+B(t, z\ast T )

\Bigr) 
dt+

\tau T\int 
T

e - \gamma tG(t, ut) dt

= VT +

\tau \tau \int 
T

e - \gamma tG(t, ut) dt. (22)

Тут \tau T описує момент, коли ut досягає межi областi D. Другий доданок у (22) прямує до
нуля при T \rightarrow \infty завдяки обмеженостi DC i за теоремою домiнантної збiжностi.
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Згадаємо, що \tau \ast —момент часу, коли оптимальна траєкторiя u\ast t задачi (1), (2) на [0,\infty )
досягає межi областi D.

Також зауважимо, що \tau \ast \leq T, тодi пара
\bigl( 
u\ast (t), z\ast (t)

\bigr) 
є оптимальною для задачi на

скiнченному iнтервалi [0, T ] з урахуванням побудови UT . Отже, в цьому випадку V = VT .

Нехай \tau \ast > T, тодi маємо

V = J [u\ast ] =

T\int 
0

\bigl( 
e - \gamma tG(t, u\ast t ) +B

\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) \bigr) 
dt

+

\tau \ast \int 
T

\bigl( 
e - \gamma tG(t, u\ast t ) +B

\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) \bigr) 
dt

\geq VT +

\tau \ast \int 
T

\bigl( 
e - \gamma tG(t, u\ast t ) +B

\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) \bigr) 
dt, (23)

але

\tau \ast \int 
T

\bigl( 
e - \gamma tG(t, u\ast t ) +B(t, z(t))

\bigr) 
dt \leq 

\infty \int 
T

e - \gamma tKG(1 +K1) dt

+

\infty \int 
T

a1\| z\ast (t)\| p dt\rightarrow 0, \tau \rightarrow \infty . (24)

Звiдси, з одного боку, з (22) отримаємо

V  - VT \leq 

\tau 
T\int 

T

e - \gamma tG(t, ut) dt,

а з iншого боку маємо

V  - VT \leq 
\tau \ast \int 
T

e - \gamma tG(t, u\ast t ) +B
\bigl( 
t, z\ast (t)

\bigr) 
dt.

Тодi, беручи до уваги (23) i (24), одержимо твердження 1) теореми 2.2, а саме (6).
Далi, для зручностi, без утрати загальностi можемо вважати, що T = n \in \BbbN — нату-

ральне число.
Нехай знову z\ast n(t) — оптимальне керування на [0, n], i нехай z\ast n,\infty (t) — допустиме

керування задачi (1), (2) на [0,\infty ), яке визначається за допомогою (5).
Знову, якщо \tau \ast n < n для деякого n, то z\ast n,\infty є оптимальним керуванням для задачi на

нескiнченному iнтервалi. Вважаємо, що \tau \ast n —перший момент часу, коли u\ast ,nt досягає межi
областi D.
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Тепер нехай \tau \ast n = n для всiх n. Оскiльки Vn = J [z\ast n] \rightarrow V, n \rightarrow \infty , то iснує стала L
така, що Vn \leq L. Але з умов A4), A5) та згiдно з (5) маємо

L \geq Vn = J [z\ast n] \geq a0

n\int 
0

\| z\ast n(t)\| 
p dt = a0

\infty \int 
0

\bigm\| \bigm\| z\ast n,\infty (t)
\bigm\| \bigm\| p dt,

i тому послiдовнiсть допустимих керувань
\bigl\{ 
z\ast n,\infty 

\bigr\} 
є слабко компактною в \frakL p.

Отже, iснує слабко збiжна пiдпослiдовнiсть, яку без втрати загальностi знову позначимо
через

\bigl\{ 
z\ast n,\infty 

\bigr\} 
. Бiльш того, маємо

z\ast n,\infty 
w\rightarrow z\ast , n\rightarrow \infty , у \frakL p. (25)

Так само, як для теореми 2.1, використовуючи лему Мазура, отримуємо, що z\ast (t) \in F
майже для всiх t.

Позначимо через un,\infty (t) розв’язок задачi (1), який вiдповiдає керуванню z\ast n,\infty (t). Нехай
\tau n — перший момент часу, коли розв’язок un,\infty (t) досягає межi областi D. Очевидно,
\tau n \geq n (тому що \tau \ast n = n). Тодi маємо

J
\bigl[ 
z\ast n,\infty 

\bigr] 
= Vn +

\tau n\int 
n

\bigl( 
e - \gamma tG(t, un,\infty t ) +B

\bigl( 
t, z\ast n,\infty (t)

\bigr) \bigr) 
dt.

З побудови послiдовностi z\ast n,\infty i умови A5) одержуємо

J
\bigl[ 
z\ast n,\infty 

\bigr] 
= Vn +

\tau n\int 
n

\bigl( 
e - \gamma tG(t, un,\infty t

\bigr) 
dt.

З того, що множина DC є обмеженою, випливає, що \| un,\infty t \| C \leq K1 для t \leq \tau n. Тому

\tau n\int 
n

e - \gamma tG(t, un,\infty t )dt \leq 
\tau n\int 
n

e - \gamma tKG

\bigl( 
1 + \| un,\infty t \| C

\bigr) 
dt

\leq 
\infty \int 
n

e - \gamma tKG(1 +K1) dt\rightarrow 0, n\rightarrow \infty .

Далi з Vn \rightarrow V маємо
J
\bigl[ 
z\ast n,\infty 

\bigr] 
\rightarrow V, n\rightarrow \infty .

Тобто
\bigl\{ 
z\ast n,\infty 

\bigr\} 
є мiнiмiзуючою послiдовнiстю для задачi (1), (2).

Отже, твердження 2) теореми 2.2 доведено.
Тепер позначимо через u\ast (t) розв’язок початкової задачi (1), який вiдповiдає керу-

ванню z\ast (t) з (25). З теореми 3.2 [14], випливає, що такий розв’язок iснує i вiн єдиний.
Твердження, що пара

\bigl( 
u\ast (t), z\ast (t)

\bigr) 
є оптимальною для задачi (1), (2), може бути доведене

аналогiчно до вiдповiдної частини доведення теореми 2.1. Тож твердження (9) теореми 2.2
є обґрунтованим.
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Якщо задача (1), (2) має єдиний розв’язок, то з кожної пiдпослiдовностi
\bigl\{ 
z\ast nk,\infty 

\bigr\} 
по-

слiдовностi
\bigl\{ 
z\ast n,\infty 

\bigr\} 
у (25) можемо видiлити послiдовнiсть, яка слабко збiгається до опти-

мального керування z\ast i це керування є єдиним.
Теорему 2.2 доведено.
3.3. Доведення твердження 2.1. Розглянемо задачу оптимального керування (1), (3).

Очевидно, доведення вимагає лише встановлення факту, що послiдовнiсть
\bigl\{ 
z\ast Tn,\infty 

\bigr\} 
збiга-

ється сильно до z\ast . Маємо

V (\varphi 0) = lim
n\rightarrow \infty 

\left(  \tau n\int 
0

e - \gamma tG(t, un,\infty t )dt+

\tau n\int 
0

\bigm\| \bigm\| z\ast n,\infty (t)
\bigm\| \bigm\| 2 dt

\right)  

\geq 
\tau \ast \int 
0

e - \gamma tG(t, u\ast t )dt+ lim
n\rightarrow \infty 

\tau n\int 
0

\bigm\| \bigm\| z\ast n,\infty (t)
\bigm\| \bigm\| 2 dt. (26)

Остання межа в (26) iснує й спiвпадає з її нижньою межею. З побудови z\ast n,\infty випливає,
що

\tau n\int 
0

\bigm\| \bigm\| z\ast n,\infty (t)
\bigm\| \bigm\| 2 dt = \infty \int 

0

\bigm\| \bigm\| z\ast n,\infty (t)
\bigm\| \bigm\| 2 dt.

Таким чином, з (26) маємо

V =

\tau \int 
0

e - \gamma tG(t, u\ast t )dt+ lim
n\rightarrow \infty 

\infty \int 
0

\bigm\| \bigm\| z\ast n,\infty (t)
\bigm\| \bigm\| 2 dt

=

\tau \ast \int 
0

e - \gamma tG(t, u\ast t )dt+ lim
n\rightarrow \infty 

inf

\infty \int 
0

\bigm\| \bigm\| z\ast n,\infty (t)
\bigm\| \bigm\| 2 dt

\geq 
\tau \ast \int 
0

e - \gamma tG(t, u\ast t )dt+

\infty \int 
0

\| z\ast (t)\| 2 dt

\geq 
\tau \ast \int 
0

e - \gamma tG(t, u\ast t )dt+

\tau \ast \int 
0

\| z\ast (t)\| 2 dt = V.

Отже,

lim
n\rightarrow \infty 

\infty \int 
0

\bigm\| \bigm\| z\ast n,\infty (t)
\bigm\| \bigm\| 2 dt = \infty \int 

0

\| z\ast (t)\| 2 dt.

Так, беручи до уваги (25), отримуємо сильну збiжнiсть z\ast n,\infty до z\ast у \frakL 2, що й доводить
твердження 2.1.

4. Застосування. Бiдоменне рiвняння. Класичнi бiдоменнi рiвняння виникають у рiз-
номанiтних моделях, якi описують поширення iмпульсiв в електрофiзiологiї, i вперше
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з’явилися в роботах Hodkin i Huxley у 1950-тi роки. Бiдоменне рiвняння детально опи-
сано, наприклад, у монографiї [19].

Система має вигляд

\partial tu - f(u,w) - \bigtriangledown (ai \bigtriangledown ui) = Ii в (0,\infty )\times Q,

\partial tu - f(u,w) +\bigtriangledown (ae \bigtriangledown ue) =  - Ie в (0,\infty )\times Q, (27)

\partial tw  - g(u,w) = 0 в (0,\infty )\times Q

з крайовими умовами

ai \bigtriangledown ui \nu = 0, ae \bigtriangledown ue\nu = 0 на (0,\infty )\times Q,

i початковими даними u(0) = u0, w(0) = w0. Тут Q \subset \BbbR d — обмежена область, функцiї
ui i ue моделюють внутрiшньо- та зовнiшньоклiтиннi електричнi потенцiали, u — транс-
мембранний потенцiал, \nu — вектор зовнiшньої нормалi до \partial Q. Анiзотропнi властивостi
цiєї системи описано через матрицi провiдностi ai(x) i ae(x). Функцiї Ii та Ie опису-
ють вiдповiдно внутрiшньо- то зовнiшньоклiтиннi стимулюючi струми. Функцiї f i g —
нелiнiйнi збурення.

У [20] введено нелокальний iнтегро-диференцiальний оператор

Au =  - \bigtriangledown (ui \bigtriangledown u) +\bigtriangledown 
\Bigl( 
ai

\Bigl( 
\{ \bigtriangledown (ai + ae)\bigtriangledown \}  - 1 \bigtriangledown (ai \bigtriangledown u)

\Bigr) \Bigr) 
,

який назвали бiдоменним оператором.
Систему (27) можна переписати в абстрактнiй формi:

\partial tu - f(u,w) +Au = S,

\partial tw  - g(u,w) = 0, (28)

u(0) = u0, w(0) = w0.

У [21] для цiєї системи при певних умовах отримано теореми iснування для м’яких i
сильних розв’язкiв, доведено, що бiдоменнi операторнi форми є аналiтичними й компакт-
ними напiвгрупами S(t) = e - tA у \frakL p i \frakL \infty (p > 1).

У [22, 23] бiдоменнi рiвняння керуються стохастичним впливом процесiв типу Q-
Wiener. Доведено iснування глобальних м’яких i сильних розв’язкiв, отримано умови iсну-
вання iнварiантнихмiр. У [24] вивченофункцiонально-диференцiальнi бiдоменнi рiвняння.

Розглянемо функцiонально-диференцiальне бiдоменне рiвняння\left\{                           

du

dt
=  - Au+ f

\biggl( 
x,

\int 0

 - h
\| u(t+\Theta )\| Hd\Theta ,

\int 0

 - h
\| w(t+\Theta )\| H d\Theta 

\biggr) 

+f1

\left(  x,\int 0

 - h
\| u(t+\Theta )\| H d\Theta ,

0\int 
 - h

\| w(t+\Theta )\| H d\Theta 

\right)  z(t),
dw

dt
= g

\biggl( 
x,

\int 0

 - h
\| u(t+\Theta )\| Hd\Theta ,

\int 0

 - h
\| w(t+\Theta )\| H d\Theta 

\biggr) 
,

u(t) = \varphi (t), w(t) = \psi (t), t \in [ - u, 0].

(29)
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Нехай X = \frakL 2(Q) = H, H1(Q) i H2(Q) — простори Соболєва,
D(A) =

\bigl\{ 
u \in H2(Q) \cap H0,\bigtriangledown u\upsilon = 0, на \partial Q

\bigr\} 
,

H0 =

\Biggl\{ 
\upsilon \epsilon H,

\int 
Q

\nu dx = 0

\Biggr\} 
.

Припустимо, що ai : Q \rightarrow \BbbR n\times m i ae : Q \rightarrow \BbbR n\times m — симетричнi матрицi й функцiї класу
C1
\bigl( 
\=Q
\bigr) 
. Далi, iснують сталi a i \=a, 0 < a < \=a, такi, що

a| \xi | 2 \leq \xi \ast ai(x)\xi \leq \=a| \xi | 2

i
a| \xi | 2 \leq \xi \ast ae(x)\xi \leq \=a| \xi | 2 (30)

для всiх x \in \=Q i \xi \in \BbbR d.
Функцiї f(y1, y2), f1(x, y1, y2) i g(x0, y1, y2) визначенi для x \in Q, y1, y2 \in [0, l], l > 0, i

набувають значень у \BbbR 1, є неперервними та задовольняють умову Лiпшиця при y1, y2.
Область D \subset [ - h,\infty ]\times C є множиною \{ (t, \varphi ) : t \in [ - h,\infty ), \varphi \in M\} , де M —множина

функцiй \varphi \in C = C
\bigl( 
[ - h, 0],\frakL 2(Q)

\bigr) 
таких, що

\int 0

 - h
\| \varphi (\Theta , \cdot )\| H d\Theta \in (0, l), а \partial M —множина

функцiй \varphi \in C таких, що
\int 0

 - h
\| \varphi (\Theta , \cdot )\| H d\Theta = l або \varphi (\Theta , x) = 0 майже всюди. При

цьому природно вважати, що початковi функцiї \varphi (t, x) i \psi (t, x) належать M. Тодi \partial D =
\{ [0,\infty )\times \partial M\} .

Допустимими керуваннями будуть функцiї z \in \frakL 2([0,\infty ) \times Q) такi, що z(t, x) \in F
майже для всiх t \geq 0, x \in Q.

Перевiримо виконання умов A2), A3). Маємо\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f
\left(  x, 0\int 

 - h

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| H

\right)  d\Theta 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

H

=

\int 
Q

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f
\left(  x, 0\int 

 - h

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| H

\right)  d\Theta 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

dx

\leq 
\int 
Q

2

\left(   | f(x, 0)| 2 +

\left(  L 0\int 
h

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| H d\Theta 

\right)  2
\right)   dx

\leq 2mes s2Q

\Biggl( 
sup
x\in Q

| f(x, 0)| 2 + L2h2 sup
Q\in [ - h,0]

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| 2H

\Biggr) 
.

Цю умову для g можна просто перевiрити. Для f1 одержуємо

\| f1(x, \varphi )\xi \| 2H =

\int 
Q

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f1
\left(  x, 0\int 

 - h

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| Hd\Theta 

\right)  \xi (x)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

dx

\leq 2

\int 
Q

\left(  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f1(x, 0) + L2h2 sup
\Theta \in [ - h,0]

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| 2H\xi (x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2
\right)  dx, \xi \in \frakL 2(Q).

Тому f1(x, \varphi ) \in \frakL (H,H) i задовольняє умову лiнiйного зростання.
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Виконання умови Лiпшиця для f i g може бути легко перевiрене.
Тепер перевiримо умову Лiпшиця для f1 :

sup
\| \xi \| H\leq 1

\| (f1(x, \varphi 1) - f1(x, \varphi 2)\xi )\| 2H

=

\int 
Q

\left(  f1
\left(  x, 0\int 

 - h

\| \varphi 1(\Theta , \cdot )\| H d\Theta 

\right)  

 - f1

\left(  x, 0\int 
 - h

\| \varphi 2(\Theta , \cdot )\| H d\Theta 

\right)  \xi (x)
\right)  2 dx

\leq 
\int 
Q

L2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
0\int 

 - h

\| \varphi 1(\Theta , \cdot )\| H d\Theta  - 
0\int 

 - h

\| \varphi 2(\Theta , \cdot )\| H d\Theta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

| \xi (x)| 2 dx

\leq L2

0\int 
 - h

\bigm| \bigm| \| \varphi 1(\Theta , \cdot )\| H  - \| \varphi 2(\Theta , \cdot )\| H
\bigm| \bigm| 2 d\Theta 

\leq L2

0\int 
 - h

\| \varphi 1(\Theta , \cdot ) - \varphi 2(\Theta , \cdot )\| 2H d\Theta \leq L2\| \varphi 1(\Theta ) - \varphi 2(\Theta )\| 2Ch.

Отже, умова Лiпшиця для f1 виконується.
Далi введемо умови на критерiй якостi.
Нехай F — опукла замкнена множина в R1.
1. Вiдображення G : [0,\infty )\times M \rightarrow R[0,\infty ) задовольняє умову A4).
2. Функцiя B : [0,\infty ) \times F \rightarrow [0,\infty ) є вимiрною за всiма змiнними, опуклою за z та

задовольняє нерiвностi a1| z| p \geq B(t, z) \geq a0| z| p, t \geq 0, для деяких додатних a0, a1.
3. Функцiя B(t, z) для всiх t \geq 0 неперервно диференцiйовна за другим аргументом

z i \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial B\partial z
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq a3| z| p - 1

для деякої сталої a3 > 0.
Допустиме керування — дiйсна функцiя така, що z(t) \in F, t \geq 0, i

\infty \int 
0

| z(t)| p dt <\infty .

Отже, всi умови теорем 2.1, 2.2 виконано.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальна за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Внесок авторiв у цю роботу є таким: Ольга
Кiчмаренко запропонувала постановки задач i методологiю отримання результатiв, Андрiй
Латиш сформулював i довiв усi результати самостiйно. Автори заявляють про вiдсутнiсть
спецiального фiнансування цiєї роботи.
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