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By using the general theory of pseudoinverse operators and orthoprojectors, we construct a pseudoi-
nverse operator to an integral operator with a nondegenerate kernel and obtain criteria for the solvability
of integral equations with a nondegenerate kernel and boundary-value problems for them in Hilbert spaces.

З використанням загальної теорiї псевдообернених операторiв та ортопроєкторiв побудованопсевдо-
обернений оператор до iнтегрального оператора з невиродженим ядром, отримано критерiї розв’яз-
ностi iнтегральних рiвнянь iз невиродженим ядром i крайових задач для них у гiльбертових про-
сторах.

У цiй роботi продовжено дослiдження, розпочатi в [1 – 3], з вивчення умов розв’язностi
та побудови загальних розв’язкiв крайових задач для iнтегральних та iнтегро-диференцi-
альних рiвнянь iз виродженим ядром у банахових просторах.

У роботах [4, 5] побудовано псевдообернений i узагальнено обернений оператори до
iнтегрального оператора з виродженим ядром. Iнтегральнi рiвняння з невиродженим ядром
i крайовi задачi для них у скiнченновимiрних гiльбертових просторах розглянуто у [6 – 8] та
iн. Цi рiвняння належать до класу не скрiзь розв’язних рiвнянь [9], оскiльки iнтегральний
оператор не завжди має оберненого.

© Валерiй Журавльов, Андрiй Журавльов, Iрина Слюсаренко, 2025
ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2025, т. 28, № 1 79



80 ВАЛЕРIЙ ЖУРАВЛЬОВ, АНДРIЙ ЖУРАВЛЬОВ, IРИНА СЛЮСАРЕНКО

Встановлення умов iснування розв’язкiв для не скрiзь розв’язних операторних рiвнянь
у гiльбертових просторах є нетривiальною задачею. Загальну теорiю дослiдження таких
рiвнянь i крайових задач для них у нескiнченновимiрних гiльбертових просторах iз вико-
ристанням ортопроєкторiв i псевдообернених операторiв розроблено в [10 – 13] та iн.

Дослiдження iнтегральних рiвнянь iз невиродженим ядром i крайових задач для них
у нескiнченновимiрних гiльбертових просторах авторам не вiдомi, тому ця тематика є
актуальною. У цiй статтi iз застосуванням ортопроєкторiв i псевдообернених операторiв
отримано умови iснування та загальний вигляд розв’язкiв iнтегральних рiвнянь iз невиро-
дженим ядром i крайових задач для них у гiльбертових просторах.

Постановка задачi. Нехай \bfH i \bfH 1 — дiйснi гiльбертовi простори зi скалярним до-
бутком, \scrI = [a, b] — скiнченний промiжок, z(t) — вектор-функцiя зi значеннями у
гiльбертовому просторi \bfH . На множинi таких функцiй визначимо скалярний добуток

(z(t), g(t)) =

\int b

a
z(t)\ast g(t) dt, де “\ast ” — операцiя транспонування.

Таким чином, визначили гiльбертовий простiр \bfL 2(\scrI ,\bfH ), норму в якому одержано через
скалярний добуток

\| z(t)\| \bfL 2(\scrI ,\bfH ) =
\sqrt{} 
(z(t), z(t))\bfH =

\sqrt{}     b\int 
a

\| z(t)\| 2\bfH dt.

Розглянемо лiнiйну крайову задачу для iнтегрального рiвняння

(Lz)(t) \equiv z(t) - 
b\int 

a

K(t, s)z(s) ds = f(t), (1)

\ell z(\cdot ) = \alpha , (2)

де невироджене ядро K(t, s) сумовне з квадратом у областi \scrI \times \scrI та дiє iз гiльбертового
простору \bfH у \bfH за кожною змiнною, функцiя f(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ), \ell : \bfL 2(\scrI ,\bfH ) \rightarrow \bfH 1 —
лiнiйний обмежений вектор-функцiонал, \alpha \in \bfH 1.

Розв’язок будемо шукати у класi функцiй z(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ).
Метою цiєї роботи є: побудувати ортопроєктори на нуль-простори N(L) i N(L\ast ) iн-

тегрального оператора L (1) та йому спряженого L\ast , псевдообернений оператор до iнте-
грального оператора з невиродженим ядром, встановити критерiї розв’язностi та отримати
структуру загальних розв’язкiв рiвняння (1) i крайової задачi (1), (2).

Псевдообернений оператор до iнтегрального оператора з невиродженим ядром. Розв’язок
iнтегрального рiвняння у гiльбертовому просторi. Застосуємо до розв’язання крайової зада-
чi (1), (2) методику з [14, c. 260].

Нехай \{ \varphi i(t)\} \infty i=1 —ортонормований базис гiльбертового простору \bfL 2(\scrI ,\bfH ) [15]. Скла-
демо з базисних вектор-функцiй \varphi i(t), i = 1,\infty , злiченновимiрну матрицю

\Phi (t) = (\varphi 1(t), \varphi 2(t), . . . , \varphi i(t), . . .).

Тодi будь-яку функцiю z(t) з простору \bfL 2(\scrI ,\bfH ) можна навести у виглядi

z(t) = \Phi (t)\=z,
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де \=z — вектор-стовпець, компоненти якого \=zi = (\varphi i(t) \cdot z(t)) =
\int b

a
\varphi \ast 
i (t)z(t) dt, i = 1,\infty , є

коефiцiєнтами Фур’є вектор-функцiї z(t) за базисом \{ \varphi i(t)\} \infty i=1, тобто

\=z =

b\int 
a

\Phi \ast (t)z(t) dt.

Враховуючи викладене вище, утворимо коефiцiєнти Фур’є функцiй z(t) i f(t) [7; 14,
c. 266]:

\=z =

b\int 
a

\Phi \ast (t)z(t) dt, \=f =

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t) dt. (3)

Далi утворимо коефiцiєнти Фур’є ядра K(t, s) як функцiї змiнної s :

ki(t) =

b\int 
a

\varphi \ast 
i (s)K(t, s) ds, i = 1,\infty ,

а потiм коефiцiєнти Фур’є отриманих функцiй за змiнною t :

kij =

b\int 
a

b\int 
a

\varphi \ast 
i (s)K(t, s)\varphi j(t) ds dt, i, j = 1,\infty .

Надалi будемо використовувати запис у векторно-матричнiй формi

K(t) =

b\int 
a

\Phi \ast (s)K(t, s) ds

i

K =

b\int 
a

K(t)\Phi (t) dt =

b\int 
a

b\int 
a

\Phi \ast (s)K(t, s)\Phi (t) ds dt. (4)

Застосовуючи вирази (3), (4) до iнтегрального рiвняння (1), отримуємо злiченну систему
алгебраїчних рiвнянь

\=z  - K\=z = \=f

або

D\=z = \=f, (5)

де оператор D = \{ dij\} \infty i,j=1 = I  - K.
Пiд розв’язком системи (5) будемо розумiти послiдовнiсть чисел \{ \=zj\} \infty j=1, при пiдста-

новцi яких у рiвняння (5) усi ряди
\sum \infty 

j=1
dij\=zj , i = 1,\infty , будуть збiжними, а їхнi суми

спiвпадуть iз вiльними членами правої частини [15]. Очевидно, що оператор D лiнiйний.
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Нехай D : \bfH \rightarrow \bfH — обмежений нормально розв’язний оператор.
Нормальна розв’язнiсть оператора D означає, що вiн псевдооборотний та iснують об-

меженi ортопроєктори PN(D), PN(D\ast ) на нуль-простори N(D) i N(D\ast ) та обмежений
псевдообернений оператор D+ до оператора D [12].

Вiдомо [12], що при виконаннi умови

PN(D\ast )
\=f = 0 (6)

i лише за неї операторне рiвняння (5) має сiм’ю розв’язкiв

\=z = PN(D)\~z +D+ \=f,

де \~z — довiльний вектор гiльбертового простору \bfH .
Таким чином, справджується така теорема.
Теорема 1. Нехай оператор D : \bfH \rightarrow \bfH нормально розв’язний. Тодi однорiдна система (5)

( \=f \equiv 0) має сiм’ю розв’язкiв
\=z = PN(D)\~z,

де \~z \in \bfH — довiльна стала.
Неоднорiдна система (5) є розв’язною для тих i лише тих \=f, якi задовольняють умову (6),

i має сiм’ю розв’язкiв
\=z = PN(D)\~z +D+ \=f.

Отже, за теоремою Рiса –Фiшера [16, c. 113] iснує елемент z(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ) такий, що
координати вектора \=z є його коефiцiєнтами Фур’є i має мiсце зображення

z(t) = \Phi (t)\=z = \Phi (t)PN(D)\~z + \Phi (t)D+ \=f, (7)

де \Phi (t)PN(D)\~z — розв’язок вiдповiдного (1) однорiдного рiвняння (Lz)(t) = 0.
Використовуючи методику з [12, с. 266], можна показати, що множина елементiв z(t),

визначених спiввiдношенням (7), є шуканою сiм’єю розв’язкiв iнтегрального рiвняння (1).
Позначимо оператори

(PN(L)z)(t) = \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds, (8)

\bigl( 
PN(L\ast )f

\bigr) 
(t) = \Phi (t)PN(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds. (9)

Покажемо, що оператори (8) i (9) є ортопроєкторами.
Теорема 2. Нехай D : \bfH \rightarrow \bfH нормально розв’язний. Тодi оператори (8) i (9) є ортопро-

єкторами на нуль-простори N(L) \subset \bfL 2(\scrI ,\bfH ) i N(L\ast ) \subset \bfL 2(\scrI ,\bfH ) операторiв L i L\ast .
Доведення. Оператор P називається ортопроєктором на нуль-простiр оператора L,

якщо

1) P 2 = P ; 2) P \ast = P ; 3) LP = 0. (10)

Доведення проведемо для оператора PN(L) (8).
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1. Покажемо, що P 2
N(L) = PN(L) :

PN(L)(PN(L)z)(t) = \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)

\left[  \Phi (s)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (\xi )z(\xi ) d\xi 

\right]  ds
= \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)\Phi (s) dsPN(D)

\left[  b\int 
a

\Phi \ast (\xi )z(\xi ) d\xi 

\right]  = (PN(L)z)(t),

оскiльки
\int b

a
\Phi \ast (s)\Phi (s) ds = I, а P 2

N(D) = PN(D).

2. Покажемо, що оператор PN(L) задовольняє спiввiдношення\bigl( 
(PN(L)z)(t), y(t)

\bigr) 
\bfL 2(\scrI ,\bfH )

=
\bigl( 
z(t), (PN(L)y)(t)

\bigr) 
\bfL 2(\scrI ,\bfH )

,

тобто P \ast 
N(L) = PN(L);

\bigl( 
(PN(L)z)(t), y(t)

\bigr) 
\bfL 2(\scrI ,\bfH )

=

b\int 
a

\left[  \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s)ds

\right]  \ast 

y(t) dt

=

b\int 
a

b\int 
a

[\Phi \ast (s)z\ast (s)]\ast 
\bigl[ 
\Phi (t)PN(D)

\bigr] \ast 
y(t) ds dt

=

b\int 
a

z\ast (t)\Phi (s)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (t)y(t) dt ds

=
\bigl( 
z(t), (PN(L)y)(t)

\bigr) 
\bfL 2(\scrI ,\bfH )

,

оскiльки P \ast 
N(D) = PN(D).

Таким чином,

\Bigl( 
P \ast 
N(L)z

\Bigr) 
(t) = (PN(L)z)(t) = \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds.

3. Далi покажемо, що оператор PN(L) є проєктором на нуль-простiр оператора L, тобто
LPN(L) = 0 :

(LPN(L)z)(t) = \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds - 
b\int 

a

K(t, s)

\left[  \Phi (s)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (\xi )z(\xi ) d\xi 

\right]  ds
= \Phi (t)PN(D)\=z  - 

b\int 
a

K(t, s)\Phi (s)PN(D)\=z ds = 0,
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оскiльки \=z =

\int b

a
\Phi \ast (s)z(s) ds, а z(t) = \Phi (s)PN(D)\=z — розв’язок однорiдного рiвнян-

ня (Lz)(t) = 0.

Отже, всi умови (10) виконано. А це означає, що оператор PN(L) — ортопроєктор на
нуль-простiр iнтегрального оператора L.

Для оператора PN(L\ast ) (9) властивостi 1, 2 можна перевiрити аналогiчно, але необхiдно
показати, що ортопроєктор PN(L\ast ) є проєктором на нуль-простiр N(L\ast ) оператора L\ast . Для
цього скористаємося спiввiдношенням PN(L\ast )L = 0 :

\bigl( 
PN(L\ast )Lz

\bigr) 
(t) = \Phi (t)PN(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (s)

\left[  z(s) - b\int 
a

K(s, \xi )z(\xi ) d\xi 

\right]  ds
= \Phi (t)PN(D\ast )\=z  - \Phi (t)PN(D\ast )

b\int 
a

b\int 
a

\Phi \ast (s)K(s, \xi )\Phi (\xi )\=z d\xi ds

= \Phi (t)PN(D\ast )\=z  - \Phi (t)PN(D\ast )K\=z = \Phi (t)PN(D\ast )D\=z = 0,

оскiльки z(\xi ) = \Phi (\xi )\=z, D = I  - K, а PN(D\ast )D = 0.

Таким чином, оператор PN(L\ast ) — ортопроєктор на нуль-простiр N(L\ast ) оператора L\ast .

Далi покажемо, що оператор

\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t) = \Phi (t)D+

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds (11)

є псевдооберненим до оператора L.

Теорема 3. Нехай D : \bfH \rightarrow \bfH нормально розв’язний. Тодi оператор (11) є єдиним псевдо-
оберненим за Муром –Пенроузом оператором до iнтегрального оператора L.

Для доведення необхiдно й достатньо показати, що оператор (11) задовольняє спiввiд-
ношення

1) LL+L = L, 2) L+LL+ = L+, 3)
\bigl( 
LL+

\bigr) \ast 
= LL+, 4)

\bigl( 
L+L

\bigr) \ast 
= L+L, (12)

якi визначають псевдообернений оператор [17].
Спочатку знайдемо суперпозицiю операторiв L+ та L :

\bigl( 
L+Lz

\bigr) 
(t) = \Phi (t)D+

b\int 
a

\Phi \ast (s)

\left[  z(s) - b\int 
a

K(s, \xi )z(\xi ) d\xi 

\right]  ds
= \Phi (t)D+

\left[  b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds - 
b\int 

a

b\int 
a

\Phi \ast (s)K(s, \xi )z(\xi ) d\xi ds

\right]  
= \Phi (t)D+\=z  - \Phi \ast (s)K\=z = \Phi (t)D+[I  - K]\=z = \Phi (t)D+D\=z

= \Phi (t)[I  - PN(D)]\=z = \Phi (t)\=z  - \Phi (t)PN(D)\=z
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= z(t) - \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds,

оскiльки z(t) = \Phi (t)\=z, а \=z =

\int b

a
\Phi \ast (s)z(s) ds.

Таким чином, взявши до уваги (8), отримаємо

\bigl( 
L+Lz

\bigr) 
(t) = z(t) - \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds =
\bigl( 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L)

\bigr) 
z(t).

Крiм того, зважаючи на той факт, що PN(L) є ортопроєктором, переконуємося, що
умова 4) з (12) теж виконується:\bigl( 

L+L
\bigr) \ast 

=
\bigl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L)

\bigr] \ast 
= I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L) = L+L.

Далi знайдемо суперпозицiю операторiв L та L+ :

\bigl( 
LL+f

\bigr) 
(t) = \Phi (t)D+

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds - 
b\int 

a

K(t, s)\Phi (s)D+

\left[  b\int 
a

\Phi \ast (\xi )f(\xi ) d\xi 

\right]  ds
= \Phi (t)D+ \=f  - 

b\int 
a

K(t, s)\Phi (s)D+ \=f ds =

\left[  \Phi (t) - b\int 
a

K(t, s)\Phi (s) ds

\right]  D+ \=f,

оскiльки \=f =

\int b

a
\Phi \ast (s)f(s) ds.

Позначимо y(t) = (LL+f)(t) i утворимо коефiцiєнти Фур’є цiєї функцiї:

\=y =

b\int 
a

\Phi \ast (s)y(s) ds =

b\int 
a

\Phi \ast (s)
\bigl( 
LL+f

\bigr) 
(s) ds

=

\left[  b\int 
a

\Phi \ast (s)\Phi (s) ds - 
b\int 

a

b\int 
a

\Phi \ast (s)K(t, s)\Phi (t) ds dt

\right]  D+ \=f

= [I  - K]D+ \=f = DD+ \=f =
\bigl[ 
I  - PN(D\ast )

\bigr] 
\=f.

Тодi y(t) = \Phi (t)\=y або

y(t) =
\bigl( 
LL+f

\bigr) 
(t) = \Phi (t)

\bigl[ 
I  - PN(D\ast )

\bigr] 
\=f = \Phi (t) \=f  - \Phi (t)PN(D\ast )

\=f

= f(t) - \Phi (t)PN(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds =
\bigl( \bigl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast )

\bigr] 
f
\bigr) 
(t).
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Враховуючи той факт, що PN(L\ast ) є ортопроєктором, переконуємося, що умова 3) з (12)
виконується: \bigl( 

LL+
\bigr) \ast 

=
\bigl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast )

\bigr] \ast 
=

\bigl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast )

\bigr] 
= LL+. (13)

Перевiримо виконання властивостей 1), 2) з (12):

L
\bigl( 
L+Lz

\bigr) 
(t) = L

\left[  z(t) - \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds

\right]  

= \Phi (t)\=z  - \Phi (t)PN(D)\=z  - 
b\int 

a

K(t, s)
\bigl[ 
\Phi (s)\=z  - \Phi (s)PN(D)\=z

\bigr] 
ds

= z(t) - 
b\int 

a

K(t, s)z(s) ds - 

\left[  \Phi (t)PN(D)\=z  - 
b\int 

a

K(t, s)\Phi (s)PN(D)\=z ds

\right]  = (Lz)(t),

оскiльки

\Phi (t)PN(D)\=z  - 
b\int 

a

K(t, s)\Phi (s)PN(D)\=z ds = 0

як розв’язок однорiдного рiвняння (Lz)(t) = 0;

L+L
\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t) =

\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t) - \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)
\bigl( 
L+f

\bigr) 
(s) ds

= \Phi (t)D+

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds - \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)\Phi (s)D+

b\int 
a

\Phi \ast (\xi )f(\xi ) d\xi ds

= \Phi (t)D+

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds =
\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t),

тому що
\int b

a
\Phi \ast (s)\Phi (s) = I, а PN(D)D

+ = 0.

Таким чином, оператор (11) є єдиним псевдооберненим до оператора L i справедлива
така теорема.

Теорема 4. Нехай оператор D : \bfH \rightarrow \bfH нормально розв’язний. Тодi вiдповiдне (1) одно-
рiдне iнтегральне рiвняння має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = (PN(L)\~z)(t).

Неоднорiдне iнтегральне рiвняння (1) розв’язне для тих i лише тих f(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ), якi
задовольняють умову \bigl( 

PN(L\ast )f
\bigr) 
(t) = 0, (14)
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i при цьому має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = (PN(L)\~z)(t) +
\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t), (15)

де PN(L) i PN(L\ast ) — ортопроєктори (8), (9), L+ — псевдообернений оператор (11) до
оператора L, \~z(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ) — довiльний елемент.

Зауваження 1. Умова (14) еквiвалентна умовi

PN(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds = 0, (16)

оскiльки злiченновимiрна матриця \Phi (t) складається з лiнiйно незалежної системи векторiв
\{ \varphi i(t)\} \infty i=1, якi є ортонормованим базисом гiльбертового простору \bfL 2(\scrI ,\bfH ).

Зауваження 2. Якщо оператор D оборотний, то ортопроєктори PN(D) = 0 i PN(D\ast ) = 0,
а D+ = D - 1. Тодi PN(L) = 0 i PN(L\ast ) = 0, умову (14) буде завжди виконано, L+ = L - 1 i з
(15) будемо мати, що iнтегральне рiвняння (1) має єдиний розв’язок

z(t) =
\bigl( 
L - 1f

\bigr) 
(t) = \Phi (t)D - 1

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds.

Крайовi задачi для iнтегральних рiвнянь у гiльбертових просторах. Знайдемо умови, при
яких крайова задача (1), (2) буде мати розв’язок.

Пiдставимо розв’язок (15) iнтегрального рiвняння (1) у крайову умову (2):

\ell z(\cdot ) =
\bigl( 
\ell PN(L)\~z

\bigr) 
(\cdot ) +

\bigl( 
\ell L+f

\bigr) 
(\cdot ) = \alpha . (17)

Позначивши Q = \ell PN(L) = \ell \Phi (\cdot )PN(D) та беручи до уваги, що \=\~z =

\int b

a
\Phi \ast (s)\~z(s) ds, з

(17) отримаємо операторне рiвняння щодо \=\~z :

Q\=\~z = \alpha  - 
\bigl( 
\ell L+f

\bigr) 
(\cdot ). (18)

Нехай оператор Q : \bfH \rightarrow \bfH 1 нормально розв’язний. Позначимо PN(Q) : \bfH \rightarrow N(Q) i
PN(Q\ast ) : \bfH 1 \rightarrow N(Q\ast ) ортопроєктори на нуль-простори операторiв Q та йому спряженого
Q\ast , а через Q+ — єдиний псевдообернений оператор до оператора Q.

Рiвняння (18) має розв’язок тодi й лише тодi, коли виконується умова

PN(Q\ast )

\bigl\{ 
\alpha  - 

\bigl( 
\ell L+f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} 
= 0. (19)

При виконаннi цiєї умови рiвняння (18) має сiм’ю розв’язкiв

\=\~z = PN(Q)
\=\^z +Q+

\bigl\{ 
\alpha  - 

\bigl( 
\ell L+f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} 
. (20)

Пiдставимо знайдене \=\~z у (7):

z(t) = \Phi (t)PN(D)

\bigl[ 
PN(Q)

\=\^z +Q+
\bigl\{ 
\alpha  - 

\bigl( 
\ell L+f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} \bigr] 
+
\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t).
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Позначимо

(Gf)(t) =
\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t) - \Phi (t)PN(D)Q

+
\bigl( 
\ell L+f

\bigr) 
(\cdot )

= \Phi (t)
\bigl[ 
I  - PN(D)Q

+\ell \Phi (\cdot )
\bigr] 
D+

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds (21)

узагальнений оператор Грiна напiводнорiдної \alpha = 0 крайової задачi (1), (2).
Пiсля перетворень отримаємо загальний розв’язок крайової задачi (1), (2):

z(t) = \Phi (t)PN(D)PN(Q)
\=\^z + (Gf)(t) + \Phi (t)PN(D)Q

+\alpha . (22)

Таким чином, справджується така теорема.
Теорема 5. Нехай D : \bfH \rightarrow \bfH i Q : \bfH \rightarrow \bfH 1 — нормально розв’язнi оператори. Тодi

вiдповiдна (1), (2) однорiдна f(t) = 0, \alpha = 0 крайова задача має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = \Phi (t)PN(D)PN(Q)

b\int 
a

\Phi \ast (s)\^z(s) ds. (23)

Неоднорiдна крайова задача (1), (2) розв’язна для тих i лише тих f(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ) i
\alpha \in \bfH 1, якi задовольняють систему умов\left\{         

PN(D\ast )

\int b

a
\Phi \ast (t)f(t) dt = 0,

PN(Q\ast )

\biggl\{ 
\alpha  - \ell \Phi (\cdot )D+

\int b

a
\Phi \ast (t)f(t)dt

\biggr\} 
= 0,

(24)

i при цьому має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = \Phi (t)PN(D)PN(Q)

b\int 
a

\Phi \ast (s)\^z(s) ds+ (Gf)(t) + \Phi (t)PN(D)Q
+\alpha , (25)

де \^z(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfH ) — довiльний елемент, (Gf)(t) — узагальнений оператор Грiна (21).
Зауваження 3. Якщо dimkerQ\ast = 0, то ортопроєктор PN(Q\ast ) = 0. У цьому випадку

друга умова системи (24) буде завжди виконуватись i при виконаннi умови

PN(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t) dt = 0

крайова задача (1), (2) буде мати сiм’ю розв’язкiв (25).
Зауваження 4. Якщо dimkerQ = 0, то ортопроєктор PN(Q) = 0. У цьому випадку при

виконаннi системи умов (24) крайова задача (1), (2) буде мати єдиний розв’язок

z(t) = \Phi (t)PN(D)Q
+\alpha + \Phi (t)

\bigl[ 
I  - PN(D)Q

+\ell \Phi (\cdot )
\bigr] 
D+

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t) dt.
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Зауваження 5. Якщо dimkerD = 0, то ортопроєктори PN(D) = 0, PN(D\ast ) = 0. У цьому
випадку оператор Q = \ell \Phi (\cdot )PN(D) буде нульовим i як наслiдок PN(Q) = I, PN(Q\ast ) = I.

Перша умова (24) буде виконуватися для будь-якої функцiї f(t), а для розв’язностi
крайової задачi (1), (2) повинна виконуватися жорстка умова

\alpha  - \ell \Phi (\cdot )D - 1

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t) dt = 0,

при виконаннi якої крайова задача (1), (2) буде мати єдиний розв’язок

z(t) =
\bigl( 
L - 1f

\bigr) 
(t) = \Phi (t)D - 1

b\int 
a

\Phi \ast (s)f(s) ds.

Узагальнено обернений оператор до оператора крайової задачi. Розглянемо крайову
задачу (1), (2) як операторне рiвняння

\Kappa z =

\Biggl[ 
L

\ell 

\Biggr] 
z =

\Biggl[ 
f

\alpha 

\Biggr] 
.

Оператор \Kappa буде обмеженим, якщо його норму у просторi \bfL 2(\scrI ,\bfH )\times \bfH 1 визначити таким
чином:

\| (f, \alpha )\| \bfL 2(\scrI ,\bfH )\times \bfH 1
= \| f\| \bfL 2(\scrI ,\bfH ) + \| \alpha \| \bfH 1 .

Розглянемо деякi властивостi узагальненого оператора Грiна.
1. Узагальнений оператор Грiна (21) задовольняє спiввiдношення

\Kappa G =

\Biggl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast )

PN(Q\ast )\ell L
+

\Biggr] 
. (26)

Справдi, пiдставивши у (26) вираз (21), одержимо

\Kappa G =

\Biggl[ 
L

\ell 

\Biggr] \bigl[ 
(L+  - \Phi (t)PN(D)Q

+\ell L+
\bigr] 
=

\Biggl[ 
LL+  - L\Phi (t)PN(D)Q

+\ell L+

\ell L+  - \ell \Phi (\cdot )PN(D)Q
+\ell L+

\Biggr] 

=

\Biggl[ 
LL+

(I  - QQ+)\ell L+

\Biggr] \Biggl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast )

PN(Q\ast )\ell L
+

\Biggr] 
,

оскiльки Q = \ell \Phi (\cdot )PN(D), PN(Q\ast ) = I - QQ+ i, як показано у (13), LL+ = I\bfL 2(\scrI ,\bfH ) - PN(L\ast ).
2. Для узагальненого оператора Грiна справедливе спiввiдношення

GPN(L\ast ) = 0.

Дiйсно,

GPN(L\ast ) =
\bigl( 
L+  - \Phi (t)PN(D)Q

+\ell L+
\bigr) 
PN(L\ast ) = L+PN(L\ast )  - \Phi (t)PN(D)Q

+\ell L+PN(L\ast ) = 0,

тому що L+PN(L\ast ) = 0.
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Теорема 6. Нехай D : \bfH \rightarrow \bfH i Q : \bfH \rightarrow \bfH 1 — нормально розв’язнi оператори. Тодi
оператор

\Kappa  - =
\bigl[ 
G \Phi (t)PN(D)Q

+
\bigr] 

є обмеженим узагальнено оберненим оператором до оператора \Kappa .
Для доведення теореми необхiдно та достатньо показати, що оператор \Kappa  - задовольняє

умови:
1) \Kappa  - \Kappa \Kappa  - = \Kappa  - ;
2) \Kappa \Kappa  - \Kappa = \Kappa ,

якi визначають узагальнено оборотний оператор. Як показано у [18], друга властивiсть є
наслiдком першої. Тому достатньо довести першу умову.

Спочатку обчислимо суперпозицiї \Kappa \Kappa  - i \Kappa  - \Kappa :

\Kappa \Kappa  - = \Kappa 
\bigl[ 
G \Phi (t)PN(D)Q

+
\bigr] 
=

\Biggl[ 
L

\ell 

\Biggr] \bigl[ 
G \Phi (t)PN(D)Q

+
\bigr] 

=

\Biggl[ 
LG L\Phi (t)PN(D)Q

+

\ell G \ell \Phi (\cdot )PN(D)Q
+

\Biggr] 
=

\Biggl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast ) 0

PN(Q\ast )\ell L
+ QQ+

\Biggr] 
, (27)

оскiльки, за першою властивiстю узагальненого оператора Грiна

\Kappa G =

\Biggl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast )

PN(Q\ast )\ell L
+

\Biggr] 
,

z = \Phi (t)PN(D)\=z —розв’язок однорiдного iнтегрального рiвняння Lz = 0, а \ell \Phi (\cdot )PN(D) = Q.

Беручи до уваги, що (LL+z)(t) = z(t) - \Phi (t)PN(D)

\int b

a
\Phi \ast (s)z(s) ds, отримуємо

\Kappa  - \Kappa z =
\bigl[ 
G \Phi (t)PN(D)Q

+
\bigr] \Biggl[ L

\ell 

\Biggr] 
z = GLz + \Phi (t)PN(D)Q

+\ell z(\cdot )

= LL+  - \Phi (t)PN(D)Q
+\ell LL+ + \Phi (t)PN(D)Q

+\ell z(\cdot )

= z(t) - \Phi (t)PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds - \Phi (t)PN(D)Q
+\ell z(\cdot )

+ \Phi (t)PN(D)Q
+\ell \Phi (\cdot )PN(D)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds+ \Phi (t)PN(D)Q
+\ell z(\cdot )

= z(t) - \Phi (t)PN(D)

\bigl[ 
I  - Q+Q

\bigr] b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds

= z(t) - \Phi (t)PN(D)PN(Q)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds.
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Таким чином,

\bigl( 
\Kappa  - \Kappa z

\bigr) 
(t) = z(t) - \Phi (t)PN(D)PN(Q)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds. (28)

Далi обчислимо суперпозицiю \Kappa  - \Kappa \Kappa  - :

\Kappa  - \Kappa \Kappa  - =
\bigl[ 
G \Phi (t)PN(D)Q

+
\bigr] \Biggl[ I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast ) 0

PN(Q\ast )\ell L
+ QQ+

\Biggr] 

=
\bigl[ 
G
\bigl( 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast )

\bigr) 
+ \Phi (t)PN(D)Q

+PN(Q\ast )\ell L
+ \Phi (t)PN(D)Q

+QQ+
\bigr] 

=
\bigl[ 
G - GPN(L\ast ) \Phi (t)PN(D)Q

+
\bigr] 
= \Kappa  - ,

оскiльки за другою властивiстю узагальненого оператора Грiна GPN(L\ast ) = 0, PN(D)Q
+ = 0,

а Q+QQ+ = Q+.

Отже, оператор \Kappa  - є обмеженим узагальнено оборотним оператором до оператора

\Kappa =

\Biggl[ 
L

\ell 

\Biggr] 
, який визначає крайову задачу (1), (2).

Вiдомо [12, c. 49], що узагальнено обернений оператор \Kappa  - , проєктор \scrP N(\Kappa ) на нуль-
простiр N(\Kappa ) оператора \Kappa i проєктор \scrP Y\Kappa 

на пiдпростiр Y\Kappa = \bfL 2(\scrI ,\bfH ) \times \bfH 1 \ominus R(\Kappa )
задовольняють спiввiдношення

\Kappa  - \Kappa = I\bfL 2(\scrI ,\bfH )\times \bfH 1
 - \scrP N(\Kappa ), \Kappa \Kappa  - = I\bfL 2(\scrI ,\bfH )\times \bfH 1

 - \scrP Y\Kappa 
.

Тодi з (27) маємо

\scrP Y\Kappa 
= I\bfL 2(\scrI ,\bfH )\times \bfH 1

 - \Kappa \Kappa  - =

\Biggl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH ) 0

0 I\bfH 1

\Biggr] 
 - 

\Biggl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - PN(L\ast ) 0

PN(Q\ast )\ell L
+ QQ+

\Biggr] 

=

\Biggl[ 
PN(L\ast ) 0

 - PN(Q\ast )\ell L
+ I\bfH 1  - QQ+

\Biggr] 
=

\Biggl[ 
PN(L\ast ) 0

 - PN(Q\ast )\ell L
+ PN(Q\ast )

\Biggr] 
.

Тобто умова

\scrP Y\Kappa 

\Biggl[ 
f

\alpha 

\Biggr] 
=

\Biggl[ 
PN(L\ast ) 0

 - PN(Q\ast )\ell L
+ PN(Q\ast )

\Biggr] \Biggl[ 
f

\alpha 

\Biggr] 
= 0

повнiстю спiвпадає з системою умов (24) розв’язностi крайової задачi (1), (2).
Iз (28) одержимо проєктор на нуль-простiр N(\Kappa ) оператора \Kappa :

(\scrP N(\Kappa )z)(t) =
\bigl( \bigl[ 
I\bfL 2(\scrI ,\bfH )  - \Kappa  - \Kappa 

\bigr] 
z
\bigr) 
(t) = \Phi (t)PN(D)PN(Q)

b\int 
a

\Phi \ast (s)z(s) ds,

який спiвпадає з розв’язком (23) вiдповiдної (1), (2) однорiдної f(t) = 0, \alpha = 0 крайової
задачi.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2025, т. 28, № 1



92 ВАЛЕРIЙ ЖУРАВЛЬОВ, АНДРIЙ ЖУРАВЛЬОВ, IРИНА СЛЮСАРЕНКО

Iнтегральнi рiвняння у скiнченновимiрних гiльбертових просторах. Як приклад розгля-
немо крайовi задачi для iнтегральних рiвнянь у скiнченновимiрних гiльбертових просторах
з урахуванням специфiки, притаманної цим просторам.

Розглянемо лiнiйну крайову задачу для iнтегрального рiвняння

z(t) - 
b\int 

a

K(t, s)z(s) ds = f(t), (29)

\ell z(\cdot ) = \alpha , (30)

де невироджене ядро K(t, s) — сумовна з квадратом (n \times n)-вимiрна матриця, f(t) —
(n \times 1)-вимiрний вектор-стовпець, елементи яких належать простору \bfL 2(\scrI ,\bfR ), \ell :
\bfL 2(\scrI ,\bfR n) \rightarrow \bfR m — лiнiйний обмежений вектор-функцiонал, \alpha \in \bfR m. Розв’язок буде-
мо шукати у класi функцiй z(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfR n).

При розглядi iнтегральних рiвнянь у скiнченновимiрних гiльбертових просторах запро-
поновану методику дослiдження можна уточнити та конкретизувати.

Розглянемо умови iснування та загальний вигляд розв’язку iнтегрального рiвняння (29).
Позначимо, як i ранiше, \{ \varphi i(t)\} \infty i=1 —повнийортонормованийбазиспростору \bfL 2(\scrI ,\bfR n).

Складемо з n-вимiрних базисних векторiв \varphi i(t) = col
\Bigl( 
\varphi 
(1)
i (t), \varphi 

(2)
i (t), . . . , \varphi 

(n)
i (t)

\Bigr) 
, i = 1,\infty ,

(n\times \infty )-вимiрну матрицю

\Phi (t) = (\varphi 1(t), \varphi 2(t), . . . , \varphi i(t), . . .).

Так само введемо у розгляд величини

\=z =

b\int 
a

\Phi \ast (t)z(t) dt, \=f =

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t) dt. (31)

Далi утворимо коефiцiєнти Фур’є ядра K(t, s) як функцiй змiнної s, а потiм як функцiй
змiнної t :

K =

b\int 
a

b\int 
a

\Phi \ast (t)K(t, s)\Phi (s) dt ds. (32)

Застосовуючи вирази (31), (32) до iнтегрального рiвняння (29), отримуємо злiченну
систему алгебраїчних рiвнянь

\=z  - K\=z = \=f

або

D\=z = \=f, (33)

де оператор D = \{ dij\} \infty i,j=1 = I  - K — (\infty \times \infty ) — злiченновимiрна матриця.
У цьому випадку оператор K : \bfl 2 \rightarrow \bfl 2 (32) є компактним оператором. Тодi за вiдомою

теоремою С. М. Нiкольського [19] оператор D фредгольмовий.
Нехай dimkerD = dimkerD\ast = r. Позначимо через PNr(D) (\infty \times r)-вимiрну матрицю,

яку складено з r лiнiйно незалежних стовпцiв (\infty \times \infty )-вимiрної матрицi-ортопроєктора
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PN(D), а через PNr(D\ast ) — (r\times \infty )-вимiрну матрицю, яку складено з r лiнiйно незалежних
рядкiв (\infty \times \infty )-вимiрної матрицi-ортопроєктора PN(D\ast ).

Тодi рiвняння (33) має розв’язок для тих i лише тих правих частин, якi задовольняють
r лiнiйно незалежнi умови

PNr(D\ast )
\=f = 0, (34)

при виконаннi яких воно має r -параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

\=z = PNr(D)
\=\~zr +D+ \=f,

де \=\~zr — довiльний елемент евклiдового простору \bfR r, D+ — псевдообернена за Муром –
Пенроузом матриця до матрицi D [11, 12].

Справджується така теорема.
Теорема 7. Нехай dimkerD = dimkerD\ast = r. Тодi вiдповiдне (33) однорiдне рiвняння

( \=f = 0) має r -параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

\=z = PNr(D)
\=\~zr,

де \=\~zr \in \bfR r — довiльна стала.
Неоднорiдне рiвняння (33) має розв’язки для тих i лише тих \=f, якi задовольняють r -

лiнiйно незалежнi умови (34), i має r -параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

\=z = PNr(D)
\=\~zr +D+ \=f.

За теоремою Рiса –Фiшера [16, c. 113] iснує елемент z(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfR n) такий, що коор-
динати вектора \=z є його коефiцiєнтами Фур’є i має мiсце зображення

z(t) = \Phi (t)\=z = \Phi (t)PNr(D)
\=\~zr + \Phi (t)D+ \=f. (35)

Використовуючи методику з [12, с. 266], можна показати, що множина елементiв
z(t), визначених спiввiдношенням (35), є шуканою сiм’єю розв’язкiв iнтегрального рiв-
няння (29).

Таким чином, для iнтегрального рiвняння (29) справджується така теорема.
Теорема 8. Нехай dimkerD = dimkerD\ast = r. Тодi вiдповiдне (29) однорiдне iнтегральне

рiвняння має сiм’ю розв’язкiв
z(t) = \Phi (t)PNr(D)

\=\~zr.

Неоднорiдне iнтегральне рiвняння (29) розв’язне для тих i лише тих f(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfR n), якi
задовольняють r -лiнiйно незалежнi умови

PNr(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t) dt = 0,

i при цьому має сiм’ю r -лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t) = \Phi (t)PNr(D)
\=\~zr +

\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t), (36)

де \=\~z \in \bfR r — довiльна стала, (L+f)(t) = \Phi (t)D+

\int b

a
\Phi \ast (t)f(t) dt — псевдообернений опе-

ратор.
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Лiнiйнi крайовi задачi для iнтегральних рiвнянь у скiнченновимiрних гiльбертових про-
сторах. Далi знайдемо умови iснування та загальний вигляд розв’язкiв крайової зада-
чi (29), (30).

Пiдставимо розв’язок (36) iнтегрального рiвняння (29) у крайову умову (30):

\ell z(\cdot ) = \ell \Phi (\cdot )PNr(D)
\=\~zr + \ell L+f(\cdot ) = \alpha . (37)

Позначивши Q = \ell \Phi (\cdot )PNr(D) (m\times r)-вимiрну матрицю, отримаємо операторне рiвнян-
ня щодо \=\~zr \in \bfR r :

Q\=\~zr = \alpha  - \ell L+f(\cdot ). (38)

Нехай dimkerQ = s, а dimkerQ\ast = d. Позначимо через PNs(Q) (r \times s)-вимiрну
матрицю-ортопроєктор, складену з s лiнiйнонезалежних стовпцiв (r\times r)-вимiрноїматрицi-
ортопроєктора PN(Q), через PNd(Q\ast ) — (d \times m)-вимiрну матрицю, складену з d лiнiйно
незалежних рядкiв (m\times m)-вимiрної матрицi-ортопроєктора PN(Q\ast ), а через Q+ — псев-
дообернену матрицю до матрицi Q.

Рiвняння (38) має розв’язок тодi й лише тодi, коли виконується умова

PNd(Q\ast )

\bigl\{ 
\alpha  - \ell L+f(\cdot )

\bigr\} 
= 0. (39)

При виконаннi цiєї умови рiвняння (39) має сiм’ю розв’язкiв

\=\~zr = PNs(Q)
\=\^zs +Q+

\bigl\{ 
\alpha  - \ell L+f(\cdot )

\bigr\} 
. (40)

Пiдставимо знайдене \=\~zr у (36):

z(t) = \Phi (t)PNr(D)

\bigl[ 
PNs(Q)

\=\^zs +Q+
\bigl\{ 
\alpha  - \ell L+f(\cdot )

\bigr\} \bigr] 
+
\bigl( 
L+f

\bigr) 
(t). (41)

Пiсля перетворень отримаємо загальний розв’язок крайової задачi (29), (30):

z(t) = \Phi (t)PNr(D)PNs(Q)\^z + (Gf)(t) + \Phi (t)PNr(D)Q
+\alpha , (42)

де

(Gf)(t) = \Phi (t)
\bigl[ 
I  - PNr(D)Q

+\ell \Phi (\cdot )
\bigr] 
D+

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t) dt (43)

— узагальнений оператор Грiна.
Оскiльки матрицi PNr(D), PNs(Q) мають повнi ранги: rankPNr(Q) = r, rankPNs(Q) = s i

s \leq r, то з нерiвностi Сiльвестра [20, c. 31] будемо мати

rankPNr(D) + rankPNs(Q)  - r \leq rank
\bigl( 
PNr(D)PNs(Q)

\bigr) 
\leq min

\bigl( 
rankPNr(D), rankPNs(Q)

\bigr) 
або

s+ r  - r \leq rank
\bigl( 
PNd(S\ast )PNr(D\ast )

\bigr) 
\leq s.

Отже, rank
\bigl( 
PNr(D)PNd(S)

\bigr) 
= s, а це означає, що крайова задача (29), (37) має s лiнiйно

незалежних розв’язкiв.
Таким чином, для крайової задачi (29), (30) справджується така теорема.
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Теорема 9. Нехай dimkerD = r, dimkerQ = s, dimkerQ\ast = d. Тодi вiдповiдна (29), (30)
однорiдна крайова задача має s-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t) = \Phi (t)PNr(D)PNs(Q)
\=\^zs,

де \=\^zs \in \bfR s — довiльний вектор.
Неоднорiдна крайова задача (29), (30) розв’язна для тих i лише тих f(t) \in \bfL 2(\scrI ,\bfR n) i

\alpha \in \bfR m, якi задовольняють систему r + d умов\left\{         
PNr(D\ast )

\int b

a
\Phi \ast (t)f(t) dt = 0,

PNd(Q\ast )

\biggl\{ 
\alpha  - \ell \Phi (\cdot )D+

\int b

a
\Phi \ast (t)f(t) dt

\biggr\} 
= 0,

(44)

i при цьому має s-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв (42).
Зауваження 6. Якщо dimkerQ\ast = 0, то ортопроєктор PN(Q\ast ) = 0. У цьому випадку

друга умова (44) буде завжди виконуватись i при виконаннi r лiнiйно незалежних умов

PNr(D\ast )

b\int 
a

\Phi \ast (t)f(t) dt = 0

крайова задача (1), (2) буде мати s-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t) = \Phi (t)PNr(D)PNs(Q)
\=\^zs + (Gf)(t),

де \=\^zs \in \bfR s — довiльна стала.
Зауваження 7. Якщо dimkerQ = 0, то ортопроєктор PN(Q) = 0. У цьому випадку при

виконаннi системи r + d умов (44) крайова задача (1), (2) буде мати єдиний розв’язок

z(t) = \Phi (t)PN(D)Q
+\alpha + (Gf)(t).

Аналогiчну теорiю дослiдження лiнiйних крайових задач для iнтегральних рiвнянь iз
невиродженим ядромможна також побудувати для випадку, коли оператор має незамкнену
множину значень.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу, а також заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування для її виконання.
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