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ПЕРШОГО ПОРЯДКУ З ПРЯМОКУТНИМИМАТРИЦЯМИ
ТА IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ У ФIКСОВАНI МОМЕНТИ ЧАСУ
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We determine the solvability conditions and construct a solution of the boundary-value problem for a
system of linear inhomogeneous first-order differential equations with rectangular matrices and impulse
action at fixed moments of time.

Визначено умови розв’язностi та побудовано розв’язок крайової задачi для системи лiнiйних неод-
норiдних диференцiальних рiвнянь першого порядку з прямокутними матрицями та iмпульсною
дiєю у фiксованi моменти часу.

1. Постановка задачi. Для системи

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ f(t), t \in [a; b] \setminus 

\bigl\{ 
ti, i = 1, d

\bigr\} 
, (1)

x(ti + 0) = Six(ti  - 0) + \eta i, i = 1, d, (2)

розглядаємо крайову задачу з граничною умовою

d\sum 
i=0

hix(\cdot ) = \gamma , (3)

де ti, i = 1, d, — точки iмпульсної дiї, a \leq t1 < . . . < td \leq b, t0 = a, td+1 = b, A(t),
B(t) —прямокутнi матрицi-функцiї розмiрностi m\times n, f(t) —вектор-функцiя розмiрностi
m, A(t), B(t), f(t) \in C\infty [a; b] \setminus 

\bigl\{ 
ti, i = 1, d

\bigr\} 
дiйснi або комплекснi, в точках ti, i = 1, d,

можуть мати розриви першого роду, Si, i = 1, d, — сталi квадратнi матрицi порядку n, \eta i,
i = 1, d, — сталi вектори розмiрностi n, hi, i = 0, d : C\infty 

n [ti; ti+1] \rightarrow Rl, а якщо t1 = a або
td = b (вiдрiзок [a; t1] або [td; b] вироджується в точку), то Rn \rightarrow Rl, — лiнiйнi векторнi
функцiонали, \gamma — сталий вектор розмiрностi l.

Вираз (2) для iмпульсної дiї вiдрiзняється вiд класичного (див., наприклад, [1, с. 50])
\Delta x(ti) = Six(ti  - 0) + \eta i, де \Delta x(ti) = x(ti + 0) - x(ti  - 0). Цi вирази еквiвалентнi, але для
(2) наступнi вирази бiльш компактнi.
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Задачу без iмпульсної дiї розглянуто в [2, 3]. У [2] матрицi A(t) i B(t) квадратнi,
B(t) вироджена, в [3] — прямокутнi. У [4 – 11] розглянуто задачу з iмпульсною дiєю. Там
матриця B(t) має сталий ранг на всьому вiдрiзку [a; b]. У [4, с. 234 – 240; 5] матриця B(t)
одинична, в [6] квадратна вироджена, в [7 – 11] матрицi A(t) i B(t) прямокутнi. У [7, 8]
припускалося, що система (1) розв’язна щодо dx(t)

dt
або x(t). У [9 – 11] покладали, що

dimkerB\ast (t) = 0.

Загальний розв’язок системи (1), (2) побудовано в [12 – 14].
2. Основнi визначення. Позначимо через Ii нiльпотентний блок Жордана порядку i,

через 0i — нульовий вектор розмiрностi i, 0ij — нульова матриця розмiрностi i\times j,

L(t) = A(t) - B(t)
d

dt
, L\ast (t) = A\ast (t) +

d

dt
B\ast (t)

— лiнiйнi над полем скалярних сталих оператори, формально спряженi мiж собою.
Для зручностi кожну з точок ti, i = 1, d, будемо розглядати як двi рiзнi точки ti  - 0

i ti + 0. Похiднi в цих точках розумiємо як праву й лiву вiдповiдно. Якщо t1 > a, то
покладемо t0 + 0 = a. Якщо td < b, то покладемо td+1  - 0 = b.

Означення 1 [15, с. 54]. Елемент \varphi (1)(t) \in kerB(t) має в точцi t \in [a; b] скiнченний
жорданiв ланцюжок векторiв матрицi B(t) щодо оператора L(t) довжини p, p \geq 1, якщо
iснують вектори \varphi (i)(t), i = 1, p, що задовольняють спiввiдношення

B(t)\varphi (1)(t) = 0,

B(t)\varphi (i)(t) = L(t)\varphi (i - 1)(t), i = 2, p,

L(t)\varphi (p)(t) /\in ImB(t).

Означення 2. Елемент \~\varphi (1)(t) \in kerB(t) має в точцi t \in [a; b] циклiчний жорданiв
ланцюжок векторiв матрицi B(t) щодо оператора L(t) довжини \~p, \~p \geq 1, якщо iснують
вектори \~\varphi (i)(t), i = 1, \~p, що задовольняють спiввiдношення

B(t) \~\varphi (1)(t) = 0,

B(t) \~\varphi (i)(t) = L(t) \~\varphi (i - 1)(t), i = 2, \~p,

L(t) \~\varphi (\~p)(t) = 0.

Означення 3. Елемент \^\varphi (1)(t) має в точцi t \in [a; b] допомiжний ланцюжок векторiв
матрицi B(t) щодо оператора L(t) довжини \^p, \^p \geq 1, якщо iснують вектори \^\varphi (i)(t),
i = 1, \^p, що задовольняють спiввiдношення

B(t) \^\varphi (i)(t) = L(t) \^\varphi (i - 1)(t), i = 2, \^p,

B(t) \^\varphi (1)(t) /\in ImL(t),

L(t) \^\varphi (\^p)(t) /\in ImB(t).

Аналогiчно визначимо ланцюжки векторiв на вiдрiзках [ti + 0; ti+1  - 0], i = 0, d.
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У цiй роботi розглядаємо випадок, коли можуть iснувати скiнченнi, циклiчнi й до-
помiжнi ланцюжки, але rankB(t) = const, rankL(t) = const на кожному з вiдрiзкiв
[ti + 0; ti+1  - 0], i = 0, d, внаслiдок чого кiлькостi й довжини вказаних ланцюжкiв на
кожному з цих вiдрiзкiв сталi.

Деякi теореми наведено без доведень, оскiльки вони аналогiчнi доведенням наведених
ранiше теорем.

3. Отриманий результат. Спочатку розглянемо випадок, коли t1 > a, td < b.

Розглянемо окремо кожен iз вiдрiзкiв [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, d. Нехай k фiксоване,
t \in [tk+0; tk+1 - 0]. Аналогiчно [3, 13, 14, 16, 17] будемо вважати,що iснують такi ланцюжки
векторiв:

– матрицi B(t) щодо оператора L(t) :
\u rk циклiчних одиничної довжини: \u \varphi ki(t), i = 1, \u rk;

\~rk циклiчних довжин (\~ski + 1) : \~\varphi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski + 1, i = 1, \~rk;

rk скiнченних довжин ski : \varphi (j)
ki (t), j = 1, ski, i = 1, rk;

\^rk допомiжних довжин \^ski : \^\varphi 
(j)
ki (t), j = 1, \^ski, i = 1, \^rk ;

– матрицi B\ast (t) щодо оператора L\ast (t) :
\v rk циклiчних одиничної довжини: \u \psi ki(t), i = 1, \v rk;

\^rk циклiчних довжин (\^ski + 1) : \~\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \^ski + 1, i = 1, \^rk;

rk скiнченних довжин ski : \psi (j)
ki (t), j = 1, ski, i = 1, rk;

\~rk допомiжних довжин \~ski : \^\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski, i = 1, \~rk.

Також iснують:
\v rk векторiв \v \varphi ki(t) /\in ImB(t)

\bigcup 
ImL(t), i = 1, \v rk;

\u rk векторiв \v \psi ki(t) /\in ImB\ast (t)
\bigcup 

ImL\ast (t), i = 1, \u rk;

\alpha k векторiв qki(t), i = 1, \alpha k;

\alpha k векторiв pki(t), i = 1, \alpha k.

Тут

\u rk \geq 0, \~rk \geq 0, rk \geq 0, \v rk \geq 0, \^rk \geq 0,

0 < \~sk1 \leq . . . \leq \~sk\~rk , sk1 \geq . . . \geq skrk > 0, 0 < \^sk1 \leq . . . \leq \^sk\^rk ,

\alpha k = n - \u rk  - \~rk  - \~sk  - sk  - \^sk = m - \v rk  - \^rk  - \^sk  - sk  - \~sk,

sk =

r\sum 
i=1

ski, \~sk =

\~rk\sum 
i=1

\~ski, \^sk =

\^rk\sum 
i=1

\^ski.

Елементи кожної з наступних множин належать C\infty [tk+0; tk+1 - 0] i лiнiйно незалежнi:
1) qki(t), i = 1, \alpha k, \u \varphi ki(t), i = 1, \u rk, \~\varphi 

(j)
ki (t), j = 1, \~ski + 1, i = 1, \~rk, \varphi 

(j)
ki (t), j = 1, ski,

i = 1, rk, \^\varphi 
(j)
ki (t), j = 1, \^ski, i = 1, \^rk ;

2) B(t)qki(t), i = 1, \alpha k, \v \varphi ki(t), i = 1, \v rk, L(t) \~\varphi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski, i = 1, \~rk, L(t)\varphi 

(j)
ki (t),

j = 1, ski, i = 1, rk, B(t) \^\varphi 
(1)
ki (t), i = 1, \^rk, L(t) \^\varphi 

(j)
ki (t), j = 1, \^ski, i = 1, \^rk ;

3) pki(t), i = 1, \alpha k, \u \psi ki(t), i = 1, \v rk, \~\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \^ski + 1, i = 1, \^rk, \psi 

(j)
ki (t), j = 1, ski,

i = 1, rk, \^\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski, i = 1, \~rk ;
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4) B\ast (t)pki(t), i = 1, \alpha k, \v \psi ki(t), i = 1, \u rk, L
\ast (t) \~\psi 

(j)
ki (t), j = 1, \^ski, i = 1, \^rk, L

\ast (t)\psi 
(j)
ki (t),

j = 1, ski, i = 1, rk, B
\ast (t) \^\psi 

(1)
ki (t), i = 1, \~rk, L

\ast (t) \^\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski, i = 1, \~rk.

Пари множин 1), 4) та 2), 3) вiдповiдно являють собою бiортогональнi системи

(B(t)qki(t), pki(t)) = (qki(t), B
\ast (t)pki(t)) = 1, i = 1, \alpha k,\bigl( 

\u \varphi ki(t), \v \psi ki(t)
\bigr) 
= 1, i = 1, \u rk,\bigl( 

\v \varphi ki(t), \u \psi ki(t)
\bigr) 
= 1, i = 1, \v rk,\Bigl( 

\~\varphi 
(j)
ki (t), L

\ast (t) \^\psi 
(\~ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
=
\Bigl( 
L(t) \~\varphi 

(j)
ki (t),

\^\psi 
(\~ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, j = 1, \~ski, i = 1, \~rk,\Bigl( 

\~\varphi 
(\~ski+1)
ki (t), B\ast (t) \^\psi 

(1)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, i = 1, \~rk,\Bigl( 

\^\varphi 
(j)
ki (t), L

\ast (t) \~\psi 
(\^ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
=
\Bigl( 
L(t) \^\varphi 

(j)
ki (t),

\~\psi 
(\^ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, j = 1, \^ski, i = 1, \^rk,\Bigl( 

B(t) \^\varphi 
(1)
ki (t),

\~\psi 
(\^ski+1)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, i = 1, \^rk,\Bigl( 

\varphi 
(j)
ki (t), L

\ast (t)\psi 
(ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
=
\Bigl( 
L(t)\varphi 

(j)
ki (t), \psi 

(ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, j = 1, ski, i = 1, rk.

Усi iншi скалярнi добутки векторiв iз вiдповiдних пар множин рiвнi 0.
З використанням елементiв множин 1), 3) складемо прямокутнi матрицi та вектори, що

належать C\infty [tk + 0; tk+1  - 0] :

Qk(t) = [qk1(t), . . . , qk\alpha k
(t)],

\Phi ki(t) =
\Bigl[ 
\varphi 
(1)
ki (t), . . . , \varphi 

(ski)
ki (t)

\Bigr] 
, i = 1, rk,

\~\Phi kij(t) =
\Bigl[ 
\~\varphi 
(j)
ki (t), . . . , \~\varphi 

(1)
ki (t)

\Bigr] 
, j = \~ski, \~ski + 1, i = 1, \~rk,

\^\Phi ki(t) =
\Bigl[ 
\^\varphi 
(1)
ki (t), . . . , \^\varphi 

(\^ski)
ki (t)

\Bigr] 
, i = 1, \^rk,

Pk(t) = [pk1(t), . . . , pk\alpha k
(t)],

\Psi ki(t) =
\Bigl[ 
\psi 
(ski)
ki (t), . . . , \psi 

(1)
ki (t)

\Bigr] 
, i = 1, rk,

\~\Psi kij(t) =
\Bigl[ 
\~\psi 
(j)
ki (t), . . . ,

\~\psi 
(1)
ki (t)

\Bigr] 
, j = \^ski, \^ski + 1, i = 1, \^rk,

\^\Psi ki(t) =
\Bigl[ 
\^\psi 
(1)
ki (t), . . . ,

\^\psi 
(\~ski)
ki (t)

\Bigr] 
, i = 1, \~rk,

Xk(t) — фундаментальна матриця однорiдної системи

dxk
dt

= P \ast 
k (t)(L(t)Qk(t))xk,

\~Xk(t) = Qk(t)Xk(t),
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\~xk(t) = \~Xk(t)

t\int 
tk+0

X - 1
k (\tau )P \ast 

k (\tau )f(\tau ) d\tau  - 
rk\sum 
i=1

\Phi ki(t)

ski - 1\sum 
j=0

Ijski
dj

dtj
(\Psi \ast 

ki(t)f(t))

 - 
\~rk\sum 
i=1

\~\Phi ki\~ski(t)

\~ski - 1\sum 
j=0

\bigl( 
IT\~ski
\bigr) j dj
dtj

\Bigl( 
\^\Psi \ast 
ki(t)f(t)

\Bigr) 
 - 

\^rk\sum 
i=1

\^\Phi ki(t)

\^ski - 1\sum 
j=0

Ij\^ski
dj

dtj

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
ki\^ski

(t)f(t)
\Bigr) 
,

\^Xk =
\Bigl[ 
\~Xk(tk+1  - 0), \~\Phi k1,\~sk1+1(tk+1  - 0), . . . ,

\~\Phi k\~rk,\~sk\~rk+1(tk+1  - 0), \u \varphi k1(tk+1  - 0), . . . , \u \varphi k\u rk(tk+1  - 0)
\Bigr] 
, k = 0, d - 1,

\~Ak = col

\Biggl[ 
sk1 - 1\sum 
i=0

Iisk1
di

dti
(\Psi \ast 

k1(t)A(t)), . . . ,

skrk - 1\sum 
i=0

Iiskrk
di

dti
\bigl( 
\Psi \ast 

krk
(t)A(t)

\bigr) 
,

\^sk1 - 1\sum 
i=0

Ii\^sk1
di

dti

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
k1\^sk1

(t)A(t)
\Bigr) 
, . . . ,

\^sk\^rk - 1\sum 
i=0

Ii\^sk\^rk

di

dti

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
k\^rk\^sk\^rk

(t)A(t)
\Bigr) \Biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

t=tk+0

, k = 1, d,

\~fk = col

\Biggl[ 
sk1 - 1\sum 
i=0

Iisk1
di

dti
(\Psi \ast 

k1(t)f(t)), . . . ,

skrk - 1\sum 
i=0

Iiskrk
di

dti
\bigl( 
\Psi \ast 

krk
(t)f(t)

\bigr) 
,

\^sk1 - 1\sum 
i=0

Ii\^sk1
di

dti

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
k1\^sk1

(t)f(t)
\Bigr) 
, . . . ,

\^sk\^rk - 1\sum 
i=0

Ii\^sk\^rk

di

dti

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
k\^rk\^sk\^rk

(t)f(t)
\Bigr) \Biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

t=tk+0

, k = 1, d,

\~Bk = X - 1
k (tk + 0)P \ast 

k (tk + 0)B(tk + 0), \^Ak = \~AkSk \^Xk - 1, \Xi k = \^A - 
k ,

\^xk = Sk\~xk - 1(tk  - 0) + \eta k, k = 1, d.

Матрицi \Theta k i \Upsilon k складемо з елементiв базисiв ker \^Ak i ker \^A\ast 
k вiдповiдно, матрицi \Xi k i \Theta k

подамо у виглядi

\Xi k = col

\biggl( 
\Xi k0, \~\Xi 

(0)
k1 , . . . ,

\~\Xi 
(\~sk - 1,1)
k1 , . . . , \~\Xi 

(0)
k\~rk - 1

, . . . , \~\Xi 
(\~sk - 1,\~rk - 1

)

k\~rk - 1
, \u \Xi k1, . . . , \u \Xi k\u rk - 1

\biggr) 
, (4)

\Theta k = col

\biggl( 
\Theta k0, \~\Theta 

(0)
k1 , . . . ,

\~\Theta 
(\~sk - 1,1)
k1 , . . . , \~\Theta 

(0)
k\~rk - 1

, . . . , \~\Theta 
(\~sk - 1,\~rk - 1

)

k\~rk - 1
, \u \Theta k1, . . . , \u \Theta k\u rk - 1

\biggr) 
, (5)

де \Xi k0 i \Theta k0 — прямокутнi матрицi розмiрностi \alpha k - 1 \times (sk + \^sk) i \alpha k - 1 \times dimker \^Ak, всi
iншi компоненти матриць \Xi k i \Theta k — матрицi-рядки розмiрностi (sk + \^sk) i dimker \^Ak

вiдповiдно,

\=A =

\left[      
\~B1S1 \^X0\Theta 1  - \Theta 20 0\alpha 1,dimker \^A3

. . . 0\alpha 1,dimker \^Ad - 1
0\alpha 1,dimker \^Ad

0\alpha 2,dimker \^A1

\~B2S2 \^X1\Theta 2  - \Theta 30 . . . 0\alpha 2,dimker \^Ad - 1
0\alpha 2,dimker \^Ad

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0\alpha d - 1,dimker \^A1
0\alpha d - 1,dimker \^A2

0\alpha d - 1,dimker \^A3
. . . \~Bd - 1Sd - 1

\^Xd - 2\Theta d - 1  - \Theta d0

\right]      ,
(6)
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\=\Xi = \=A - ,

\=f = col
\Bigl( 
\~B1

\Bigl( 
S1 \^X0\Xi 1

\bigl( 
\~A1\^x1 + \~f1

\bigr) 
 - \^x1

\Bigr) 
 - \Xi 20

\bigl( 
\~A2\^x2 + \~f2

\bigr) 
, . . . ,

\~Bd - 1

\Bigl( 
Sd - 1

\^Xd - 2\Xi d - 1

\bigl( 
\~Ad - 1\^xd - 1 + \~fd - 1

\bigr) 
 - \^xd - 1

\Bigr) 
 - \Xi d0

\bigl( 
\~Ad\^xd + \~fd

\bigr) \Bigr) 
. (7)

Матрицi \=\Theta i \=\Upsilon складемо з елементiв базисiв ker \=A i ker \=A\ast вiдповiдно. Матрицi \=\Xi i \=\Theta 
подамо у виглядi

\=\Xi = col
\bigl( 
\=\Xi 1, . . . , \=\Xi d

\bigr) 
, \=\Theta = col

\bigl( 
\=\Theta 1, . . . , \=\Theta d

\bigr) 
, (8)

де \=\Xi k i \=\Theta k, k = 1, d,—прямокутнi матрицi розмiрностi dimker \^Ak\times 
\sum d - 1

i=1
\alpha i i dimker \^Ak\times 

dimker \=A вiдповiдно.
Згiдно з [14] для розв’язностi системи (1), (2) необхiдно й достатньо виконання рiвно-

стей

\^ski\sum 
j=0

dj

dtj

\Bigl( 
f(t), \~\psi 

(\^ski - j+1)
ki (t)

\Bigr) 
= 0, i = 1, \^rk, t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, d, (9)

\Bigl( 
f(t), \u \psi ki(t)

\Bigr) 
= 0, i = 1, \v rk, t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, d, (10)

\Upsilon \ast 
k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) 
= 0, k = 1, d, (11)

\=\Upsilon \=f = 0. (12)

При їхньому виконаннi вона має загальний розв’язок

x(t) = \~Xk(t)
\Bigl[ 
\Theta k+1,0

\bigl( 
\=\Theta k+1\=c+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 
 - \Xi k+1,0

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \~xk(t) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\u \beta ki(t) \u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, d - 1, (13)

x(t) = \~Xk(t) \~Bk

\Bigl\{ 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k\=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk

\Bigr\} 
+ \~xk(t) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\u \beta ki(t) \u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 1, d (14)
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(вирази (13) i (14) при k = 1, d - 1 еквiвалентнi),
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

= \~\Theta 
(j)
k+1,i

\bigl( 
\=\Theta k+1\=c+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 
 - \~\Xi 

(j)
k+1,i

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) 
, (15)

j = 0, \~ski, i = 1, \~rk, k = 0, d - 1,

\u \beta ki(tk+1  - 0) = \u \Theta k+1,i

\bigl( 
\=\Theta k+1\=c+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 
 - \u \Xi k+1,i

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) 
, (16)

i = 1, \u rk, k = 0, d - 1,

\~\beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k\=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk, B

\ast (tk + 0) \^\psi 
(1)
ki (tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \~rk, k = 1, d, (17)

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

=
\Bigl[ \Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k \=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk, L

\ast (t) \^\psi 
(j)
ki (t)

\Bigr) 

+

j - 1\sum 
u=0

du

dtu
\bigl( 
f(t), \^\psi 

(j - u)
ki (t)

\bigr) \Bigr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

, j = 1, \~ski, i = 1, \~rk, k = 1, d,

(18)

\u \beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k \=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 

 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) \bigr] 
+ \^xk, \v \psi ki(tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \u rk, k = 1, d, (19)

де \=c—довiльний сталий вектор розмiрностi dimker \=A, \~\beta ki(t) \in C\infty [tk+0; tk+1 - 0], i = 1, \~rk,
\u \beta ki(t) \in C\infty [tk + 0; tk+1  - 0], i = 1, \u rk, k = 0, d, — довiльнi скалярнi функцiї.

З (15) – (19) одержуємо

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \beta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ) = \=Uk\=c+ vk, k = 0, d, (20)

де \=Uk, k = 0, d, — сталi прямокутнi матрицi розмiрностi l \times dimker \=A, vk, k = 0, d, —
сталi вектори розмiрностi l, \=Uk, vk не залежать вiд \=c.

Якщо взяти деякий фiксований вiдповiдний вектору \=c набiр функцiй \~\beta ki(t), i = 1, \~rk,
\u \beta ki(t), i = 1, \u rk, k = 0, d, то матрицi \=Uk, k = 0, d, i вектори vk, k = 0, d, вiдомi, загальний
розв’язок системи (1), (2) має вигляд (15) – (19),

x(t) = \~Xk(t)
\Bigl[ 
\Theta k+1,0

\bigl( 
\=\Theta k+1\=c+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 
 - \Xi k+1,0

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \~xk(t)

+

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, d - 1, (21)
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x(t) = \~Xk(t) \~Bk

\Bigl\{ 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k \=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk

\Bigr\} 
+ \~xk(t) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 1, d, (22)

dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

= 0, j = 0, \~ski, i = 1, \~rk, k = 0, d - 1, (23)

\u \zeta ki(tk+1  - 0) = 0, i = 1, \u rk, k = 0, d - 1, (24)

dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

= 0, j = 0, \~ski, i = 1, \~rk, k = 1, d, (25)

\u \zeta ki(tk + 0) = 0, i = 1, \u rk, k = 1, d, (26)

де \~\zeta ki(t) \in C\infty [tk + 0; tk+1  - 0], i = 1, \~rk, \u \zeta ki(t) \in C\infty [tk + 0; tk+1  - 0], i = 1, \u rk, k = 0, d, —
довiльнi скалярнi функцiї.

Виберемо з векторiв

hk

\left(  \~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\xi ku(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

\right)  (\cdot ), i = 1, \~rk,

hk(\xi ku(t) \u \varphi ki(t))(\cdot ), i = 1, \u rk, u = 1, 2, . . . , k = 0, d,

де \xi ku(t) \in C\infty [tk+0; tk+1 - 0] —довiльнi скалярнi функцiї, для яких виконуються рiвностi,
аналогiчнi (23) – (26), максимальну кiлькiсть \mu , 0 \leq \mu \leq l, лiнiйно незалежних векторiв i
складемо з вiдповiдних їм векторiв

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\xi ku(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t), \xi ku(t) \u \varphi ki(t)

матрицi Dk, k = 0, d, розмiрностi n\times \mu k, 0 \leq \mu k \leq \mu ,
\sum d

k=0
\mu k = \mu . Завдяки довiльностi

функцiй \~\zeta ki(t), i = 1, \~rk, \u \zeta ki(t), i = 1, \u rk, k = 0, d, вирази (21), (22) можна замiнити такими:

x(t) = \~Xk(t)
\Bigl[ 
\Theta k+1,0

\bigl( 
\=\Theta k+1\=c+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 
 - \Xi k+1,0

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \~xk(t) +Dk(t)\~ck +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, d - 1, (27)
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x(t) = \~Xk(t) \~Bk

\Bigl\{ 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k \=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk

\Bigr\} 
+ \~xk(t) +Dk(t)\~ck +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 1, d, (28)

де \~ck, k = 0, d, — довiльнi сталi вектори розмiрностi \mu k.
Позначимо

D =

\Biggl[ 
d - 1\sum 
k=0

\Bigl( 
hk

\Bigl( 
\~Xk(t)\Theta k+1,0

\=\Theta k+1

\Bigr) 
(\cdot ) + \=Uk

\Bigr) 

+ hd

\Bigl( 
\~Xd(t) \~BdSd \^Xd - 1\Theta d

\=\Theta d

\Bigr) 
(\cdot ) + \=Ud, h0D0(\cdot ), . . . , hdDd(\cdot )

\Biggr] 
, (29)

F = D - , матрицi G i H складемо з елементiв базисiв kerD i kerD\ast вiдповiдно, матрицi
F i G подамо у виглядi

F = col
\bigl( 
\=F , F0, . . . , Fd

\bigr) 
, G = col

\bigl( 
\=G,G0, . . . , Gd

\bigr) 
, (30)

їхнi компоненти — прямокутнi матрицi розмiрностi: \=F — dimker \=A \times l, Fk, k = 0, d, —
\mu k \times l, \=G — dimker \=A\times dimkerD, Gk, k = 0, d, — \mu k \times dimkerD, c — довiльний сталий
вектор розмiрностi dimkerD,

\~c = col(\=c, \~c0, . . . , \~cd), (31)

\v x = \gamma  - 
d - 1\sum 
k=0

\Bigl\{ 
hk

\Bigl[ 
\~Xk(t)

\Bigl( 
\Theta k+1,0\Xi k+1

\=f  - \Xi k+1,0

\Bigl( 
\~Ak+1 \^xk+1 + \~fk+1

\Bigr) \Bigr) 
+ \~x(t)

\Bigr] 
(\cdot ) + vk

\Bigr\} 
 - 
\Bigl\{ 
hd

\Bigl[ 
\~Xd(t) \~Bd

\Bigl( 
Sd \^Xd - 1

\Bigl( 
\Theta d

\=\Xi d
\=f  - \Xi d

\bigl( 
\~Ad\^xd + \~fd

\bigr) \Bigr) 
+ \^xd

\Bigr) 
+ \~xd(t)

\Bigr] 
(\cdot ) + vd

\Bigr\} 
, (32)

\=x = \v x - 
d\sum 

k=0

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \zeta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ). (33)

Теорема 1. Якщо a < t1, b > td, iснують множини векторiв 1) – 4), \alpha k > 0, k = 0, d,
то крайова задача (1) – (3) розв’язна в тому й тiльки тому випадку, коли виконуються
рiвностi (9) – (12),

H\ast \v x = 0. (34)
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При їхньому виконаннi вона має розв’язки (23) – (26),

x(t) = \~Xk(t)
\Bigl[ 
\Theta k+1,0

\bigl( 
\=\Theta k+1

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 
 - \Xi k+1,0

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 

+ \~xk(t) +Dk(t)(Gkc+ Fk\=x) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, d - 1, (35)

x(t) = \~Xk(t) \~Bk

\Bigl\{ 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk

\Bigr\} 

+ \~xk(t) +Dk(t)(Gk c+ Fk \=x) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 1, d, (36)

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

= \~\Theta 
(j)
k+1,i

\bigl( 
\=\Theta k+1

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 

 - \~\Xi 
(j)
k+1,i

\Bigl( 
\~Ak+1 \^xk+1 + \~fk+1

\Bigr) 
, j = 0, \~ski, i = 1, \~rk, k = 0, d - 1,

(37)

\u \beta ki(tk+1  - 0) = \u \Theta k+1,i

\bigl( 
\=\Theta k+1

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 

 - \u \Xi k+1,i

\Bigl( 
\~Ak+1 \^xk+1 + \~fk+1

\Bigr) 
, i = 1, \u rk, k = 0, d - 1, (38)

\~\beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk, B

\ast (tk + 0) \^\psi 
(1)
ki (tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \~rk, k = 1, d, (39)

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

=

\Biggl[ \biggl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 

 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk, L

\ast (t) \^\psi 
(j)
ki (t)

\biggr) 

+

j - 1\sum 
u=0

du

dtu

\Bigl( 
f(t), \^\psi 

(j - u)
ki (t)

\Bigr) \Biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

, (40)

j = 1, \~ski, i = 1, \~rk, k = 1, d,
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\u \beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 

 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk, \v \psi ki(tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \u rk, k = 1, d. (41)

Доведення. Пiдставивши (27), (28) до (3), з урахуванням (20), (29), (31) – (33) отри-
маємо

D\~c = \=x.

Звiдси при виконаннi умови (34) маємо

\~c = Gc+ F \=x. (42)

Пiдставивши (42) до (15) – (19), (27), (28), з урахуванням (20), (23) – (26), (29) – (33) одер-
жуємо (35) – (41).

Теорему доведено.
Зауваження 1. Якщо при деякому k
(\ast ) rk = \^rk = 0, то умова (11) вiдсутня, треба покласти в (6)

\Theta k = E\alpha k - 1+\~sk - 1+\~rk - 1+\u rk - 1
, \Theta k0 =

\bigl[ 
E\alpha k - 1

, 0\alpha k - 1,\~sk - 1+\~rk - 1+\u rk - 1

\bigr] 
,

у (7)
\Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) 
= 0\alpha k - 1+\~sk - 1+\~rk - 1+\u rk - 1

, \Xi k0

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) 
= 0\alpha k - 1

,

у (8)

\=\Xi k = col

\biggl( 
\=\Xi k0,

\~\=\Xi 
(0)
k1 , . . . ,

\~\=\Xi 
(\~sk - 1,1)
k1 , . . . , \~\=\Xi 

(0)
k \~rk - 1

, . . . , \~\=\Xi 
(\~sk - 1,\~rk - 1

)

k \~rk - 1
, \u \=\Xi k1, . . . ,

\u \=\Xi k \u rk - 1

\biggr) 
,

\=\Theta k = col

\biggl( 
\=\Theta k0,

\~\=\Theta 
(0)
k1 , . . . ,

\~\=\Theta 
(\~sk - 1,1)
k1 , . . . , \~\=\Theta 

(0)
k \~rk - 1

, . . . , \~\=\Theta 
(\~sk - 1,\~rk - 1

)

k \~rk - 1
, \u \=\Theta k1, . . . ,

\u \=\Theta k \u rk - 1

\biggr) 
,

рiвностi (35) – (41) замiнити такими:

x(t) = \~Xk(t)
\bigl( 
\=\Theta k+1,0

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k+1,0

\=f
\bigr) 
+ \~xk(t)

+Dk(t)(Gkc+ Fk \=x) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk - 1 + 0; tk  - 0],

x(t) = \~Xk(t) \~Bk

\Bigl[ 
Sk \^Xk - 1

\bigl( 
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
+ \^xk

\Bigr] 
+ \~xk(t)

+Dk(t)(Gk c+ Fk \=x) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0],
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dj

dtj
\~\beta k - 1,i(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk - 0

= \~\=\Theta 
(j)
k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \~\=\Xi 

(j)
k

\=f, j = 0, \~sk - 1,i, i = 1, \~rk - 1,

\u \beta k - 1,i(tk  - 0) = \u \=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \u \=\Xi k

\=f, i = 1, \u rk - 1,

\~\beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\bigl( 
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
+ \^xk, B

\ast (tk + 0) \^\psi 
(1)
ki (tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \~rk,

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

=

\Biggl[ \Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\bigl( 
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
+ \^xk, L

\ast (t) \^\psi 
(j)
ki (t)

\Bigr) 

+

j - 1\sum 
u=0

du

dtu

\Bigl( 
f(t), \^\psi 

(j - u)
ki (t)

\Bigr) \Biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

, j = 1, \~ski, i = 1, \~rk,

\u \beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\bigl( 
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
+ \^xk, \v \psi ki(tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \u rk;

(\ast \ast ) \alpha k = \~rk = \u rk = 0, то в (11) треба покласти \Upsilon k+1 = Esk+1+\~sk+1
;

(\ast \ast \ast ) \alpha k = 0, то в (6), (7) вiдсутнi вiдповiднi блоковi рядки, при цьому для деяких u

рiвностi (15), (16) вiдсутнi, значення dj

dtj
\~\beta u - 1,i(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tu - 0

, j = 0, \~su - 1,i, i = 1, \~ru - 1, \u \beta u - 1,i(tu - 

0), i = 1, \u ru - 1, визначаються довiльно, вирази (20), (29) – (31) треба замiнити виразами

hu - 1

\left(  \~ru - 1\sum 
i=1

\~su - 1,i\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta u - 1,i(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~su - 1,i - j+1)
u - 1,i (t) +

\u ru - 1\sum 
i=1

\u \beta u - 1,i(t) \u \varphi u - 1,i(t)

\right)  (\cdot )

= \=Uu - 1 \=c+

\~ru - 1\sum 
i=1

\~su - 1,i\sum 
j=0

\~U
(j)
u - 1,u - 1,i

dj

dtj
\~\beta u - 1,i(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tu - 0

+

\u ru - 1\sum 
i=1

\u Uu - 1,u - 1,i
\u \beta u - 1,i(tk  - 0) + vu - 1,

hu

\left(  \~ru\sum 
i=1

\~sui\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ui(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~sui - j+1)
ui (t) +

\u ru\sum 
i=1

\u \beta ui(t) \u \varphi ui(t)

\right)  (\cdot )

= \=Uu \=c+

\~ru - 1\sum 
i=1

\~su - 1,i\sum 
j=0

\~U
(j)
u,u - 1,i

dj

dtj
\~\beta u - 1,i(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tu - 0

+

\u ru - 1\sum 
i=1

\u Uu,u - 1,i
\u \beta u - 1,i(tk  - 0) + vu,

D =

\Biggl[ 
d - 1\sum 
k=0

\Bigl( 
hk

\Bigl( 
\~Xk(t)\Theta k+1,0

\=\Theta k+1

\Bigr) 
(\cdot ) + \=Uk

\Bigr) 
+ hd

\Bigl( 
\~Xd(t) \~BdSd \^Xd - 1\Theta d

\=\Theta d

\Bigr) 
(\cdot ) + \=Ud,

\~U
(0)
u - 1,u - 1,1 +

\~U
(0)
u,u - 1,1, . . . , U

(\~su - 1,1)
u - 1,u - 1,1 +

\~U
(\~su - 1,1)
u,u - 1,1 , . . . ,

\~U
(0)
u - 1,u - 1,\~ru - 1

+ \~U
(0)
u,u - 1,\~ru - 1

, . . . , U
(\~su - 1,\~ru - 1

)

u - 1,u - 1,\~ru - 1
+ \~U

(\~su - 1,\~ru - 1
)

u,u - 1,\~ru - 1
, \u Uu - 1,u - 1,1

+ \u Uu,u - 1,1, . . . , \u Uu - 1,u - 1,\u ru - 1 +
\u Uu,u - 1,\u ru - 1 , h0D0(\cdot ), . . . , hdDd(\cdot )

\Biggr] 
,
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F = col
\Bigl( 
\=F , \~F

(0)
u - 1,1, . . . ,

\~F
(\~su - 1,1)
u - 1,1 , . . . , \~F

(0)
u - 1,\~ru - 1

, . . . ,

\~F
(\~su - 1,\~ru - 1

)

u - 1,\~ru - 1
, \u Fu - 1,1, . . . , \u Fu - 1,\u ru - 1 , F0, . . . , Fd

\Bigr) 
,

G = col
\Bigl( 
\=G, \~G

(0)
u - 1,1, . . . ,

\~G
(\~su - 1,1)
u - 1,1 , . . . , \~G

(0)
u - 1,\~ru - 1

, . . . ,

\~G
(\~su - 1,\~ru - 1

)

u - 1,\~ru - 1
, \u Gu - 1,1, . . . , \u Gu - 1,\u ru - 1 , G0, . . . , Gd

\Bigr) 
,

де \~U
(j)
u - 1,u - 1,i,

\~U
(j)
u,u - 1,i, j = 0, \~su - 1,i, i = 1, \~ru - 1, \u Uu - 1,u - 1,i, \u Uu,u - 1,i, i = 1, \u ru - 1, — вектори

розмiрностi l, \~F
(j)
u - 1,i,

\~G
(j)
u - 1,i, j = 0, \~su - 1,i, i = 1, \~ru - 1, \u Fu - 1,i, \u Gu - 1,i, i = 1, \u ru - 1, —

матрицi-рядки розмiрностi l,

\~c = col

\Biggl( 
\=c, \~\beta u - 1,1(tu  - 0), . . . ,

d\~su - 1,1

dt\~su - 1,1

\~\beta u - 1,1(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tu - 0

, . . . , \~\beta u - 1,\~ru - 1(tu  - 0), . . . ,

d\~su - 1,\~ru - 1

dt\~su - 1,\~ru - 1

\~\beta u - 1,\~ru - 1(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tu - 0

, \u \beta u - 1,1(tu  - 0), . . . , \u \beta u - 1,\u ru - 1(tu  - 0), \~c0, . . . , \~cd

\Biggr) 
.

Зауваження 2. Якщо dimker \=A = \~r0 = . . . = \~rd = \u r0 = . . . = \u rd = 0, то рiвнiсть (29)
вiдсутня, в (34) слiд покласти H = El.

Якщо t1 = a (вiдрiзок [t0 + 0; t1  - 0] вироджується в точку), то покладемо \^A0 =
[A(t1  - 0), - B(t1  - 0)], \^\Xi 0 = \^A - 

0 , матрицi \^\Theta 0 i \Upsilon 0 складемо з елементiв базисiв ker \^A0 i
ker \^A\ast 

0,
\^\Xi 0, \^\Theta 0 подамо у виглядi \^\Xi 0 = col (\Xi 00,\Xi 01), \^\Theta 0 = col (\Theta 00,\Theta 01), де \Xi 00 i \Xi 01 —

прямокутнi матрицi розмiрностi n\times m, \Theta 00 i \Theta 01 — n\times dimker \^A0 вiдповiдно, \^X0 = \Theta 00,
\~x(t1  - 0) =  - \Xi 00f(t1  - 0).

Якщо a = t1, b > td, то покладемо

D =

\Biggl[ 
h0
\bigl( 
\Theta 00\Theta 1

\=\Theta 1

\bigr) 
+

d\sum 
k=1

\Bigl( 
hk

\Bigl( 
\~Xk(t) \~Bk Sk \^Xk - 1\Theta k

\=\Theta k

\Bigr) 
(\cdot ) + Uk

\Bigr) 
, h1D1(\cdot ), . . . , hdDd(\cdot )

\Biggr] 
,

F = col
\bigl( 
\=F , F1, . . . , Fd

\bigr) 
, G = col

\bigl( 
\=G,G1, . . . , Gd

\bigr) 
, \~c = col(\=c, \~c1, . . . , \~cd),

\v x = \gamma  - h0

\Bigl[ 
\Theta 00

\Bigl( 
\Theta 1

\=\Xi 1
\=f  - \Xi 1

\Bigl( 
\~A1 \^x1 + \~f1

\Bigr) \Bigr) 
 - \Xi 00f(t1  - 0)

\Bigr] 
 - 

d\sum 
k=1

\Bigl\{ 
hk

\Bigl[ 
\~Xk(t) \~Bk

\Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl( 
\Theta k

\=\Xi k
\=f  - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr) 
+ \^xk

\Bigr) 
+ \~xk(t)

\Bigr] 
(\cdot ) + vk

\Bigr\} 
,

\=x = \v x - 
d\sum 

k=1

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \zeta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ).

Згiдно з [14] для розв’язностi системи (1), (2) необхiдно й достатньо виконання рiвно-
стей (9), (10), k = 1, d, (11), (12),

\Upsilon \ast 
0f(t1  - 0) = 0. (43)
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При їхньому виконаннi вона має загальний розв’язок (13) – (19), k = 1, d,

dj

dtj
x(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t1 - 0

= \Theta 0j

\Bigl[ 
\Theta 1

\bigl( 
\=\Theta 1 \=c+ \=\Xi 1

\=f
\bigr) 
 - \Xi 1

\bigl( 
\~A1 \^x1 + \~f1

\bigr) \Bigr] 
 - \Xi 0jf(t1  - 0), j = 0, 1. (44)

Теорема 2. Якщо a = t1, b > td, iснують множини векторiв 1) – 4), \alpha k > 0, k = 1, d, то
крайова задача (1) – (3) розв’язна в тому й тiльки тому випадку, коли виконуються рiвно-
стi (9), (10), k = 1, d, (11), (12), (34), (43). При їхньому виконаннi вона має розв’язки (23) –
(26), (35) – (41), k = 1, d,

dj

dtj
x(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t1 - 0

= \Theta 0j

\Bigl[ 
\Theta 1

\bigl( 
\=\Theta 1

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi 1

\=f
\bigr) 

 - \Xi 1

\bigl( 
\~A1 \^x1 + \~f1

\bigr) \Bigr] 
 - \Xi 0jf(t1  - 0), j = 0, 1. (45)

Якщо td = b (вiдрiзок [td + 0; td+1  - 0] вироджується в точку), то покладемо \~Ad =

A(td + 0), \~fd = f(td + 0), \^Ad =
\Bigl[ 
\~Ad Sd \^Xd - 1, - B(td + 0)

\Bigr] 
, \^\Xi d = \^A - 

d , матрицi \^\Theta d i \Upsilon d

складемо з елементiв базисiв ker \^Ad i ker \^A\ast 
d,

\^\Xi d i \^\Theta d подамо у виглядi \^\Xi d = col (\Xi d,\Xi d1),
\^\Theta d = col

\bigl( 
\Theta d, \~\Theta d1

\bigr) 
, де \Xi d i \Theta d — матрицi (4) i (5), \Xi d1 i \Theta d1 — прямокутнi матрицi

розмiрностi n\times m i n\times dimker \^Ad вiдповiдно.
Якщо a < t1, b = td, то покладемо

D =

\Biggl[ 
d - 1\sum 
k=0

\Bigl( 
hk

\Bigl( 
\~Xk(t)\Theta k+1,0

\=\Theta k+1

\Bigr) 
(\cdot ) + Uk

\Bigr) 
+ hd

\Bigl( 
Sd \^Xd - 1\Theta d

\=\Theta d

\Bigr) 
, h0D0(\cdot ), . . . , hd - 1Dd - 1(\cdot )

\Biggr] 
,

F = col
\bigl( 
\=F , F0, . . . , Fd - 1

\bigr) 
, G = col

\bigl( 
\=G,G0, . . . , Gd - 1

\bigr) 
, \~c = col(\=c, \~c0, . . . , \~cd - 1),

\v x = \gamma  - 
d - 1\sum 
k=0

\Bigl\{ 
hk

\Bigl[ 
\~Xk(t)

\Bigl( 
\Theta k+1,0

\=\Xi k+1
\=f  - \Xi k+1,0

\Bigl( 
\~Ak+1 \^xk+1 + \~fk+1

\Bigr) \Bigr) 
+ \~xk(t)

\Bigr] 
(\cdot ) + vk

\Bigr\} 
 - hd

\Bigl[ 
Sd \^Xd - 1

\Bigl( 
\Theta d

\=\Xi d
\=f  - \Xi d

\bigl( 
\~Ad\^xd + \~fd

\bigr) \Bigr) 
+ \^xd

\Bigr] 
,

\=x = \v x - 
d - 1\sum 
k=0

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \zeta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ).

Згiдно з [14] для розв’язностi системи (1), (2) необхiдно й достатньо виконання рiв-
ностей (9), (10), k = 0, d - 1, (11), (12). При їхньому виконаннi вона має загальний
розв’язок (13) – (19), k = 0, d - 1,

x(td + 0) = Sd \^Xd - 1

\Bigl[ 
\Theta d

\bigl( 
\=\Theta d \=c+ \=\Xi d

\=f
\bigr) 
 - \Xi d

\bigl( 
\~Ad\^xd + \~fd

\bigr) \Bigr] 
+ \^xd, (46)

d

dt
x(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=td+0

= \Theta d1

\bigl( 
\=\Theta d \=c+ \=\Xi d

\=f
\bigr) 
 - \Xi d1

\bigl( 
\~Ad \^xd + \~fd

\bigr) 
. (47)

Теорема 3. Якщо a < t1, b = td, iснують множини векторiв 1) – 4), \alpha k > 0, k = 0, d - 1,
то крайова задача (1) – (3) розв’язна в тому й тiльки тому випадку, коли виконуються
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рiвностi (9), (10), k = 0, d - 1, (11), (12), (34). При їхньому виконаннi вона має розв’язки (23) –
(26), (35) – (41), k = 0, d - 1,

x(td + 0) = Sd \^Xd - 1

\Bigl[ 
\Theta d

\bigl( 
\=\Theta d

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi d

\=f
\bigr) 
 - \Xi d

\bigl( 
\~Ad \^xd + \~fd

\bigr) \Bigr] 
+ \^xd, (48)

d

dt
x(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=td+0

= \Theta d1

\bigl( 
\=\Theta d

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+ \=\Xi d

\=f
\bigr) 
 - \Xi d1

\bigl( 
\~Ad \^xd + \~fd

\bigr) 
. (49)

Якщо a = t1, b = td, то покладемо

D =

\Biggl[ 
h0
\bigl( 
\Theta 00\Theta 1

\=\Theta 1

\bigr) 
+

d - 1\sum 
k=1

\Bigl( 
hk

\Bigl( 
\~Xk(t)\Theta k+1,0

\=\Theta k+1

\Bigr) 
(\cdot ) + Uk

\Bigr) 

+ hd

\Bigl( 
Sd \^Xd - 1\Theta d

\=\Theta d

\Bigr) 
, h1D1(\cdot ), . . . , hd - 1Dd - 1(\cdot )

\Biggr] 
,

F = col
\bigl( 
\=F , F1, . . . , Fd - 1

\bigr) 
, G = col

\bigl( 
\=G,G1, . . . , Gd - 1

\bigr) 
, \~c = col(\=c, \~c1, . . . , \~cd - 1),

\v x = \gamma  - h0

\Bigl\{ 
\Theta 00

\Bigl[ 
\Theta 1

\=\Xi 1
\=f  - \Xi 1

\bigl( 
\~A1\^x1 + \~f1

\bigr) \Bigr] 
 - \Xi 00f(t1  - 0)

\Bigr\} 
 - 

d - 1\sum 
k=1

\Bigl\{ 
hk

\Bigl[ 
\~Xk(t)

\Bigl( 
\Theta k+1,0

\=\Xi k+1
\=f  - \Xi k+1,0

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr) 
+ \~xk(t)

\Bigr] 
(\cdot ) + vk

\Bigr\} 
 - hd

\Bigl\{ 
Sd \^Xd - 1

\Bigl[ 
\Theta d

\=\Xi d
\=f  - \Xi d

\bigl( 
\~Ad \^xd + \~fd

\bigr) \Bigr] 
+ \^xd

\Bigr\} 
,

\=x = \v x - 
d - 1\sum 
k=1

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \zeta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ).

Згiдно з [14] для розв’язностi системи (1), (2) необхiдно й достатньо виконання рiв-
ностей (9), (10), k = 1, d - 1, (11), (12), (43). При їхньому виконаннi вона має загальний
розв’язок (13) – (19), k = 1, d - 1, (44), (46), (47).

Теорема 4. Якщо a = t1, b = td, iснують множини векторiв 1) – 4), \alpha k > 0, k = 1, d - 1,
то крайова задача (1) – (3) розв’язна в тому й тiльки тому випадку, коли виконуються рiвно-
стi (9), (10), k = 1, d - 1, (11), (12), (34), (43). При їхньому виконаннi вона має розв’язки (23) –
(26), (35) – (41), k = 1, d - 1, (45), (48), (49).

Наслiдок 1. Вiдповiдна (1), (2) однорiдна крайова задача

B(t)
dx

dt
= A(t), t \in [a; b] \setminus \{ ti, i = 1, d\} ,

x(ti + 0) = Six(ti  - 0), i = 1, d,

d\sum 
i=0

hix(\cdot ) = 0l

розв’язна при будь-якому розташуваннi точок t1 i td на вiдрiзку [a; b] i має розв’язки:
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– якщо a < t1, b > td, то (23) – (26), k = 0, d,

\=x =  - 
d\sum 

k=0

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \zeta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ),

x(t) = \~Xk(t)\Theta k+1,0
\=\Theta k+1

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+Dk(t)(Gkc+ Fk\=x)

+

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, d - 1, (50)

x(t) = \~Xk(t) \~BkSk \^Xk - 1\Theta k
\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
+Dk(t)(Gkc+ Fk\=x)

+

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl[ 
dj

dtj

\Bigl( 
\~\beta ki(t) + \~\zeta ki(t)

\Bigr) \biggr] 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\Bigl( 
\u \beta ki(t) + \u \zeta ki(t)

\Bigr) 
\u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 1, d, (51)

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

= \~\Theta 
(j)
k+1,i

\=\Theta k+1

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
, j = 0, \~ski, i = 1, \~rk, k = 0, d - 1, (52)

\u \beta ki(tk+1  - 0) = \u \Theta k+1,i
\=\Theta k+1

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
, i = 1, \u rk, k = 0, d - 1, (53)

\~\beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1\Theta k

\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
, B\ast (tk + 0) \^\psi 

(1)
ki (tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \~rk, k = 1, d, (54)

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

=
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1\Theta k

\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
, L\ast (t) \^\psi 

(j)
ki (t)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

,

j = 1, \~ski, i = 1, \~rk, k = 1, d, (55)

\u \beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1\Theta k

\=\Theta k

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
, \v \psi ki(tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \u rk, k = 1, d; (56)

– якщо a = t1, b > td, то (23) – (26), (50) – (56), k = 1, d,

\=x =  - 
d\sum 

k=1

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \zeta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ),

dj

dtj
x(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t1 - 0

= \Theta 0j\Theta 1
\=\Theta 1

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
, j = 0, 1; (57)
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– якщо a < t1, b = td, то (23) – (26), (50) – (56), k = 0, d - 1,

\=x =  - 
d - 1\sum 
k=0

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \zeta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ),

x(td + 0) = Sd \^Xd - 1\Theta d
\=\Theta d

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
, (58)

d

dt
x(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=td+0

= \Theta d1
\=\Theta d

\bigl( 
\=Gc+ \=F \=x

\bigr) 
; (59)

– якщо a = t1, b = td, то (23) – (26), (50) – (56), k = 1, d - 1, (57) – (59),

\=x =  - 
d - 1\sum 
k=1

hk

\left(  \~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\zeta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \zeta ki(t) \u \varphi ki(t)

\right)  (\cdot ).

4. Приклад. Нехай в (1) – (3) m = n = 2, d = 2, a < t1 < t2 < b, h0x(\cdot ) =  - x(t0 + 0),
h1x(\cdot ) вiдсутнiй, h2x(\cdot ) = x(t2  - 0),

B(t) =

\Biggl[ 
1 0

0 0

\Biggr] 
, A(t) =

\Biggl[ 
a11(t) a12(t)

a21(t) a22(t)

\Biggr] 
, f(t) =

\Biggl[ 
f1(t)

f2(t)

\Biggr] 
,

Sk =

\Biggl[ 
0 0

1 0

\Biggr] 
, \eta k =

\Biggl[ 
\eta k1

\eta k2

\Biggr] 
, k = 1, 2, \gamma =

\Biggl[ 
\gamma 1

\gamma 2

\Biggr] 
,

aij(t), fi(t) \in C\infty [a; b] \setminus tk — дiйснi скалярнi функцiї, \eta ki, \gamma i — дiйснi числа, i, j, k = 1, 2,
жорданова структура одна й та ж на вiдрiзках [tk  - 0; tk+1 + 0], k = 0, 2.

Розглянемо такi випадки [3, 13, 14, 16, 17].
Випадок 1. a22(t) \not = 0 \forall t \in [a; b]. Маємо: rk = 1, sk1 = 1, \u rk = \v rk = \~rk = \^rk = 0, \alpha k = 1,

\varphi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \psi 

(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t)

\Biggr] 
, qk1(t) =

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
, pk1(t) =

\Biggl[ 
1

 - a12(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
,

Xk(t) = exp

\left(  t\int 
tk+0

\lambda (z)dz

\right)  , \~Xk(t) =

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
exp

\left(  t\int 
tk+0

\lambda (z)dz

\right)  ,

\~xk(t) =

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] t\int 
tk+0

exp

\left(  t\int 
\tau 

\lambda (z) dz

\right)  
\times 
\bigl( 
f1(\tau ) - a12(\tau )a

 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau  - 

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t)f2(t)

\Biggr] 
, k = 0, 2,

де \lambda (t) = a11(t) - a12(t)a21(t)a
 - 1
22 (t) — скалярна функцiя,

\^Xk =

\Biggl[ 
1

 - a21(tk+1  - 0)a - 1
22 (tk+1  - 0)

\Biggr] 
exp

\left(  tk+1 - 0\int 
tk+0

\lambda (z)dz

\right)  , k = 0, 1,
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\~Ak =
\bigl[ 
a21(tk + 0)a - 1

22 (tk + 0) 1
\bigr] 
, \~fk = a - 1

22 (tk + 0)f2(tk + 0), \~Bk =
\bigl[ 
1 0

\bigr] 
,

\^Ak = exp

\left(   tk - 0\int 
tk - 1+0

\lambda (z)dz

\right)   , \Xi k = exp

\left(    - 
tk - 0\int 

tk - 1+0

\lambda (z) dz

\right)   , \Theta k = \Upsilon k = 0,

\^xk =

\left[   \eta k1\int tk - 0

tk - 1+0
exp

\biggl( \int tk - 0

\tau 
\lambda (z)dz

\biggr) \bigl( 
f1(\tau ) - a12(\tau )a

 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau + \eta k2

\right]   , k = 1, 2,

\=A =
\bigl[ 
0 0

\bigr] 
, \=\Xi =

\Biggl[ 
0

0

\Biggr] 
, \=\Theta =

\Biggl[ 
1 0

0 1

\Biggr] 
, \=\Upsilon = 1,

\=f =  - \eta 11  - exp

\left(   - 
t2 - 0\int 

t1+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( a21(t2 + 0)a - 1
22 (t2 + 0)\eta 21 + \eta 22 + a - 1

22 (t2 + 0)f(t2 + 0)
\bigr) 

 - 
t2 - 0\int 

t1+0

exp

\left(   - 
\tau \int 

t1+0

\lambda (z) dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau ,

D = F =

\Biggl[ 
0 0

0 0

\Biggr] 
, G = H =

\Biggl[ 
1 0

0 1

\Biggr] 
, c =

\Biggl[ 
c1

c2

\Biggr] 
,

\=x = \v x =

\Biggl[ 
\gamma 1

\gamma 2

\Biggr] 
 - 

\Biggl[ 
1

 - a21(t0 + 0)a - 1
22 (t0 + 0)

\Biggr] 
exp

\left(   - 
t1 - 0\int 

t0+0

\lambda (z) dz

\right)  
\times 
\bigl( 
a21(t1 + 0)a - 1

22 (t1 + 0)\eta 11 + \eta 12 + a - 1
22 (t1 + 0)f2(t1 + 0)

\bigr) 
 - 

\Biggl[ 
1

 - a21(t0 + 0)a - 1
22 (t0 + 0)

\Biggr] t1 - 0\int 
t0+0

exp

\left(   - \tau \int 
t0+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau 

 - 

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t0 + 0)f2(t0 + 0)

\Biggr] 
 - 

\Biggl[ 
1

 - a21(t3  - 0)a - 1
22 (t3  - 0)

\Biggr] 
exp

\left(  t3 - 0\int 
t2+0

\lambda (z) dz

\right)  \eta 21
 - 

\Biggl[ 
1

 - a21(t3  - 0)a - 1
22 (t3  - 0)

\Biggr] t3 - 0\int 
t2+0

exp

\left(  t3 - 0\int 
\tau 

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau 

+

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t3  - 0)f2(t3  - 0)

\Biggr] 
,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2025, т. 28, № 1



70 МИХАЙЛО ЄЛIШЕВИЧ

умови (9), (10) вiдсутнi, (11) виконується, з (12), (34) випливає

\eta 11 + exp

\left(   - 
t2 - 0\int 

t1+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( a21(t2 + 0)a - 1
22 (t2 + 0)\eta 21 + \eta 22 + a - 1

22 (t2 + 0)f(t2 + 0)
\bigr) 

+

t2 - 0\int 
t1+0

exp

\left(   - 
\tau \int 

t1+0

\lambda (z) dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau = 0,

\Biggl[ 
\gamma 1

\gamma 2

\Biggr] 
=

\Biggl[ 
1

 - a21(t0 + 0)a - 1
22 (t0 + 0)

\Biggr] 
exp

\left(   - 
t1 - 0\int 

t0+0

\lambda (z)dz

\right)  
\times 
\bigl( 
a21(t1 + 0)a - 1

22 (t1 + 0)\eta 11 + \eta 12 + a - 1
22 (t1 + 0)f2(t1 + 0)

\bigr) 
+

\Biggl[ 
1

 - a21(t0 + 0)a - 1
22 (t0 + 0)

\Biggr] t1 - 0\int 
t0+0

exp

\left(   - \tau \int 
t0+0

\lambda (z) dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau 

+

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t0 + 0)f2(t0 + 0)

\Biggr] 
+

\Biggl[ 
1

 - a21(t3  - 0)a - 1
22 (t3  - 0)

\Biggr] 
exp

\left(  t3 - 0\int 
t2+0

\lambda (z)dz

\right)  \eta 21

+

\Biggl[ 
1

 - a21(t3  - 0)a - 1
22 (t3  - 0)

\Biggr] t3 - 0\int 
t2+0

exp

\left(  t3 - 0\int 
\tau 

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau 

 - 

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t3  - 0)f2(t3  - 0)

\Biggr] 
.

При їхньому виконаннi крайова задача (1) – (3) має єдиний розв’язок (35), (36):

x(t) =  - 

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
exp

\left(   - 
t1 - 0\int 
t

\lambda (z) dz

\right)  
\times 
\bigl( 
a21(t1 + 0)a - 1

22 (t1 + 0)\eta 11 + \eta 12 + a - 1
22 (t1 + 0)f2(t1 + 0)

\bigr) 
 - 

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] t1 - 0\int 
t

exp

\left(   - 
\tau \int 

t

\lambda (z) dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau 

 - 

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t)f2(t)

\Biggr] 
, t \in [t0 + 0; t1  - 0],
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x(t) =

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
exp

\left(  t\int 
tk+0

\lambda (z) dz

\right)  \eta k1 +
\Biggl[ 

1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 

\times 
t\int 

tk+0

exp

\left(  t\int 
\tau 

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau  - 

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t)f2(t)

\Biggr] 
,

t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 1, 2.

Випадок 2. a22(t) \equiv 0, a12(t) \not = 0, a21(t) \not = 0 \forall t \in [a; b]. Маємо: rk = 1, sk1 = 2,
\u rk = \v rk = \~rk = \^rk = 0, \alpha k = 0,

\varphi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \varphi 

(2)
k1 (t) =

\left[  a12(t)

a - 1
12 (t)

d

dt
a12(t) - a11(t)

\right]  ,
\psi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

a - 1
12 (t)a

 - 1
21 (t)

\Biggr] 
, \psi 

(2)
k1 (t) =

\Biggl[ 
a - 1
12 (t)

0

\Biggr] 
,

\~xk(t) =

\left[    - a - 1
21 (t)f2(t)

a - 1
12 (t)

\biggl( 
a11(t)a

 - 1
21 (t)f2(t) - f1(t) - 

d

dt

\bigl( 
a - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \biggr) 
\right]   , k = 0, 2,

\~Ak =

\left[   a11(tk + 0)a - 1
12 (tk + 0) +

d

dt
a - 1
12 (t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

1

a - 1
12 (tk + 0) 0

\right]   ,

\~fk =

\left[   a - 1
12 (tk + 0)f1(tk + 0) +

d

dt

\bigl( 
a - 1
12 (t)a

 - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

a - 1
12 (tk + 0)a - 1

21 (tk + 0)f2(tk + 0)

\right]   , \Upsilon k =

\Biggl[ 
1 0

0 1

\Biggr] 
,

\^xk =

\Biggl[ 
\eta k1

 - a - 1
21 (tk  - 0)f2(tk  - 0) + \eta k2

\Biggr] 
, k = 1, 2, H =

\Biggl[ 
1 0

0 1

\Biggr] 
,

\=x = \v x =

\Biggl[ 
\gamma 1

\gamma 2

\Biggr] 

+

\left[    
 - a - 1

21 (t0 + 0)f2(t0 + 0)

a - 1
12 (t0 + 0)

\Biggl( 
a11(t0 + 0)a - 1

21 (t0 + 0)f2(t0 + 0) - f1(t0 + 0) - d

dt

\bigl( 
a - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

\Biggr) \right]    

 - 

\left[    
 - a - 1

21 (t3  - 0)f2(t3  - 0)

a - 1
12 (t3  - 0)

\Biggl( 
a11(t3  - 0)a - 1

21 (t3  - 0)f2(t3  - 0) - f1(t3 - 0) - d

dt

\bigl( 
a - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t3 - 0

\Biggr) \right]    ,
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умови (9), (10), (12) не виконуються, (11) з урахуванням зауваження 1 має вигляд\left[    
\Biggl( 
a11(tk + 0)a - 1

12 (tk + 0) +
d

dt
a - 1
12 (t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

\Biggr) 
\eta k1  - a - 1

21 (tk  - 0)f2(tk  - 0) + \eta k2

a - 1
12 (tk + 0)\eta k1

\right]    

+

\left[   a - 1
12 (tk + 0)f1(tk + 0) +

d

dt

\bigl( 
a - 1
12 (t)a

 - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

a - 1
12 (tk + 0)a - 1

21 (tk + 0)f2(tk + 0)

\right]   = 0, k = 1, 2,

з (34) з урахуванням зауваження 2 випливає\Biggl[ 
\gamma 1

\gamma 2

\Biggr] 

=  - 

\left[    
 - a - 1

21 (t0 + 0)f2(t0 + 0)

a - 1
12 (t0 + 0)

\Biggl( 
a11(t0 + 0)a - 1

21 (t0 + 0)f2(t0 + 0) - f1(t0 + 0) - d

dt

\bigl( 
a - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

\Biggr) \right]    

+

\left[    
 - a - 1

21 (t3  - 0)f2(t3  - 0)

a - 1
12 (t3  - 0)

\Biggl( 
a11(t3  - 0)a - 1

21 (t3 - 0)f2(t3 - 0) - f1(t3 - 0) - d

dt

\bigl( 
a - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t3 - 0

\Biggr) \right]    .
При їхньому виконаннi крайова задача (1) – (3) має єдиний розв’язок (35), (36):

x(t) =

\left[    - a - 1
21 (t)f2(t)

a - 1
12 (t)

\biggl( 
a11(t)a

 - 1
21 (t)f2(t) - f1(t) - 

d

dt

\bigl( 
a - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \biggr) 
\right]   ,

t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, 2.

Випадок 3. a22(t) \equiv 0, a12(t) \not = 0, a21(t) \equiv 0 \forall t \in [a; b]. Маємо: \~rk = 1, \~sk1 = 1, \v rk = 1,
\u rk = rk = \^rk = 0, \alpha k = 0,

\~\varphi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~\varphi 

(2)
k1 (t) =

\left[  a12(t)

a - 1
12 (t)

d

dt
a12(t) - a11(t)

\right]  , \u \psi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
,

\^\psi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
a - 1
12 (t)

0

\Biggr] 
, \v \varphi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~xk(t) =

\Biggl[ 
0

 - a - 1
12 (t)f1(t)

\Biggr] 
, k = 0, 2,

\^Xk =

\left[   a12(tk+1  - 0) 0

a - 1
12 (tk+1  - 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

 - a11(tk+1  - 0) 1

\right]   , k = 0, 1,
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\^xk =

\Biggl[ 
\eta k1

\eta k2

\Biggr] 
, k = 1, 2,

\mu = 2, функцiї \~\beta k1(t), k = 0, 2, \xi 01(t), \xi 21(t) вiзьмемо такi, щоб виконувалися рiвностi

dj

dtj
\~\beta 01(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

=
dj

dtj
\~\beta 21(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t3 - 0

= 0, j = 0, 1,

\xi 01(t0 + 0) =  - a - 1
12 (t0 + 0),

d

dt
\xi 01(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

= a - 1
12 (t0 + 0)

\Biggl( 
a - 1
12 (t0 + 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

 - a11(t0 + 0)

\Biggr) 
,

\xi 21(t3  - 0) = 0,
d

dt
\xi 21(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t3 - 0

= 1.

Тодi

\~U
(j)
001 =

\~U
(j)
211 =

\~U
(j)
221 = vk =

\Biggl[ 
0

0

\Biggr] 
,

Dk =

\left[   a12(t)\xi k1(t)\biggl( 
a - 1
12 (t)

d

dt
a12(t) - a11(t)

\biggr) 
\xi k1(t) +

d

dt
\xi k1(t)

\right]   , k = 0, 2,

D =

\Biggl[ 
0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

\Biggr] 
, F =

\left[             

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

\right]             
,

G =

\left[             

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

\right]             
, H =

\Biggl[ 
0

0

\Biggr] 
, c =

\left[       
c1

c2

c3

c4

\right]       ,

\v x =

\Biggl[ 
\gamma 1

\gamma 2  - a - 1
12 (t0 + 0)f1(t0 + 0) + a - 1

12 (t3  - 0)f1(t3  - 0)

\Biggr] 
,
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\=x =

\Biggl[ 
\gamma 1

\gamma 2  - a - 1
12 (t0 + 0)f1(t0 + 0) + a - 1

12 (t3  - 0)f1(t3  - 0)

\Biggr] 

+

\left[    
a12(t0 + 0)\~\zeta 01(t0 + 0)\Biggl( 

a - 1
12 (t0 + 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

 - a11(t0 + 0)

\Biggr) 
\~\zeta 01(t0 + 0) +

d

dt
\~\zeta 01(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

\right]    

 - 

\left[    
a12(t3  - 0)\~\zeta 21(t3  - 0)\Biggl( 

a - 1
12 (t3  - 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t3 - 0

 - a11(t3  - 0)

\Biggr) 
\~\zeta 21(t3  - 0) +

d

dt
\~\zeta 21(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t3 - 0

\right]    .
Умови (9), (11), (12) вiдсутнi, (34) виконується, (10) має вигляд

f2(t) \equiv 0. (60)

При її виконаннi крайова задача (1) – (3) має розв’язки (23), (25), (35) – (37), (39), (40) з
урахуванням зауваження 1:

x(t) =

\left[  a12(t)\varkappa k(t)

a - 1
12 (t)\varkappa k(t)

d

dt
a12(t) - a11(t)\varkappa k(t) - a - 1

12 (t)f1(t) +
d

dt
\varkappa k(t)

\right]  ,
t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, 2,

де

\varkappa 0(t) = \~\beta 01(t) + \~\zeta 01(t) + \xi 01(t)

\times 
\Bigl( 
\gamma 1 + a12(t0 + 0)\~\zeta 01(t0 + 0) - a12(t3  - 0)\~\zeta 21(t3  - 0)

\Bigr) 
, t \in [t0 + 0; t1  - 0],

\varkappa 1(t) = \~\beta 11(t) + \~\zeta 11(t), t \in [t1 + 0; t2  - 0],

\varkappa 2(t) = \~\beta 21(t) + \~\zeta 21(t) + \xi 21(t)

\Biggl( 
\gamma 2  - a - 1

12 (t0 + 0)f1(t0 + 0) + a - 1
12 (t3  - 0)f1(t3  - 0)

+

\Biggl( 
a - 1
12 (t0 + 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

 - a11(t0 + 0)

\Biggr) 
\~\zeta 01(t0 + 0) +

d

dt
\~\zeta 01(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t0+0

 - 

\Biggl( 
a - 1
12 (t3  - 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t3 - 0

 - a11(t3  - 0)

\Biggr) 
\~\zeta 21(t3  - 0) - d

dt
\~\zeta 21(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=t3 - 0

\Biggr) 
,

t \in [t2 + 0; t3  - 0],

— скалярнi функцiї,

dj

dtj
\~\beta k1(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

= c2k+j+1, j = 0, 1, k = 0, 1,
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\~\beta k1(tk + 0) = a - 1
12 (tk + 0)\eta k1, k = 1, 2,

d

dt
\~\beta k1(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

=

\Biggl( 
a11(tk + 0)a - 1

12 (tk + 0) - a - 2
12 (tk + 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

\Biggr) 
\eta k1

+ a12(tk  - 0)c2k - 1 + \eta k2 + a - 1
12 (t1 + 0)f1(tk + 0), k = 1, 2.

Випадок 4. a22(t) \equiv 0, a12(t) \equiv 0, a21(t) \not = 0 \forall t \in [a; b]. Маємо: \u rk = 1, \^rk = 1, \^sk1 = 1,
\~rk = rk = \v rk = 0, \alpha k = 0,

\u \varphi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~\psi 

(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~\psi 

(2)
k1 (t) =

\left[  a21(t)

 - a11(t) - a - 1
21 (t)

d

dt
a21(t)

\right]  , \^\varphi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
a - 1
21 (t)

0

\Biggr] 
,

\v \psi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~xk(t) =

\Biggl[ 
 - a - 1

21 (t)f2(t)

0

\Biggr] 
, k = 0, 2, \^Xk =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, k = 0, 1,

\~Ak =
\bigl[ 
a21(tk + 0) 0

\bigr] 
, \~fk = f2(tk + 0), \^Ak = \Xi k = 0, \Theta k = \Upsilon k = 1,

\^xk =

\Biggl[ 
\eta k1

 - a - 1
21 (tk  - 0)f2(tk  - 0) + \eta k2

\Biggr] 
, k = 1, 2,

\mu = 1, функцiї \u \beta k1(t), k = 0, 2, \xi 21(t) вiзьмемо такi, щоб виконувалися рiвностi

\u \beta 01(t0 + 0) = \u \beta 21(t3  - 0) = 0, \xi 21(t3  - 0) = 1. (61)

Тодi

\u U001 = \u U211 = \u U221 = vk =

\Biggl[ 
0

0

\Biggr] 
, k = 0, 2, D2 =

\Biggl[ 
0

\xi 21(t)

\Biggr] 
, (62)

D =

\Biggl[ 
0 0 0

0 0 1

\Biggr] 
, F =

\left[    
0 0

0 0

0 1

\right]    , G =

\left[    
1 0

0 1

0 0

\right]    , H =

\Biggl[ 
1

0

\Biggr] 
, c =

\Biggl[ 
c1

c2

\Biggr] 
,

\v x =

\Biggl[ 
\gamma 1  - a - 1

21 (t0 + 0)f2(t0 + 0) + a - 1
21 (t3  - 0)f2(t3  - 0)

\gamma 2

\Biggr] 
,

\=x =

\Biggl[ 
\gamma 1  - a - 1

21 (t0 + 0)f2(t0 + 0) + a - 1
21 (t3  - 0)f2(t3  - 0)

\gamma 2 + \u \zeta 01(t0 + 0) - \u \zeta 21(t3  - 0)

\Biggr] 
,

умови (10), (12) вiдсутнi, з (9), (11), (34) випливає

a21(t)f1(t) - a11(t)f2(t) - a - 1
21 (t)f2(t)

d

dt
a21(t) +

d

dt
f2(t) \equiv 0,

a21(tk + 0)\eta k1 + f2(tk + 0) = 0, k = 1, 2,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2025, т. 28, № 1



76 МИХАЙЛО ЄЛIШЕВИЧ

\gamma 1 = a - 1
21 (t0 + 0)f2(t0 + 0) - a - 1

21 (t3  - 0)f2(t3  - 0).

При їхньому виконаннi крайова задача (1) – (3) має розв’язки (24), (26), (35), (36), (38), (41)
з урахуванням зауваження 1:

x(t) =

\Biggl[ 
 - a - 1

21 (t)f2(t)

\u \beta k1(t) + \u \zeta k1(t)

\Biggr] 
, t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 0, 1,

x(t) =

\Biggl[ 
 - a - 1

21 (t)f2(t)

\u \beta 21(t) + \u \zeta 21(t) + \xi 21(t)(\gamma 2 + \zeta 01(t0 + 0) - \zeta 21(t3  - 0))

\Biggr] 
, t \in [t2 + 0; t3  - 0],

\u \beta k1(tk+1  - 0) = ck+1, k = 0, 1,

\u \beta k1(tk + 0) =  - a - 1
21 (tk  - 0)f2(tk  - 0) + \eta k2, k = 1, 2.

Випадок 5. a22(t) \equiv 0, a12(t) \equiv 0, a21(t) \equiv 0 \forall t \in [a; b]. Маємо: \u rk = 1, \v rk = 1,
\~rk = r = \^rk = 0, \alpha k = 1,

\u \varphi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \u \psi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \v \varphi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \v \psi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, qk1(t) =

\Biggl[ 
1

0

\Biggr] 
, pk1(t) =

\Biggl[ 
1

0

\Biggr] 
,

Xk(t) = exp

\left(  t\int 
tk+0

a11(z)dz

\right)  , \~Xk(t) =

\Biggl[ 
1

0

\Biggr] 
exp

\left(  t\int 
tk+0

a11(z)dz

\right)  ,

\~xk(t) =

\left[  \int t

tk+0
exp

\biggl( \int t

\tau 
a11(z) dz

\biggr) 
f1(\tau ) d\tau 

0

\right]  , k = 0, 2,

\^Xk =

\left[  exp\biggl( \int tk+1 - 0

tk+0
a11(z) dz

\biggr) 
0

0 1

\right]  , k = 0, 1,

\~Bk =
\bigl[ 
1 0

\bigr] 
, \Theta k =

\Biggl[ 
1 0

0 1

\Biggr] 
, \^xk =

\left[   \eta k1\int tk - 0

tk - 1+0
exp

\biggl( \int tk - 0

\tau 
a11(z) dz

\biggr) 
f1(\tau )d\tau + \eta k2

\right]   ,
\Xi k

\Bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\Bigr) 
=

\Biggl[ 
0

0

\Biggr] 
, k = 1, 2,

\=A =
\bigl[ 
0 0  - 1 0

\bigr] 
, \=f =  - \eta 11, \=\Xi =

\left[       
0

0

 - 1

0

\right]       , \=\Theta =

\left[       
1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

\right]       , \=\Upsilon = 0,

\mu = 1, функцiї \u \beta k1(t), k = 0, 2, \xi 21(t) вiзьмемо такi, щоб виконувалися рiвностi (61), (62).
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Тодi

D =

\biggl[ 
 - 1 0 0 0
0 0 0 1

\biggr] 
, F =

\left[    
 - 1 0
0 0
0 0
0 1

\right]    ,

G =

\left[    
0 0
1 0
0 1
0 0

\right]    , H =

\biggl[ 
0
0

\biggr] 
, c =

\biggl[ 
c1
c2

\biggr] 
,

\v x =

\biggl[ 
\gamma 1  - \varkappa 
\gamma 2

\biggr] 
, \=x =

\biggl[ 
\gamma 1  - \varkappa 

\gamma 2 + \u \zeta 01(t0 + 0) - \u \zeta 21(t3  - 0)

\biggr] 
,

де

\varkappa = exp

\left(  t3 - 0\int 
t2+0

a11(z)dz

\right)  \eta 21 + t3 - 0\int 
t2+0

exp

\left(  t3 - 0\int 
\tau 

a11(z)dz

\right)  f1(\tau )d\tau 
— скалярна стала, умови (9), (11) вiдсутнi, (12), (34) виконуються, (10) спiвпадає з (60).
При її виконаннi крайова задача (1) – (3) має розв’язки (24), (26), (35), (36), (38), (41) з
урахуванням зауваження 1:

x(t) =

\left[   exp
\biggl( \int t

t0+0
a11(z) dz

\biggr) 
( - \gamma 1 + \varkappa ) +

\int t

t0+0
exp

\biggl( \int t

\tau 
a11(z)dz

\biggr) 
f1(\tau ) d\tau 

\u \beta 01(t) + \u \zeta 01(t)

\right]   ,
t \in [t0 + 0; t1  - 0],

x(t) =

\left[   exp
\biggl( \int t

t1+0
a11(z) dz

\biggr) 
\eta 11 +

\int t

t1+0
exp

\biggl( \int t

\tau 
a11(z)dz

\biggr) 
f1(\tau ) d\tau 

\u \beta 11(t) + \u \zeta 11(t)

\right]   , t \in [t1 + 0; t2  - 0],

x(t) =

\left[   exp
\biggl( \int t

t2+0
a11(z) dz

\biggr) 
\eta 21 +

\int t

t2+0
exp

\biggl( \int t

\tau 
a11(z) dz

\biggr) 
f1(\tau ) d\tau 

\u \beta 21(t) + \u \zeta 21(t) + \xi 21(t)(\gamma 2 + \zeta 01(t0 + 0) - \zeta 21(t3  - 0))

\right]   , t \in [t2 + 0; t3  - 0],

\u \beta k1(tk+1  - 0) = ck+1, k = 0, 1,

\u \beta 11(t1 + 0) = exp

\left(  t1 - 0\int 
t0+0

a11(z)dz

\right)  ( - \gamma 1 + \varkappa ) +
t1 - 0\int 

t0+0

exp

\left(  t1 - 0\int 
\tau 

a11(z) dz

\right)  f1(\tau )d\tau + \eta 12,

\u \beta 21(t2 + 0) = exp

\left(  t2 - 0\int 
t1+0

a11(z) dz

\right)  \eta 11 + t2 - 0\int 
t1+0

exp

\left(  t2 - 0\int 
\tau 

a11(z) dz

\right)  f1(\tau ) d\tau + \eta 22.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2025, т. 28, № 1



78 МИХАЙЛО ЄЛIШЕВИЧ

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв i спецiального фiнансування цiєї
роботи. Всi необхiднi данi мiстяться в статтi.

Лiтература
1. А. М. Самойленко, Н. А. Перестюк, Дифференциальные уравнения с импульсным воздействием, Вища шк.,

Київ (1987).
2. О. А. Бойчук, Л. М. Шегда, Виродженi нетеровi крайовi задачi, Нелiн. коливання, 10, № 3, 303 – 312

(2007); English translation: Nonlinear Oscil., 10, № 3, 306 – 314 (2007).
3. М.А. Елишевич, Краевая задача для системы линейных неоднородных дифференциальных уравнений первого

порядка с прямоугольными матрицами, Нелiн. коливання, 19, № 4, 476 – 492 (2016); English translation:
J. Math. Sci. (N.Y.), 228, № 3, 226 – 244 (2018).

4. А. М. Самойленко, А. А. Бойчук, В. Ф. Журавлев, Обобщенно-обратные операторы и нетеровы краевые
задачи, Iн-т математики НАН України, Київ (1995).

5. А. А. Бойчук, Е. В. Чуйко, С. М. Чуйко, Обобщенный оператор Грина краевой задачи с вырожденным
импульсным воздействием, Укр. мат. журн., 48, № 5, 588 – 594 (1996); English translation: Ukr. Math. J.,
48, № 5, 652 – 660 (1996).

6. I. I. Король, Iнтегрування вироджених диференцiальних систем з виродженням в iмпульсних умовах, Наук.
вiсн. Ужгород. ун-ту, вип. 19, 42 – 52 (2009).

7. С. М. Чуйко, Нетеровы краевые задачи для вырожденных дифференциально-алгебраических систем с ли-
нейным импульсным воздействием, Динам. системы, 4(32), № 1 – 2, 89 – 100 (2014).

8. С. М. Чуйко, Е. В. Чуйко, Линейные нетеровы краевые задачи для вырожденных дифференциально-
алгебраических систем с импульсным воздействием, Доп. НАН України, № 4, 20 – 29 (2016).

9. С. М. Чуйко, О. В. Нєсмєлова, К. С. Шевцова, Диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi з iмпульсним
впливом, Нелiн. коливання, 24, № 4, 560 – 573 (2021); English translation: J. Math. Sci. (N.Y.), 24, № 4,
316 – 331 (2021).

10. С. М. Чуйко, Е. В. Чуйко, Лiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова задача з невиродженим iмпульсним
впливом, Працi Iн-ту прикл. математики i механiки НАН України, 35, № 1, 79 – 93 (2021).

11. С.М. Чуйко, Е. В. Чуйко, К. С.Шевцова, Лiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова задача з виродженим
iмпульсним впливом, Вiсн. Харк. нац. ун-ту iм. В. Н. Каразiна. Сер. “Математика, прикладна математика
i механiка”, 94, 60 – 76 (2021).

12. М. А. Єлiшевич, Задача Кошi для системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь першого порядку
з виродженою матрицею при похiдних i iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу, Нелiн. коливання, 25,
№ 4, 325 – 340 (2022); English translation: J. Math. Sci. (N.Y.), 277, № 2, 240 – 257 (2023).

13. М. А. Єлiшевич, Задача Кошi для системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь першого порядку
з прямокутними матрицями i однiєю iмпульсною дiєю у фiксований момент часу, Нелiн. коливання, 27,
№ 1, 64 – 81 (2024).

14. М. А. Єлiшевич, Задача Кошi для системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь першого порядку
з прямокутними матрицями i iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу, Нелiн. коливання, 27, № 2,
180 – 202 (2024).

15. А. М. Самойленко, М. I. Шкiль, В. П. Яковець, Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь з виродженнями,
Вища шк., Київ (2000).

16. М. А. Елишевич, Некоторые свойства жордановых наборов векторов матрицы относительно оператора,
содержащего дифференцирование, Журн. обчисл. та прикл. математики, № 2(108), 119 – 134 (2012).

17. М. А. Елишевич, Задача Коши для системы линейных неоднородных дифференциальных уравнений первого
порядка с прямоугольными матрицами, Нелiн. коливання, 16, № 2, 173 – 190 (2013); English translation:
J. Math. Sci. (N.Y.), 198, № 3, 260 – 278 (2014).

Одержано 20.01.25,
пiсля доопрацювання — 21.02.25

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2025, т. 28, № 1


