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КЕРОВАНИХ ОБ’ЄКТIВ IЗ ЕКЗОГЕННИМИ ЗБУРЕННЯМИ
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We propose a new method for evaluating the performance measure for a class of pseudolinear systems
with exogenous disturbances and its application to the weighted H\infty -optimization problem for controlled
systems. A linear model of the satellite system stabilization with uncertain mechanical parameters is
considered. The numerical results of the search for stabilizing static state- and output-feedback controllers
are given, which provide a specified damping level of external and initial disturbances under uncertainty
conditions.

Запропоновано нову методику оцiнки критерiю якостi для класу псевдолiнiйних систем iз ек-
зогенними збуреннями та її застосування в задачi зваженої H\infty -оптимiзацiї керованих об’єктiв.
Розглянуто лiнiйну модель системи стабiлiзацiї супутникової системи з невизначеними механiч-
ними параметрами. Наведено чисельнi результати пошуку стабiлiзуючих регуляторiв за станом i
виходом, якi забезпечують заданий рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень за умов невизна-
ченостi.

1. Вступ. У сучаснiй теорiї керування розвиваються i широко застосовуються методи
H2/H\infty -оптимiзацiї систем, якi забезпечують робастну стiйкiсть станiв рiвноваги та послаб-
люють негативний вплив зовнiшнiх (екзогенних) збурень на динамiку керованих об’єктiв
(див., наприклад, [1 – 3]). Типовим критерiєм якостi у таких задачах для систем iз нульовим
початковим станом є максимальне значення вiдношення L2 -норм векторiв контрольова-
ного виходу об’єкта i збурень. Для класу лiнiйних автономних систем ця характеристика
збiгається з H\infty -нормою матричної передатної функцiї.

На практицi рiвняння руху керованих об’єктiв разом iз екзогенними збуреннями мо-
жуть мiстити також невизначенi параметри та функцiї. У таких випадках виникають задачi
робастного H2/H\infty -керування систем за умов невизначеностi [4 – 9]. Вiдомi методи H\infty -
оптимiзацiї лiнiйних систем базуються на критерiях виконання верхнiх оцiнок для вiдпо-
вiдних критерiїв якостi, встановлених у термiнах квадратичних матричних рiвнянь Рiккатi
(МРР) або лiнiйних матричних нерiвностей (ЛМН) [1, 10 – 12]. Для розв’язання ЛМН
створено достатньо ефективнi засоби LMI Toolbox комп’ютерної системи MATLAB [13].
Для деяких класiв нелiнiйних систем розроблено методи оцiнки та пониження впливу
зовнiшнiх збурень, що базуються на розв’язуваннi залежних вiд стану системи складних
спiввiдношень у виглядi рiвнянь iз частинними похiдними або нерiвностей Гамiльтона –
Якобi – Iсаака, МРР, ЛМН тощо (див., наприклад, [14 – 18]).

У цiй статтi на основi попереднiх дослiджень автора розвинуто новi пiдходи до за-
дачi робастної H\infty -оптимiзацiї псевдолiнiйних систем керування за умов невизначеностi
та їхнього застосування в задачi стабiлiзацiї лiтального апарата. При цьому використано
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узагальненi критерiї якостi, якi характеризують зважений рiвень гасiння зовнiшнiх збу-
рень, а також початкових збурень, обумовлених невiдомим початковим вектором. За до-
помогою вагових коефiцiєнтiв у таких критерiях якостi можна встановити прiоритети мiж
компонентами керованого виходу i невизначених збурень у системi керування. Причо-
му компонентами невизначених збурень можуть бути як зовнiшнi збурення, що дiють на
систему, так i похибки вимiрюваного виходу.

Будемо використовувати такi позначення: In —одинична матриця порядку n; 0n\times m —
нульова (n\times m)-вимiрна матриця; X = X\top > 0 (\geq 0) — додатно (невiд’ємно) визначена
симетричнаматриця X; \sigma (A)—спектрматрицi A; A - 1

\bigl( 
A\top \bigr) —обернена (транспонована)

матриця; KerA — ядро матрицi A; WA — матриця, стовпцi якої утворюють базис ядра
KerA; Co \{ A1, . . . , A\nu \} — опуклий многогранник (полiтоп) iз вершинами A1, . . . , A\nu у
просторi матриць; \bfC r — множина функцiй, що мають неперервну похiдну порядку r у
областi визначення; \| x\| —евклiдова норма вектора x; \| z\| Q — зважена L2 -норма вектор-
функцiї z(t) вигляду

\| z\| Q =

\sqrt{}     \infty \int 
0

z\top Qz dt.

2. Оцiнка зважених критерiїв якостi. Нехай z \in \BbbR k i w \in \BbbR s —вектори вiдповiдно конт-
рольованого виходу i зовнiшнiх збурень деякої динамiчної системи з початковим станом
x0 \in \BbbR n, J0 i J — зваженi критерiї якостi цiєї системи вигляду

J0 = sup
0<\| w\| P<\infty 

\| z\| Q
\| w\| P

, J = sup
(w,x0)\in \scrW 

\| z\| Q\sqrt{} 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

, (1)

де \scrW — множина допустимих пар (w, x0) системи, для яких виконується нерiвнiсть 0 <
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0 < \infty , P = P\top > 0, Q = Q\top > 0 i X0 = X\top 

0 > 0 — заданi ваговi матрицi
[19, 20]. У випадку одиничних матриць P = Is i Q = Ik характеристика J0 збiгається зi
стандартним критерiєм якостi в теорiї H\infty -керування. Значення J характеризує зважений
рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень у системi.

Вектор збурення w(t) i початковий вектор x0 називатимемо найгiршими в системi щодо
критерiю якостi J, якщо на їхнiх значеннях у (1) досягнуто супремум, тобто \| z\| 2Q =

J2
\bigl( 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

\bigr) 
. Вектор w(t) є найгiршим щодо J0, якщо \| z\| Q = J0\| w\| P . У [12, 21]

запропоновано методи знаходження таких векторiв для лiнiйних систем, якi базуються на
розв’язуваннi МРР.

Розглянемо псевдолiнiйну систему

\.x = A(x)x+B(x)w, z = C(x)x+D(x)w, x(0) = x0, (2)

де A, B, C i D — матрицi, неперервно залежнi вiд x \in \scrS 0, \scrS 0 — деяка вiдкрита опукла
обмежена область у просторi \BbbR n i 0 \in \scrS 0. Систему (2) називають внутрiшньо стiйкою, якщо
її нульовий стан x \equiv 0 за вiдсутностi збурень (w \equiv 0) асимптотично стiйкий. Визначимо
локальнi характеристики J0 i J вигляду (1) внутрiшньо стiйкої системи (2).

Якщо iснують функцiя v(x) i матриця X(x) = X\top (x), для яких при x \in \scrS 0 виконуються
спiввiдношення

\partial v(x)

\partial x
= 2x\top X(x), (3)
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\Phi (x) =

\Biggl[ 
A\top X +XA+ C\top QC XB + C\top QD

B\top X +D\top QC D\top QD  - \gamma 2P

\Biggr] 
< 0 (4)

i X > 0, то система (2) внутрiшньо стiйка i виконується оцiнка J0 \leq \gamma . При цьому
J \leq \gamma , якщо 0 < X \leq \gamma 2X0 [20]. Вiдомо [17, 22], що для заданої вектор-функцiї h(x) :
\scrS 0 \rightarrow \BbbR n класу \bfC r iснує скалярна функцiя v \in \bfC r+1 така, що \partial v(x)

\partial x
= 2h\top (x), тодi й лише

тодi, коли

\partial hi(x)

\partial xj
=

\partial hj(x)

\partial xi
, x \in \scrS 0, i = 1, n - 1, j = i+ 1, n. (5)

При цьому функцiю v(x) можна визначити як

v(x) = 2x\top 
1\int 

0

h(tx) dt, v(0) = 0. (6)

Покладемо h(x) = X(x)x, де X(x) — диференцiйовна матричнозначна функцiя. Тодi
умови (5) i (3) є наслiдком спiввiдношень

\partial Xi

\partial xj
=

\partial Xj

\partial xi
, i = 1, n - 1, j = i+ 1, n, (7)

де Xi — стовпцi матрицi X(x), i = 1, n. Якщо до того ж X(x) > 0, то функцiя v(x) у (3) i
(6) додатно визначена. Отже, маємо таке твердження.

Лема 1. Якщо iснує симетрична матриця X(x), яка задовольняє спiввiдношення (4), (7),
i X > 0, то система (2) внутрiшньо стiйка з критерiєм якостi J0 \leq \gamma . При цьому J \leq \gamma ,
якщо 0 < X \leq \gamma 2X0.

Умови леми 1 в загальному випадку складнi для перевiрки, але в деяких випадках їх
можна спростити. Зокрема, якщо \Phi (0) < 0, то завдяки припущенню про неперервну залеж-
нiсть \Phi (x) матрична нерiвнiсть (4) буде виконуватися в деякому околi \scrS \subseteq \scrS 0 нульового
стану системи (2). У цьому випадку критерiї якостi J0 i J лiнеаризованої системи

\.x = Ax+Bw, z = C x+Dw, x(0) = x0, (8)

де A = A(0), B = B(0), C = C(0) i D = D(0), можна вважати локальними характеристи-
ками системи (2) в цьому околi. Якщо до того ж матрицю X шукати сталою, то рiвностi (7)
виконуються автоматично. При цьому система (2) внутрiшньо стiйка i J0 \leq \gamma (J \leq \gamma ),
якщо \Phi (0) < 0 i X > 0 (0 < X \leq \gamma 2X0). Лiнiйна система (8) внутрiшньо стiйка i J0 < \gamma 
(J < \gamma ) тодi й лише тодi, коли \Phi (0) < 0 i X > 0 (0 < X < \gamma 2X0) [19].

Лема 2 [21]. Нехай X > 0 — стабiлiзовний розв’язок МРР

A\top 
0 X +XA0 +XR0X +Q0 = 0, (9)

де A0 = A + BR - 1D\top QC, R0 = BR - 1B\top , Q0 = C\top \bigl( Q + QDR - 1D\top Q
\bigr) 
C, R = \gamma 2P  - 

D\top QD > 0 i \gamma = J. Тодi X \leq J2X0 i структурований вектор зовнiшнiх збурень у формi
лiнiйного зворотного зв’язку за станом

w = K\ast x, K\ast = R - 1
\bigl( 
B\top X +D\top QC

\bigr) 
, (10)
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де x = x(t, x0) — розв’язок системи

\.x = (A+BK\ast )x, x(0) = x0, (11)

i довiльний початковий вектор x0 \in Ker
\bigl( 
X  - J2X0

\bigr) 
є найгiршими щодо критерiю якостi J

для системи (8).
Якщо X > 0 — стабiлiзовний розв’язок МРР (9) при \gamma = J0, де x = x(t, x0) — розв’язок

системи (11) при x0 = 0, то структурований вектор зовнiшнiх збурень (10) є найгiршим
щодо критерiю якостi J0 для системи (8).

3. Системи керування з обмеженими збуреннями. Розглянемо типову модель системи
керування iз зовнiшнiми збуреннями\left[    

\.x

z

y

\right]    =

\left[    
A(x) B1(x) B2(x)

C1(x) D11(x) D12(x)

C2(x) D21(x) D22(x)

\right]    
\left[    
x

w

u

\right]    , x(0) = x0, (12)

де x \in \BbbR n, u \in \BbbR m, w \in \BbbR s, z \in \BbbR k i y \in \BbbR l —вектори вiдповiдно стану, керування, зовнiш-
нiх збурень, контрольованого i спостережуваного виходiв, а позначенi матричнi функцiї
неперервно залежнi вiд x \in \scrS 0. Нехай J0 i J — критерiї якостi цiєї системи вигляду (1)
стосовно контрольованого виходу z при заданому керуваннi u. Задача полягає у побудовi
стабiлiзовних J0 - i J-оптимальних регуляторiв, якi мiнiмiзують вiдповiднi значення J0 i J
для замкненої системи. Пошук таких регуляторiв можна здiйснювати на основi досягнен-
ня вiдповiдних оцiнок J0 \leq \gamma i J \leq \gamma при мiнiмально можливому значеннi параметра
\gamma > 0.

Нехай у подальшому D22(x) = 0. Тодi, застосовуючи статичний регулятор за спостере-
жуваним виходом u = K(x)y, замкнена система має вигляд

\.x = A\ast (x)x+B\ast (x)w, z = C\ast (x)x+D\ast (x)w, x(0) = x0, (13)

де

A\ast = A+B2KC2, B\ast = B1 +B2KD21, C\ast = C1 +D12KC2, D\ast = D11 +D12KD21.

Переписуючи матричну нерiвнiсть (4) для системи (13) у виглядi ЛМН стосовно матрицi
регулятора K [21]

L\top 
0 KR0 +R\top 

0 K
\top L0 +\Omega < 0, (14)

де

R0 =
\bigl[ 
R 0l\times k

\bigr] 
, L0 =

\bigl[ 
L 0m\times s

\bigr] \widetilde X, R =
\bigl[ 
C2 D21

\bigr] 
, L =

\bigl[ 
B\top 

2 D\top 
12

\bigr] 
,

\widetilde X =

\left[    
X 0 0

0 0 Ik

0 Is 0

\right]    , \Omega =

\left[    
A\top X +XA XB1 C\top 

1

B\top 
1 X  - \gamma 2P D\top 

11

C1 D11  - Q - 1

\right]    
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i застосовуючи вiдомий критерiй сумiсностi цiєї нерiвностi [10], отримаємо спiввiдношення

W\top 
R

\Biggl[ 
A\top X +XA+ C\top 

1 QC1 XB1 + C\top 
1 QD11

B\top 
1 X +D\top 

11QC1 D\top 
11QD11  - \gamma 2P

\Biggr] 
WR < 0, (15)

W\top 
L

\Biggl[ 
AY + Y A\top +B1P

 - 1B\top 
1 Y C\top 

1 +B1P
 - 1D\top 

11

C1Y +D11P
 - 1B\top 

1 D11P
 - 1D\top 

11  - \gamma 2Q - 1

\Biggr] 
WL < 0 (16)

i XY = \gamma 2In. Остання рiвнiсть за умов X > 0 i Y > 0 еквiвалентна спiввiдношенням

W =

\Biggl[ 
X \gamma In

\gamma In Y

\Biggr] 
\geq 0, rankW \equiv n. (17)

Отже, на основi леми 1 i наведених спiввiдношень маємо таке твердження.
Теорема 1. Якщо для деяких матриць X(x) > 0 i Y (x) > 0 виконуються спiввiдношен-

ня (7), (15) – (17), то iснує статичний регулятор u = Ky, при якому замкнена система (13)
є внутрiшньо стiйкою з критерiєм якостi J0 \leq \gamma . При цьому J \leq \gamma , якщо X \leq \gamma 2X0.

Матрицю K шуканого регулятора в теоремi 1 можна визначити як розв’язок ЛМН (14)
при заданих X > 0 i Y > 0.

Заслуговує уваги окремий випадок

C2 = In, D21 = 0, D\top 
11(x)QD11(x) < \gamma 2P, x \in \scrS 0, (18)

коли спостережуваним виходом системи (12) є її вектор стану. У цьому випадку умови тео-
реми 1 зводяться до спiввiдношень, що визначають одну невiдому матрицю Y (x). Дiйсно,
за умов (18) нерiвнiсть (15) не залежить вiд X, умови (7) можна переписати як

\partial Yi
\partial xj

=
\partial Yj
\partial xi

, x \in \scrS 0, i = 1, n - 1, j = i+ 1, n, (19)

де [Y1, . . . , Yn] = Y  - 1(x), а замiсть X \leq \gamma 2X0 можна використати еквiвалентну нерiвнiсть
Y \geq X - 1

0 .

Якщо матрицю регулятора шукати у виглядi K = ZY  - 1, то, враховуючи рiвнiсть XY =
\gamma 2In, ЛМН (14) за умов (18) можна подати як\left[    

\gamma 2
\bigl( 
AY + Y A\top +B2Z + Z\top B\top 

2

\bigr) 
\gamma 2B1 Y C\top 

1 + Z\top D\top 
12

\gamma 2B\top 
1  - \gamma 2P D\top 

11

C1Y +D12Z D11  - Q - 1

\right]    < 0. (20)

Теорема 2. Якщо iснують матрицi Y (x) > 0 i Z(x), що задовольняють спiввiдношен-
ня (19) i (20), то статичний регулятор за станом u = K(x)x, де K(x) = Z(x)Y  - 1(x),
забезпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої системи (13) iз критерiєм якостi J0 \leq \gamma . При
цьому J \leq \gamma , якщо Y (x) \geq X - 1

0 .

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 3



РОБАСТНА СТАБIЛIЗАЦIЯ I ЗВАЖЕНА \bfitH \infty -ОПТИМIЗАЦIЯ КЕРОВАНИХ ОБ’ЄКТIВ . . . 383

4. Робастна стабiлiзацiя за умов невизначеностi. Розглянемо систему (12) за умов не-
визначеностi

A(x) \in Co \{ A1, . . . , A\nu 1\} , B1(x) \in Co \{ B11, . . . , B1\nu 2\} ,

C1(x) \in Co \{ C11, . . . , C1\nu 3\} , D11(x) \in Co \{ D111, . . . , D11\nu 4\} .
(21)

Заданi набори матриць Ai, i = 1, \nu 1, B1j , j = 1, \nu 2, C1p, p = 1, \nu 3 i D11q, q = 1, \nu 4, є
вершинами деяких полiтопiв у вiдповiдних матричних просторах \BbbR n\times n, \BbbR n\times s, \BbbR k\times n i \BbbR k\times s.
При цьому значення матриць A(x), B1(x), C1(x) i D11(x) можна вважати невизначеними
i представленими у виглядi

A(x) =

\nu 1\sum 
i=1

aiAi, B1(x) =

\nu 2\sum 
j=1

bjB1j , C1(x) =

\nu 3\sum 
p=1

cpC1p, D11(x) =

\nu 4\sum 
q=1

dqD11q, (22)

де невiд’ємнi й залежнi вiд x скалярнi функцiї ai, bj , cp i dq задовольняють спiввiдношення

\nu 1\sum 
i=1

ai =

\nu 2\sum 
j=1

bj =

\nu 3\sum 
p=1

cp =

\nu 4\sum 
q=1

dq \equiv 1, x \in \scrS 0, t \geq 0. (23)

Побудуємо системи ЛМН вигляду (14) – (16) для всiх можливих комбiнацiй вершин
заданих полiтопiв

L\top 
0 KR0 +R\top 

0 K
\top L0 +

\left[    
A\top 

i X +XAi XB1j C\top 
1p

B\top 
1jX  - \gamma 2P D\top 

11q

C1p D11q  - Q - 1

\right]    < 0, (24)

W\top 
R

\Biggl[ 
A\top 

i X +XAi + C\top 
1pQC1p XB1j + C\top 

1pQD11q

B\top 
1jX +D\top 

11qQC1p D\top 
11qQD11q  - \gamma 2P

\Biggr] 
WR < 0, (25)

W\top 
L

\Biggl[ 
AiY + Y A\top 

i +B1jP
 - 1B\top 

1j Y C\top 
1p +B1jP

 - 1D\top 
11q

C1pY +D11qP
 - 1B\top 

1j D11qP
 - 1D\top 

11q  - \gamma 2Q - 1

\Biggr] 
WL < 0, (26)

i = 1, \nu 1, j = 1, \nu 2, p = 1, \nu 3, q = 1, \nu 4.

Нерiвностi (14) – (16) за умов (22), (23) є наслiдками вiдповiдних систем нерiвностей (24) –
(26) (див. лему 1.21 у [20]). Якщо сталi матрицi X > 0 i Y > 0 задовольняють систему
спiввiдношень (17), (25) i (26), то для кожного набору iндексiв \{ i, j, p, q\} ЛМН (24) має
розв’язок K = Kijpq. Якщо K — спiльний розв’язок цiєї системи ЛМН при знайдених
X i Y, то за теоремою 1 регулятор u = Ky забезпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої
системи (13) iз критерiєм якостi J0 \leq \gamma за умов невизначеностi (21). При цьому J \leq \gamma ,
якщо X \leq \gamma 2X0.

Наведемо наслiдок теореми 2 за умов (18), (21) i

B2(x) \in Co \{ B21, . . . , B2\nu 5\} , D12(x) \in Co \{ D121, . . . , D12\nu 6\} . (27)
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Наслiдок 1. Нехай сталi матрицi Y > 0 i Z задовольняють систему ЛМН\left[    
\gamma 2

\bigl( 
AiY + Y A\top 

i +B2rZ + Z\top B\top 
2r

\bigr) 
\gamma 2B1j Y C\top 

1p + Z\top D\top 
12f

\gamma 2B\top 
1j  - \gamma 2P D\top 

11q

C1pY +D12fZ D11q  - Q - 1

\right]    < 0, (28)

i = 1, \nu 1, j = 1, \nu 2, p = 1, \nu 3, q = 1, \nu 4, r = 1, \nu 5, f = 1, \nu 6.

Тодi статичний регулятор за станом u = Kx, K = ZY  - 1, забезпечує внутрiшню стiйкiсть
замкненої системи (13) iз критерiєм якостi J0 \leq \gamma за умов невизначеностi (21) i (27). При
цьому J \leq \gamma , якщо Y \geq X - 1

0 .
Зауважимо, що твердження наслiдку 1 зберiгає чиннiсть для класу нелiнiйних неавто-

номних систем типу (12), якщо припустити, що матричнi функцiї, значення яких належать
заданим полiтопам у (21) i (27), залежать вiд x i t.

Для пошуку невiдомих матриць X i Y, що задовольняють систему спiввiдношень (17),
(25) i (26) можна скористатися засобами LMIRank i YALMIP системиMATLAB, якi дозво-
ляють розв’язувати системи ЛМН iз ранговими обмеженнями [23, 24]. Алгоритм синтезу
нелiнiйної системи (12) iз критерiєм якостi J < \gamma iз невизначеностями (21) i (27) на осно-
вi наслiдку 1 зводиться до розв’язування системи ЛМН (28) i Y \geq X - 1

0 без додаткових
рангових обмежень.

5. Робастна стабiлiзацiя лiтального апарата. Розглянемо задачу стабiлiзацiї супутни-
кової системи, яка складається з двох твердих тiл, з’єднаних гнучким зв’язком. Рiвняння
руху цiєї системи мають вигляд [25]\left\{   J1\"\theta 1 + d( \.\theta 1  - \.\theta 2) + \mu (\theta 1  - \theta 2) = u,

J2\"\theta 2 + d( \.\theta 2  - \.\theta 1) + \mu (\theta 2  - \theta 1) = w,
(29)

де \theta 1 i \theta 2 — кути повороту основного корпусу i приладового модуля з вiдповiдними мо-
ментами iнерцiї J1 i J2, u —керуючий крутний момент, w —збурення крутного моменту.
Гнучкий зв’язок мiж тiлами моделюється як пружина з постiйним крутним моментом \mu i
в’язким демпфуванням d.

При побудовi керування бажано понизити вплив збурення w на кут повороту приладо-
вого модуля \theta 2 при невизначених допустимих значеннях параметрiв

\mu \leq \mu \leq \mu , d \leq d \leq d. (30)
Покладемо J1 = J2 = 1 i перепишемо рiвняння (29) iз вектором контрольованого виходу
z =

\bigl[ 
\theta 2 0,01u

\bigr] \top у виглядi

\.x = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u,
(31)

де

x =

\left[       
\theta 1

\theta 2

\.\theta 1

\.\theta 2

\right]       , A(\mu , d) =

\left[       
0 0 1 0

0 0 0 1

 - \mu \mu  - d d

\mu  - \mu d  - d

\right]       , B1 =

\left[       
0

0

0

1

\right]       , B2 =

\left[       
0

0

1

0

\right]       ,
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C1 =

\Biggl[ 
0 1 0 0

0 0 0 0

\Biggr] 
, D11 =

\Biggl[ 
0

0

\Biggr] 
, D12 =

\Biggl[ 
0

0,01

\Biggr] 
.

Iнтервальну множину невизначеностi (30) у системi (31) можна подати як матричний
полiтоп iз чотирма вершинами, тобто A(\mu , d) \in Co

\bigl\{ 
A1, A2, A3, A4

\bigr\} 
, де

A1 = A(\mu , d), A2 = A(\mu , d), A3 = A(\mu , d), A4 = A(\mu , d).

5.1. Статичний регулятор за станом. Виберемо ваговi матрицi критерiїв якостi J0 i J :
Q = I2, P = 1 i X0 = 5I4. У цьому випадку J0 збiгається з H\infty -нормою матричної
передатної функцiї системи. У [25] проведено розрахунки матрицi статичного регулятора
за станом, при якому замкнена система є внутрiшньо стiйкою з критерiєм якостi J0 < \gamma =
1,478 для довiльних значень параметрiв \mu i d з iнтервалiв

0,09 \leq \mu \leq 0,4, 0,0038 \leq d \leq 0,04.

Наведемо результати аналогiчних розрахункiв, проведених на основi наслiдку 1, розши-
ривши наведенi iнтервали невизначеностi. Iз застосуванням засобiв LMI Toolbox системи
MATLAB знайдено керування

u = Kx, K =  - 
\bigl[ 
204,368591 1143,861238 39,303565 2380,510261

\bigr] 
, (32)

яке забезпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої системи з критерiєм якостi J = 1,462145 <
\gamma = 2,23 за умов невизначеностi

0,085 \leq \mu \leq 0,455, 0,003 \leq d \leq 0,045. (33)

При цьому J0 = 0,758722.
Крiм того, поклавши \mu = \mu 0 = 0,2 i d = d0 = 0,02, на основi леми 2 знайдено найгiрше

збурення

w = K\ast x, K\ast =
\bigl[ 
0,324152 2,003559 0,059591 3,845553

\bigr] 
, (34)

i найгiрший нормований початковий вектор стосовно критерiю якостi J :

x0 =
\bigl[ 
0,072183 0,488815 0,013214 0,869296

\bigr] \top 
, \| x0\| = 1. (35)

Замкнена система з керуванням (32) за умов (34 i (35) має вигляд

\.x = Mx, M = A(\mu 0, d0) +B1K\ast +B2K, x(0) = x0, (36)

її спектр
\sigma (M) = \{  - 27,273378,  - 5,147114,  - 2,390696,  - 0,686825\} .

На рис. 1 зображено розв’язок системи (36), а на рис. 2— вектор-функцiю w(t) найгiршого
збурення (34).

5.2. Статичний регулятор за виходом. Нехай у системi (31) вимiрюється вектор виходу

y = C2x =

\left[    
\theta 1

\.\theta 1

\.\theta 2

\right]    , C2 =

\left[    
1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

\right]    ,
а її критерiї якостi J0 i J визначенi з ваговими матрицями Q = I2, P = 10 i X0 = I4.
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Рис. 1. Розв’язок замкненої системи з керуван-
ням (32) за умов (34) i (35).
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Рис. 2. Найгiрше збурення (34) щодо критерiю
якостi J.

На основi спiввiдношень (17), (25) i (26) за допомогою засобiв LMIRank i YALMIP
системи MATLAB побудовано статичний регулятор за виходом

u = Ky, K =
\bigl[ 
 - 343,791162  - 414,375419  - 1126,581506

\bigr] 
, (37)

при якому замкнена система внутрiшньо стiйка з критерiєм якостi J = 2,666941 < \gamma = 3,8
за умов невизначеностi

0,19 \leq \mu \leq 0,4, 0,001 \leq d \leq 0,05. (38)

При цьому J0 = 1,582062.

На основi леми 2 при \mu = \mu 0 i d = d0 знайдено також найгiрше збурення

w = K\ast x, K\ast =
\bigl[ 
0,013978 0,038960 0,000828 0,074861

\bigr] 
, (39)

i найгiрший нормований початковий вектор щодо критерiю якостi J :

x0 =
\bigl[ 
0,154386 0,495854 0,007562 0,854539

\bigr] \top 
, \| x0\| = 1. (40)

На рис. 3 зображено розв’язок замкненої системи з керуванням (37) за умов (39) i (40)

\.x = Mx, M = A(\mu 0, d0) +B1K\ast +B2KC2, x(0) = x0, (41)

а на рис. 4 — функцiю w(t) найгiршого збурення (39). Спектр системи (41) має вигляд

\sigma (M) =
\bigl\{ 
 - 413,508209,  - 0.295780\pm 0.684432i,  - 0,240790

\bigr\} 
.
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Рис. 3. Розв’язок замкненої системи з регулято-
ром (37) за умов (39) i (40).
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Рис. 4. Найгiрше збурення (39) щодо критерiю
якостi J.
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