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We obtain necessary and sufficient solvability conditions for the operator interconnected system of Riccati
equations in the Hilbert space. Iterative algorithms for finding approximate solutions are constructed.

Отримано необхiднi й достатнi умови розв’язностi операторної зв’язаної системи рiвнянь Рiккатi у
гiльбертовому просторi. Побудовано iтерацiйнi алгоритми для знаходження наближених розв’язкiв.

1. Вступ. Цю статтю присвячено дослiдженню операторної системи зв’язаних рiвнянь Рiк-
катi. Зауважимо, що здобутi результати узагальнюють добре вiдомi результати з [1 – 4] для
випадку таких задач. Дослiджуємо умови бiфуркацiї та розгалуження розв’язкiв. Як вiдо-
мо, таке рiвняння використовують у теорiях оптимального керування, iгор, стiйкостi руху
[5]. У згаданих роботах такi задачi дослiджували як у критичному, так i в некритичному
випадках, коли може порушуватись єдинiсть розв’язку, а задача може бути розв’язною
не при всiх правих частинах. Такi задачi є некоректними за Адамаром. У цiй роботi за
допомогою теорiї й методики, розроблених у роботах Бойчука [1, 2, 6 – 15] i його учнiв,
вдається дослiдити зв’язану систему операторних рiвнянь Рiккатi, що останнiм часом є ду-
же актуальним напрямком у прикладних задачах i застосовується при дослiдженнi певних
нейронних мереж (див. також роботи [16 – 19]). Основну методику може бути використано
й у випадку задач iз оператором, що має незамкнену множину значень [12, 13].

2. Постановка задачi. Розглянемо операторну систему зв’язаних рiвнянь Рiккатi

AiiXi(\varepsilon ) +Xi(\varepsilon )Bii + \varepsilon 
n\sum 

j=1, j \not =i

Xj(\varepsilon )CijXj(\varepsilon ) = Di, (1)

де Aii, Bii, Cij , Di \in \scrL (\scrH ) — лiнiйнi й обмеженi оператори (матрицi), що дiють у просторi
Гiльберта \scrH . Знайдемо необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв Xi(\varepsilon ), якi при
\varepsilon = 0 перетворюються на один iз розв’язкiв X0

i = Xi(0) породжуючої системи
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\bfL iX
0
i := AiiX

0
i +X0

i Bii = Di. (2)

3. Лiнiйний випадок. Дослiдимо спочатку лiнiйну задачу (2). Припустимо для простоти,
що оператори \bfL i мають замкнену множину значень R(\bfL i) = R(\bfL i), тобто є нормально-
розв’язними. При цьому, як вiдомо [12], задача (2) буде розв’язною тодi й лише тодi, коли
виконуються такi умови розв’язностi:

PN(\bfL \ast 
i )
Di = 0, i = 1, n. (3)

Тут PN(\bfL \ast 
i )

= I - \bfL i\bfL 
+
i —проєктори на коядро операторiв \bfL i, тому множина розв’язкiв (2)

має вигляд

X0
i = \bfL +

i Di + PN(\bfL i)Hi, Hi \in \scrL (\scrH ), (4)

де L+
i псевдооберненi за Муром –Пенроузом до операторiв \bfL i i PN(\bfL i) — проєктори на

вiдповiднi ядра операторiв \bfL i [14].
Таким чином, отримуємо таке допомiжне твердження.
Лема. Система (2) розв’язнатодi й лишетодi, коли виконуються умови (3). За виконання

умов (3) множина розв’язкiв системи (2) має вигляд (4).
4. Нелiнiйний випадок. Знайдемо необхiдну умову iснування розв’язку (1). Для цього

перепишемо систему (1) у виглядi

\bfL iXi(\varepsilon ) =  - \varepsilon 
n\sum 

j=1, j \not =i

Xj(\varepsilon )CijXj(\varepsilon ) +Di. (5)

Розглядатимемо праву частину (5) як неоднорiднiсть. Тодi необхiдна й достатня умова
розв’язностi набуває вигляду

 - \varepsilon 
n\sum 

j=1, j \not =i

PN(\bfL i)\ast Xj(\varepsilon )CijXj(\varepsilon ) + PN(\bfL \ast 
i )
Di = 0. (6)

Оскiльки виконується умова (3), то пiсля дiлення на \varepsilon i переходу до межi при \varepsilon \rightarrow 0,
одержуємо

n\sum 
j=1, j \not =i

PN(\bfL \ast 
i )
X0

jCijX
0
j = 0. (7)

Пiдставляючи рiвнiсть (4), маємо систему рiвнянь щодо операторiв Hi :

Fi(H1, H2, . . . ,Hn) =
n\sum 

j=1, j \not =i

PN(\bfL \ast 
i )

\bigl( 
L+
j Dj + PN(\bfL j)Hj

\bigr) 
Cij

\bigl( 
L+
j Dj + PN(\bfL j)Hj

\bigr) 
= 0. (8)

Таким чином, отримуємо необхiдну умову iснування розв’язкiв нелiнiйної операторної
системи зв’язаних рiвнянь Рiккатi.

Теорема 1 (необхiдна умова iснування). Нехай система (5) має розв’язок Xi(\varepsilon ), який
перетворюється на один iз розв’язкiв Xi(0) = X0

i лiнiйної породжуючої системи (2) з опе-
раторами Hi = H0

i . Тодi цi оператори задовольняють нелiнiйну операторну систему для
породжуючих операторiв (8).
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Для отримання достатньої умови зробимо замiну змiнних

Xi(\varepsilon ) = Yi(\varepsilon ) +X0
i . (9)

Пiсля неї отримуємо задачу

\bfL iYi(\varepsilon ) =  - \varepsilon 
n\sum 

j=1, j \not =i

\bigl( 
Yj(\varepsilon ) +X0

j

\bigr) 
Cij

\bigl( 
Yj(\varepsilon ) +X0

j

\bigr) 
.

Вона буде розв’язною тодi й лише тодi, коли виконуються умови розв’язностi
n\sum 

j=1, j \not =i

PN(\bfL \ast 
i )

\bigl( 
Yj(\varepsilon ) +X0

j

\bigr) 
Cij

\bigl( 
Yj(\varepsilon ) +X0

j

\bigr) 
= 0. (10)

При їхньому виконаннi множина розв’язкiв нелiнiйної операторної системи має такий
вигляд:

Yi(\varepsilon ) = Y i(\varepsilon ) + PN(\bfL i)H i(\varepsilon ), H i(\varepsilon ) \in \scrL (\scrH ), (11)

де

Y i(\varepsilon ) =  - \varepsilon 
n\sum 

j=1, j \not =i

\bfL +
i

\bigl( 
Yj(\varepsilon ) +X0

j

\bigr) 
Cij

\bigl( 
Yj(\varepsilon ) +X0

j

\bigr) 
. (12)

Пiдставляючи вираз (11) в умови розв’язностi (10), отримуємо таку операторну систему
щодо операторiв H1(\varepsilon ), H2(\varepsilon ), . . . ,Hn(\varepsilon ) (у такому виглядi її можна зобразити):

n\sum 
j=1, j \not =i

Bij
0 Hj(\varepsilon ) =  - 

n\sum 
j=1, j \not =i

PN(\bfL \ast 
i )
Yj(\varepsilon )CijYj(\varepsilon )

 - 
n\sum 

j=1, j \not =j

PN(\bfL \ast 
i )
\ell i
\bigl( 
Y 1(\varepsilon ), Y 2(\varepsilon ), . . . , Y i - 1(\varepsilon ), Y i+1(\varepsilon ), . . . , Y n(\varepsilon )

\bigr) 
,

(13)
де

Bij
0 Hj(\varepsilon ) := PN(\bfL \ast 

i )
PN(\bfL j)Hj(\varepsilon )CijX

0
j + PN(\bfL \ast 

i )
X0

jCijPN(\bfL j)Hj(\varepsilon ),

\ell i
\bigl( 
Y 1(\varepsilon ), Y 2(\varepsilon ), . . . , Y i - 1(\varepsilon ), Y i+1(\varepsilon ), . . . , Y n(\varepsilon )

\bigr) 
:=

n\sum 
j=1, j \not =i

\Bigl( 
PN(\bfL \ast 

i )
Y j(\varepsilon )CijX

0
j + PN(\bfL \ast 

i )
X0

jCijY j(\varepsilon )
\Bigr) 
.

Цю систему можемо переписати у виглядi

B0

\left(       
H1(\varepsilon )

H2(\varepsilon )

. . .

Hn(\varepsilon )

\right)       =

\left(         

PN(\bfL \ast 
1)

\sum n

j=1, j \not =1

\bigl( 
Y j(\varepsilon )C1jX

0
j +X0

jC1jY j(\varepsilon )
\bigr) 

PN(\bfL \ast 
2)

\sum n

j=1, j \not =2

\bigl( 
Y j(\varepsilon )C2jX

0
j +X0

jC2jY j(\varepsilon )
\bigr) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

PN(\bfL \ast 
n)

\sum n

j=1, j \not =n

\bigl( 
Y j(\varepsilon )CnjX

0
j +X0

jCnjY j(\varepsilon )
\bigr) 

\right)         
, (14)
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де операторна матриця B0 має вигляд

B0 =

\left(      
0 B12

0 B13
0 . . . B1n

0

B21
0 0 B23

0 . . . B2n
0

. . . . . . . . . . . . . . .

Bn1
0 Bn2

0 . . . Bnn - 1
0 0

\right)      . (15)

Достатньою умовою розв’язностi системи (14) iз операторною матрицею (15) є умова

PN(B\ast 
0 )

\left[       
PN(\bfL \ast 

1)

PN(\bfL \ast 
2)

. . .

PN(\bfL \ast 
n)

\right]       = 0. (16)

За виконання умови (16) один iз розв’язкiв системи (14) набуває вигляду

\left(      
H1(\varepsilon )

H2(\varepsilon )

. . .

Hn(\varepsilon )

\right)      = B+
0

\left(         

PN(\bfL \ast 
1)

\sum n

j=1, j \not =1

\bigl( 
Y j(\varepsilon )C1jX

0
j +X0

jC1jY j(\varepsilon )
\bigr) 

PN(\bfL \ast 
2)

\sum n

j=1, j \not =2

\bigl( 
Y j(\varepsilon )C2jX

0
j +X0

jC2jY j(\varepsilon )
\bigr) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

PN(\bfL \ast 
n)

\sum n

j=1, j \not =n

\bigl( 
Y j(\varepsilon )CnjX

0
j +X0

jCnjY j(\varepsilon )
\bigr) 

\right)         
. (17)

Використовуючи методику, запропоновану у роботах [12, 13], одержуємо достатню
умову розв’язностi операторної системи (16) i вiдповiдний iтерацiйний алгоритм побудови
наближеного розв’язку.

Теорема 2 (достатня умова iснування). За виконання умови (16) i необхiдної умови (8)
нелiнiйна операторна система зв’язаних рiвнянь Рiккатi (1) має принаймнi один розв’язок.
Цей розв’язок може бути знайдений за допомогою iтерацiйної процедури

Y
k+1
i (\varepsilon ) =  - \varepsilon 

n\sum 
j=1,j \not =i

\bfL +
i

\Bigl( 
Y k
j (\varepsilon ) +X0

j

\Bigr) 
Cij

\Bigl( 
Y k
j (\varepsilon ) +X0

j

\Bigr) 
, (18)

\left(       
H

k
1(\varepsilon )

H
k
2(\varepsilon )

. . .

H
k
n(\varepsilon )

\right)       = B+
0

\left(         

PN(\bfL \ast 
1)

\sum n

j=1, j \not =1

\Bigl( 
Y

k
j (\varepsilon )C1jX

0
j +X0

jC1jY
k
j (\varepsilon )

\Bigr) 
PN(\bfL \ast 

2)

\sum n

j=1, j \not =2

\Bigl( 
Y

k
j (\varepsilon )C2jX

0
j +X0

jC2jY
k
j (\varepsilon )

\Bigr) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

PN(\bfL \ast 
n)

\sum n

j=1, j \not =n

\Bigl( 
Y

k
j (\varepsilon )CnjX

0
j +X0

jCnjY
k
j (\varepsilon )

\Bigr) 

\right)         
, (19)

Y k+1
i (\varepsilon ) = Y

k+1
i (\varepsilon ) + PN(\bfL i)H

k
i (\varepsilon ), k = 0,\infty , (20)

Yi(\varepsilon ) = Y i(\varepsilon ) + PN(\bfL i)H i(\varepsilon ), H i(\varepsilon ) \in \scrL (\scrH ).

Область збiжностi оцiнюється як i в [14, 20].
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5. Висновки. Запропонована у цiй статтi методика дозволяє дослiджувати зв’язанi си-
стеми операторних рiвнянь Рiккатi. При цьому слiд вiдзначити вiдому монографiю [3].
Зауважимо, що за допомогою теорiї, розробленої у роботах [12, 13], можна дослiджувати
цi задачi й у випадку, коли оператори \bfL i мають незамкнену множину значень. Бiльш того,
до розглянутих задач можна додати ще й додатковi умови (як крайовi для операторно-
диференцiальних рiвнянь). За допомогою таких систем можна моделювати рiзнi класи
нейронних мереж (див., наприклад, [21 – 23], де вiдповiдне рiвняння застосовано при до-
слiдженнi теорем про неявнi функцiї для рiвнянь параболiчного та елiптичного типу).

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу, а також заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування для її виконання.
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