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We obtain sufficient conditions for the existence of solutions of initial problems for systems of stochastic
functional differential equations of neutral type. Moreover, the standard Lipschitz condition for the drift
coefficient is replaced by the condition of power growth and the monotonicity condition, which is more
natural for applications.

Отримано достатнi умови iснування розв’язкiв початкових задач для систем стохастичних функ-
цiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу. При цьому стандартну умову Лiпшиця для
коефiцiєнта зносу замiнено умовою степеневого зростання та умовою монотонностi, що є бiльш
природним для застосувань.

1. Вступ. У цiй статтi розглянуто питання iснування i єдиностi розв’язку стохастичного
функцiонально-диференцiального рiвняння нейтрального типу

d(u(t) - g(ut)) = f(ut)dt+ \sigma (ut)dW (t), t \in [0, T ], (1)

u(t) = \phi (t), t \in [ - h, 0], (2)

де ut = u(t + \theta ), \theta \in [ - h, 0], W (t) — вiнерiвський процес у Rm, u(t) — стохастичний
процес, f, g — вiдображення з C([ - h, 0], Rn) у Rn, \sigma — вiдображення з того самого
простору в Rn\times m, \phi \in C([ - h, 0], Rn) — початкова функцiя.

© Олександр Правдивий, Андрiй Станжицький, Юрiй Перестюк, 2024
238 ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 2



IСНУВАННЯ I ЄДИНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ СТОХАСТИЧНОГО ФУНКЦIОНАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ . . . 239

Структура роботи така: у вступi наведено огляд лiтератури за тематикоюдослiдження та
сформульовано мету роботи, у п. 2 дано строгу постановку задачi, наведено деякi допомiжнi
твердження та сформульовано основнi результати. Доведення основних теорем наведено
у п. 3.

Функцiонально-диференцiальнi рiвняння є моделями рiзноманiтних еволюцiйних про-
цесiв, у яких поточний стан системи безпосередньо залежить вiд минулих станiв, тобто ста-
нiв процесу у попереднi моменти часу. На вiдмiну вiд звичайних диференцiальних рiвнянь
права частина таких математичних моделей є функцiоналом, що суттєво ускладнює об’єкт
дослiдження та вимагає розробки й застосування спецiальних методiв, зокрема й функцiо-
нального аналiзу. Широке застосування таких моделей спонукало бурхливий розвиток те-
орiї функцiонально-диференцiальних рiвнянь. Iз цього приводу зазначимо монографiю [1],
де наведено велику бiблiографiю. Щодо стохастичних функцiонально-диференцiальних
рiвнянь, то вiдзначимо монографiю [2], де вивчено велике коло питань, стосовно як якiс-
ної, так i асимптотичної поведiнки розв’язкiв таких рiвнянь. Останнiм часом значну увагу
придiляють вивченню асимптотичної поведiнки на нескiнченностi розв’язкiв стохастичних
систем як у скiнченновимiрному [3 – 6], так i у нескiнченновимiрному випадках [7 – 11].
Серед функцiонально-диференцiальних рiвнянь важливе мiсце посiдають рiвняння ней-
трального типу у випадку, коли ефект запiзнення присутнiй i у похiднiй. Такi рiвняння
є бiльш складним об’єктом, нiж рiвняння, де запiзнення присутнє лише у правiй части-
нi, на що, зокрема, вказано в [1]. Стосовно стохастичних рiвнянь такого типу зауважимо
роботи [12 – 16], де як у скiнченновимiрних, так i нескiнченновимiрних випадках вивча-
ли умови iснування розв’язкiв, iнварiантнi мiри, керованiсть, стiйкiсть. Але у вказаних
роботах розглядали в основному м’якi розв’язки, i при цьому, що бiльш суттєво, вiд кое-
фiцiєнта зносу вимагалося виконання глобальної умови Лiпшиця або її послаблення типу
умови Нагумо. Проте в застосуваннях така умова не завжди виконується. Як правило, не-
лiнiйностi, що входять у рiвняння, задовольняють умови степеневого зростання та певнi
умови монотонностi. Типовим прикладом таких нелiнiйностей є нелiнiйнiсть Аллена –
Кана u - u3.

Основним результатом цiєї роботи є теорема про iснування та єдинiсть розв’язку почат-
кової задачi для вказаного вище рiвняння, а саме за умов степеневого зростання та умови
монотонностi.

2. Постановка задачi, деякi допомiжнi вiдомостi та основнi результати. Для деякого
h > 0 визначимо простiр неперервних функцiй C := C([ - h, 0], Rn) iз супремум нормою
\| \cdot \| C . При цьому \| \cdot \| означає евклiдову норму у просторi Rn. Через ut(\theta ) = u(t + \theta ),
\theta \in [ - h, 0], позначимо зсув стохастичного процесу u(t) вздовж траєкторiї. Для задачi (1),
(2) позначимо через W m-вимiрний вiнерiвський процес iз незалежними компонентами,
визначений на повному ймовiрнiсному просторi (\Omega ,\scrF ,\bfP ) з фiльтрацiєю

\scrF W
t = \sigma (W (u), 0 \leq u \leq t) \vee \scrN \subset \scrF ,

де \scrN — множини мiри 0 у \scrF .
Нехай початкова функцiя \phi є невипадковою функцiєю з C. Стосовно коефiцiєнтiв f, g,

\sigma рiвняння (1), (2) будемо вважати, що вiдображення f, g : C  - \rightarrow Rn i \sigma : C  - \rightarrow Mn\times m, де
Mn\times m — простiр (n\times m)-вимiрних матриць, є неперервними за вiдповiдними нормами.

У подальшому нам будуть потрiбнi два допомiжнi твердження, перше з яких визначає
оцiнку норми розв’язку у просторах зсувiв через оцiнку його норми у просторi Rn, а iнше
є нетривiальним узагальненням леми Гронуолла на стохастичний випадок.
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Лема 1 [13]. Нехай для будь-якого T > 0: u(t),  - h \leq t \leq T, — стохастичний процес iз
неперервними траєкторiями. Тодi, якщо p \geq 1 i u0 = \phi , то справедлива нерiвнiсть

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0,T ]

\| ut\| pC \leq \| \phi \| pC + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0,T ]

\| u(t)\| p.

Стохастична лема Гронуолла [17]. Нехай Z, H — невiд’ємнi стохастичнi процеси з
неперервними траєкторiями, узгодженi з фiльтрацiєю, M — неперервний локальний мар-
тингал. Тодi:

1. Якщо M(0) = 0 та iснують K,C \geq 0 такi, що

Z(t) \leq K

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
u\in [0,s]

(Z(u))ds+M(t) + C,

то для всiх 0 < \alpha < 1 iснують C1, C2 > 0 такi, що

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]
(Z(t))

\Biggr) \alpha 

\leq C\alpha C1e
C2KT .

2. Якщо M(0) = 0, H(0) = 0 та iснує K \geq 0 такi, що

Z(t) \leq K

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
u\in [0,s]

(Z(u))ds+M(t) +H(t),

то для всiх 0 < \alpha < 1 i \beta >
1 + \alpha 

1 - \alpha 
iснують C3, C4 > 0 такi, що

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]
(Z(t))

\Biggr) \alpha 

\leq C3e
C4KT

\Biggl( 
E( \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]
H(t))\beta 

\Biggr) \alpha /\beta 

.

3. Якщо H(t) невiд’ємний, то для всiх 0 < \alpha < 1 iснує C\alpha \geq 0 таке, що

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]
(Z(t))

\Biggr) \alpha 

\leq (C\alpha + 1)e\alpha KT

\Biggl( 
E( \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]
H(t))\alpha 

\Biggr) 
.

Стосовно функцiй f, \sigma , g будемо вважати виконаними такi умови.
Умови для функцiї g :
(G1) (лiнiйне зростання) iснує стала K1 > 0 така, що

\| g(\phi )\| 2 \leq K1

\left(  1 +

0\int 
 - h

\| \phi (s)\| 2 ds

\right)  ;

(G2) (iнтегральна лiпшицевiсть) iснує стала L1 > 0 така, що

\| g(\phi ) - g(\psi )\| 2 \leq L1

0\int 
 - h

\bigl( 
\| \phi (\theta ) - \psi (\theta )\| 2

\bigr) 
d\theta .
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Зауваження. З умови Лiпшиця в iнтегральнiй нормi випливає умова Лiпшиця в рiвно-
мiрнiй нормi завдяки оцiнкам

L1

0\int 
 - h

\bigl( 
\| \phi (\theta ) - \psi (\theta )\| 2

\bigr) 
d\theta \leq L1h\| \phi  - \psi \| 2C .

Звiдси маємо
\| g(\phi ) - g(\psi )\| \leq 

\sqrt{} 
L1h\| \phi  - \psi \| C .

Надалi будемо вимагати, щоб
\surd 
L1h < 1, та позначати L :=

\surd 
L1h.

Умови для функцiй f, \sigma :
(N1) (умови на зростання) iснують сталi K2,K3 > 0, \gamma \geq 1 такi, що

\| f(\phi )\| \leq K2

\left(  1 +

\left(  0\int 
 - h

\| \phi (t)\| dt

\right)  \right)  \gamma + \| \phi \| \gamma C

i
\| \sigma (\phi )\| 2 \leq K3

\bigl( 
1 + \| \phi \| 2C

\bigr) 
для довiльного \phi \in C;

(N2) (монотоннiсть) iснує \delta > 0 таке, що для всiх \phi , \phi 1 \in C

2(f(\phi ) - f(\phi 1), \phi (0) - \phi 1(0)) + \| \sigma (\phi ) - \sigma (\phi 1)\| 2 \leq \delta \| \phi  - \phi 1\| 2C ;

(N3) (коерцитивнiсть) iснують \lambda 1, \lambda 2 > 0 такi, що для всiх \phi \in C

2(f(\phi ), \phi (0)) + \| \sigma (\phi )\| 2 \leq \lambda 1\| \phi \| 2C + \lambda 2;

(N4) (зв’язок f i g ) iснують сталi K4, K5 такi, що

(f(\phi ), g(\phi ))) \leq K4\| \phi \| 2C +K5,

для всiх \phi \in C.

(N5) (локальна лiпшицевiсть) для будь-якого R > 0 знайдеться LR > 0 таке, що

\| f(\phi 1) - f(\phi 2)\| \leq LR\| \phi 1  - \phi 2\| C

для всiх \phi 1, \phi 2 \in C : \| \phi 1\| C \leq R, \| \phi 2\| C \leq R.

Означення. Випадковий процес u(t), узгоджений з фiльтрацiєю, називатимемо розв’яз-
ком рiвняння (1), (2) на [0, T ], якщо:

1) u(t) = \phi (t), t \in [ - h, 0];
2) u \in L2(\Omega \times [0, T ], Rn);

3) для всiх t \in [0, T ] з iмовiрнiстю 1

u(t) - g(ut) = \phi (0) - g(\phi ) +

t\int 
0

f(us) ds+

t\int 
0

\sigma (us)dW (s).
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Основними результатами роботи є такi теореми про iснування, єдинiсть розв’язку та
його неперервну залежнiсть вiд початкових даних.

Теорема 1 (iснування, єдинiсть розв’язку). Нехай виконуються умови (G1), (G2) i (N1) –
(N5). Тодi для всiх \phi \in C рiвняння (1), (2) має єдиний розв’язок на [0, T ].

Крiм того, виконується енергетична рiвнiсть

\| u - g(ut)\| 2 =
\bigm\| \bigm\| \phi (0) - g(\phi )

\bigm\| \bigm\| 2 + 2

t\int 
0

(f(us), u(s) - g(us))ds

+

t\int 
0

\| \sigma (us)\| 2 ds+ 2

t\int 
0

(\sigma (us)dW (s), u(s) - g(us)).

Теорема 2 (неперервна залежнiсть вiд початкових умов). Нехай \{ \phi n | n \geq 1\} \subset C —
послiдовнiсть початкових умов (2) i \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty \| \phi n  - \phi \| C = 0. Тодi для розв’язкiв (1), (2) un(t)
i u(t) з початковими умовами \phi n i \phi вiдповiдно маємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0,T ]

\| un(t) - u(t)\| 2 = 0.

3. Доведення основних результатiв. 3.1. Доведення теореми 1. Iснування. Доведення
iснування проведемо з використанням методу апроксимацiй Ейлера. Розглянемо послiдов-
нiсть uk(t), визначену як

uk(t) = uk
\biggl( 
[kt]

k

\biggr) 
 - g

\biggl( 
uk[kt]

k

\biggr) 
+ g
\bigl( 
ukt
\bigr) 
+

t\int 
[kt]
k

f
\bigl( 
\=uks
\bigr) 
ds+

t\int 
[kt]
k

\sigma 
\bigl( 
\=uks
\bigr) 
dW (s), t \in [0, T ], (3)

uk(t) = \phi (t), t \in [ - h, 0],

де
\=uks(\theta ) = uk

\biggl( 
(\theta + s) \wedge [ks]

k

\biggr) 
, \theta \in ( - h, 0], u0(t) := \phi (t).

Позначимо

F (t) := uk
\biggl( 
[kt]

k

\biggr) 
 - g

\biggl( 
uk[kt]

k

\biggr) 
+

t\int 
[kt]
k

f
\bigl( 
\=uks
\bigr) 
ds+

t\int 
[kt]
k

\sigma 
\bigl( 
\=uks
\bigr) 
dW (s).

Для кожного k \in \bfN i для кожного l \in \bfN 0 процес F (t) визначений однозначно через ukl
k

на промiжку t \in 
\biggl( 
l

k
,
l + 1

k

\biggr] 
. Перепишемо (3) для l = 1 :

uk(t) = g
\bigl( 
ukt
\bigr) 
+ F (t).

Таким чином, отримали таке функцiональне рiвняння, розв’язок якого uk(t) потрiбно
шукати на

\biggl[ 
 - h, 1

k

\biggr] 
:
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uk(t) = \phi (t), t \in [ - h, 0],

uk(t) = g
\bigl( 
ukt
\bigr) 
+ F (t), t \in 

\biggl( 
0,

1

k

\biggr] 
.

Для цього введемо банахiв простiр \scrB -узгоджених з \scrF W
t стохастичних процесiв iз нормою

\| \phi \| 2\scrB = E
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [ - h, 1

k ]
\| \phi (t)\| 2

\Bigr) 
i визначимо оператор Z(u) на \scrB :\left\{     

Z(u)(t) = \phi (t), t \in [ - h, 0],

Z(u)(t) = g(ut) + F (t), t \in 
\biggl( 
0,

1

k

\biggr] 
.

Спочатку покажемо, що Z дiє з \scrB у себе. Дiйсно,

\| Z(u)\| \scrB = E

\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [ - h, 1

k ]
\| Z(u)(t)\| 2

\right)  = E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [ - h,0]
\| \phi (t)\| 2

\Biggr) 
+ E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]
\| g(ut) + F (t)\| 2

\Biggr) 
.

Оскiльки \phi — невипадкова й неперервна функцiя, то вiдповiдно E
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [ - h,0] \| \phi (t)\| 2

\Bigr) 
<

\infty . Маємо

E

\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0, 1k ]

\| g(ut) + F (t)\| 2
\right)  \leq 1

2
E

\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0, 1k ]

\| g(ut)\| 2
\right)  + E

\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0, 1k ]

\| F (t)\| 2
\right)  .

Далi отримуємо E
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0, 1k ]

\| g(ut)\| 2
\Bigr) 
< \infty . Останнє випливає з умови лiнiйного зро-

стання на g, а E
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,T ] \| F (t)\| 2

\Bigr) 
< \infty , оскiльки E\| \phi \| 2C \leq \infty , з чого можна зробити

висновок, що \| Z(u)\| \scrB <\infty .
Далi одержуємо

\bigm\| \bigm\| Z(u1) - Z(u2)
\bigm\| \bigm\| 2
\scrB = E

\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [ - h, 1

k ]

\bigm\| \bigm\| Z(u1)(t) - Z(u2)(t)
\bigm\| \bigm\| 2\right)  

= E

\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0, 1k ]

\bigm\| \bigm\| g\bigl( u1t \bigr) + F (t) - 
\bigl( 
g
\bigl( 
u2t
\bigr) 
+ F (t)

\bigr) \bigm\| \bigm\| 2\right)  
= E

\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0, 1k ]

\bigm\| \bigm\| g\bigl( u1t \bigr)  - g
\bigl( 
u2t
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2\right)  \leq L2

\left(  E
\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0, 1k ]

\bigm\| \bigm\| u1t  - u2t
\bigm\| \bigm\| 2
C

\right)  \right)  
\leq L2

\left(  E
\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0, 1k ]

\Biggl( \bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
[ - h,0]

\| \phi (t) - \phi (t)\| 2
\Biggr) \Biggr) \right)  \right)  

= L2\| u1  - u2\| 2\scrB .

Оскiльки f, g, \sigma — \scrF W
t -вимiрнi функцiї, а \phi — \scrF W

0 -вимiрна, то з урахуванням того, що
L < 1, за теоремою Банаха можемо зробити висновок, що для кожного k > 1 процес uk
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визначений єдиним чином на промiжку
\biggl( 
0,

1

k

\biggr] 
. Позначимо його через Uk(t). Розв’язуючи

(3) на
\biggl[ 
 - h, 1

k

\biggr] 
методом послiдовних наближень та беручи як початкове наближення непе-

рервну функцiю, отримуємо, що процес Uk(t) має неперервнi траєкторiї.
Проведемо описаний вище процес для l = 2. Вiдповiдне функцiональне рiвняння має

аналогiчну структуру:
uk(t) = g

\bigl( 
ukt
\bigr) 
+ F (t).

Отже, одержуємо функцiональне рiвняння, де розв’язок uk(t) —його розв’язок, визна-
чений на

\biggl[ 
 - h, 2

k

\biggr] 
. Таким чином,

\left\{             

uk(t) = \phi (t), t \in [ - h, 0],

uk(t) = Uk(t), t \in 
\biggl[ 
0,

1

k

\biggr] 
,

uk(t) = g(ukt ) + F (t), t \in 
\Bigl( 1
k
,
2

k

\Bigr] 
.

Введемо знову банахiв простiр \scrB узгоджених iз \scrF W
t стохастичних процесiв iз нормою

\| \phi \| 2\scrB = E
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [ - h, 2

k ]
\| \phi (t)\| 2

\Bigr) 
та визначимо оператор Z(u) на \scrB :

\left\{             

Z(u)(t) = \phi (t), t \in [ - h, 0],

Z(u)(t) = Uk(t), t \in 
\biggl[ 
0,

1

k

\biggr] 
,

Z(u)(t) = g(ut) + F (t), t \in 
\Bigl( 1
k
,
2

k

\Bigr] 
.

Знову доведемо, що Z дiє з \scrB у себе. Дiйсно,

\| Z(u)\| 2\scrB = E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [ - h, 2
k ]
\| Z(u)(t)\| 2

\biggr) 
= E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [ - h,0]
\| \phi (t)\| 2

\biggr) 
+ E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0, 2k ]
\| g(ut) + F (t)\| 2

\biggr) 
.

Оскiльки \phi — невипадкова функцiя, то вiдповiдно E(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [ - h,0]

\bigl( 
E\| \phi (t)\| 2

\bigr) 
<\infty .

Далi маємо

E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0, 2
k
]

\| g(ut) + F (t)\| 2
\biggr) 

\leq 1

2
E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0, 2
k
]

\| g(ut)\| 2
\biggr) 
+

1

2
E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0, 2
k
]

\bigl( 
\| F (t)\| 2

\bigr) \biggr) 
.

Але E
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0, 2k ]

\| g(ut)\| 2
\Bigr) 
<\infty внаслiдок лiнiйного зростання g, а \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0, 2k ]

\bigl( 
E\| F (t)\| 2

\bigr) 
<

\infty , оскiльки E\| \phi \| 2C \leq \infty . Отже, \| Z(u)\| \scrB <\infty .

Аналогiчно з попереднiм отримуємо\bigm\| \bigm\| Z(u1) - Z(u2)
\bigm\| \bigm\| 
\scrB \leq L

\bigm\| \bigm\| u1  - u2
\bigm\| \bigm\| 
\scrB .
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Оскiльки f, g, \sigma — \scrF W
t -вимiрнi функцiї, а \phi — \scrF W

0 -вимiрна, то з урахуванням того, що
L < 1, за теоремою Банаха можемо зробити висновок, що для кожного k > 1 процес uk

iснує на промiжку
\biggl( 
0,

2

k

\biggr] 
.

Продовжуючи цей процес для наступних l \in \bfN та враховуючи, що T <\infty , приходимо
до висновку, що процес uk визначений коректно на [0, T ], узгоджений з фiльтрацiєю i
неперервний.

Введемо процес

pks(\theta ) = \=uks(\theta ) - uks(\theta ), s \in [0, T ], \theta \in [ - h, 0]. (4)

Вiн, очевидно, також узгоджений з фiльтрацiєю i неперервний.
У подальшому будемо користуватися очевидною рiвнiстю

uks(0) = uk(s), s \in [0, T ],

яка випливає з визначення uks . Використовуючи (4), можемо переписати (3) таким чином:

uk(t) = \phi (0) - g(\phi ) + g
\bigl( 
ukt
\bigr) 
+

t\int 
0

f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
ds+

t\int 
0

\sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s).

За формулою Iто для функцiї
\bigm\| \bigm\| uk(t) - g(ukt )

\bigm\| \bigm\| 2 маємо

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(t) - g
\bigl( 
ukt
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 = \bigm\| \bigm\| \phi (0) - g(\phi )

\bigm\| \bigm\| 2 + 2

t\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g(uks), \sigma 

\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) 

+ 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) \Bigr) 
ds+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( uks + pks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds.

Останню рiвнiсть можна подати у виглядi\bigm| \bigm| uk(t)\bigm| \bigm| 2 + \bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 = 2
\Bigl( 
uk(t), g

\bigl( 
ukt
\bigr) \Bigr) 

+
\bigm\| \bigm\| \phi (0) - g(\phi )

\bigm\| \bigm\| 2
+ 2

t\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) 

+ 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, uk(s)

\Bigr) 
ds+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( uks + pks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds

+ 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, - g

\bigl( 
uks
\bigr) \Bigr) 
ds.

Звiдси отримуємо\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 \leq 1

\epsilon 

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 + \epsilon 
\bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| \phi (0) - g(\phi )

\bigm\| \bigm\| 2
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+ 2

t\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) 

+ 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, uk(s) + pks(0)

\Bigr) 
ds

+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( uks + pks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds+ 2

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| ds.
Для деякого \epsilon > 1 оцiнимо вираз

\bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 з використанням умови лiнiйного зростання g :

\bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 \leq K1

\left(  1 +

0\int 
 - h

\bigm\| \bigm\| ukt (\theta )\bigm\| \bigm\| 2d\theta 
\right)  = K1

\left(  1 +

t\int 
t - h

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2ds
\right)  

\leq K1

\left(  1 +

0\int 
 - h

\| \phi (s)\| 2 ds+
t\int 

0

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2 ds
\right)  .

Тепер одержуємо

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 \leq 1

\epsilon 

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 +K1\epsilon 

\left(  1 +

0\int 
 - h

\| \phi (s)\| 2 ds+
t\int 

0

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2 ds
\right)  

+
\bigm\| \bigm\| \phi (0) - g(\phi )

\bigm\| \bigm\| 2 + 2

t\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g(uks), \sigma 

\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) 

+ 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, uk(s) + pks(0)

\Bigr) 
ds+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( uks + pks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds

+ 2

t\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds, (5)

з чого випливає

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 \leq K\epsilon K1\epsilon 

\left(  1 +

0\int 
 - h

\| \phi (s)\| 2 ds+
t\int 

0

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2 ds
\right)  

+K\epsilon 

\bigm\| \bigm\| \phi (0) - g(\phi )
\bigm\| \bigm\| 2 +K\epsilon 2

t\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) 
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+K\epsilon 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, uk(s)

\Bigr) 
ds+K\epsilon 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, pks(0)

\Bigr) 
ds

+K\epsilon 

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( uks + pks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds+K\epsilon 2

t\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds,
де K\epsilon =

\epsilon 

\epsilon  - 1
.

Використавши умову коерцитивностi (N4) i згрупувавши всi константи, позначимо

C := K\epsilon K1\epsilon 

\biggl( 
1 +

\int 0

 - h
\| \phi (s)\| 2ds

\biggr) 
+K\epsilon 

\bigm\| \bigm\| \phi (0) - g(\phi )
\bigm\| \bigm\| 2 + \lambda 2T :

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 \leq C +K\epsilon 2

t\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) 
+K\epsilon \lambda 1

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2 ds
+K\epsilon 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, pks(0)

\Bigr) 
ds+K\epsilon 2

t\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds.
Для будь-якого R > 0 визначимо моменти зупинки

\tau k(R) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\biggl( 
s \geq 0, \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

0\leq s1\leq s

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uks1\bigm\| \bigm\| \bigm\| C \geq R

3

\biggr) 
.

Тодi вiдповiдно маємо \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| pkt \bigm\| \bigm\| C \leq 2R

3
i \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| ukt \bigm\| \bigm\| C \leq R

3
для t \in [0, \tau k(R)].

Далi, до моменту зупинки \tau k(R) маємо\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g(uks)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| . (6)

Перший доданок у правiй частинi (6) перепишемо, позначивши KR = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\| u\| <R(\| f(u)\| ),
таким чином: \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks

\bigr) 
, pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \leq KR \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| pks(0)\bigm\| \bigm\| \bigm\| .
Використовуючи умову (N4) i лему 1, отримуємо\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks

\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) \Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks

\bigr) 
, g
\bigl( 
uks + pks

\bigr) \Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 
+
\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks

\bigr) 
, g
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
 - g
\bigl( 
uks
\bigr) \Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 

\leq K4

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uks + pks

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2
C
+K5 +KRL

\bigm\| \bigm\| \bigm\| pks(0)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\leq K4 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s1)\bigm\| \bigm\| 2 +K4 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| pks(0)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 +K5 +KRL \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| pks(0)\bigm\| \bigm\| \bigm\| .
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Звiдси для t \in [0, \tau (R)] одержуємо оцiнку

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 \leq C1 +K\epsilon 2

t\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) 

+ (K\epsilon \lambda 1 +K4)

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2 ds
+KR,12

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\Bigl( \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| + \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) ds,
де KR,1 := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(KRL,K4), C1 := C +K5T. Iз цього для t \in [0, \tau (R)] можемо отримати

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1\in [0,t]

\bigm\| \bigm\| uk(t1)\bigm\| \bigm\| 2 \leq C2 + C2 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1\in [0,t]

2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t1\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
+ C2 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t1\in [0,t]

t1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2 ds
+KR,2 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t1\in [0,t]

t1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\Bigl( \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| + \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) ds, (7)

де C2 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(2K\epsilon ,K\epsilon \lambda 1 +K4, C1), KR,2 = 2KR,1.

Врахувавши лiнiйне зростання функцiй \sigma , g i максимальну нерiвнiсть для мартингала
[17], взявши математичне сподiвання, для t \in [0, \tau (R)] отримаємо

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t1\in [0,t]

\bigm\| \bigm\| uk(t1)\bigm\| \bigm\| 2\Biggr) \leq C2 + C2

t\int 
0

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2\Biggr) ds
+KR,2E

\left(  t1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\Bigl( \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| + \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) 
\right)  ds.

Покажемо, що \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}k\rightarrow \infty E
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| pks(0)\bigm\| \bigm\| p\Bigr) = 0.

Для s \leq [ks]

k
маємо pks(0) = 0, для iнших s одержуємо

pks(0) =

\biggl( 
g
\bigl( 
uk[ks]

k

\bigr) 
 - g
\bigl( 
uks
\bigr) \biggr) 

 - 
s\int 

[ks]
k

f
\Bigl( 
\=ukm

\Bigr) 
dm - 

s\int 
[ks]
k

\sigma 
\Bigl( 
\=ukm

\Bigr) 
dW (m),
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вiдповiдно для будь-якого \alpha \geq 1 маємо

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s1\in (0,s)

\bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| \alpha 
\Biggr) 

\leq E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
[ks1]
k

\leq s2

\biggr) 
\leq s1

\biggl( \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| g(uk[ks2]
k

) - g
\Bigl( 
uks2

\Bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \alpha \biggr) 

+ E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
[ks1]
k

\leq s2\leq s1

\left(    
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

s2\int 
[ks1]
k

f
\Bigl( 
\=ukm

\Bigr) 
dm

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\alpha \right)    

+ E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
[ks1]
k

\leq s2\leq s1

\left(    
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

s2\int 
[ks1]
k

\sigma 
\Bigl( 
\=ukm

\Bigr) 
dW (m)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\alpha \right)    .

Враховуючи неперервнiсть функцiй f, \sigma , g до моменту зупинки \tau k(R), пiдiнтегральнi
вирази можна оцiнити сталими, а тому

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s1\in (0,s)

\bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| \alpha 
\Biggr) 

= 0.

Звiдси, спрямовуючи k \rightarrow \infty i застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла, отримуємо, що iснує
K > 0 таке, що для всiх k \geq K виконується нерiвнiсть

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t1\in [0,\tau k(R)]

\bigm\| \bigm\| uk(t1)\bigm\| \bigm\| 2\Biggr) \leq A.

Для подальшого нам потрiбно отримати й бiльш сильну оцiнку для \alpha \geq 1, а саме: встано-
вити iснування K > 0 такого, що для всiх k \geq K виконується нерiвнiсть

E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t1\in [0,\tau k(R)]

\bigm\| \bigm\| uk(t1)\bigm\| \bigm\| 2\alpha \Biggr) \leq A\alpha . (8)

Для цього пiднесемо (7) до степеня \alpha i отримаємо

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1\in [0,t]

\bigm\| \bigm\| uk(t1)\bigm\| \bigm\| 2\alpha \leq (C2)
\alpha + C2 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t1\in [0,t]
2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t1\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\alpha 

+ C2 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1\in [0,t]

t1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2\alpha ds
+

\left(  KR,2 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1\in [0,t]

t1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\Bigl( \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| + \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) ds
\right)  \alpha .

Оцiнимо стохастичний член за допомогою нерiвностi Буркгольдера –Девiса – Гaндi:

C2\BbbE 

\left(  \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1\in [0,t]

2

t1\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( uk(s) - g
\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \alpha 
\right)  
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\leq C\alpha \BbbE 

\left(  t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s) - g
\bigl( 
uks
\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 2 \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( uks + pks

\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds
\right)  

\alpha 
2

\leq C\alpha \BbbE 

\left(  t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s) - g
\bigl( 
uks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2K3

\biggl( 
1 +

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uks + pks

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2\biggr) ds
\right)  

\alpha 
2

\leq C\alpha \BbbE 

\left(  t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s) - g
\bigl( 
uks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2\alpha ds

\right)  + C\alpha K3T + C\alpha \BbbE 

\left(  K3

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uks + pks

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2\alpha ds
\right)  

\leq C1
\alpha \BbbE 

\left(  t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s1)\bigm\| \bigm\| 2\alpha 
\right)  ds+ C1

\alpha K3T + C1
\alpha \BbbE 

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| pks(0)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2p ds.
Звiдси нескладно отримати оцiнку

E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t1\in [0,t]

\bigm\| \bigm\| uk(t1)\bigm\| \bigm\| 2\alpha \biggr) \leq (C2)
\alpha + C2,\alpha \BbbE \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t1\in [0,t]

t1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| 2\alpha ds
+

\left(  KR,2\BbbE \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1\in [0,t]

t1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\Bigl( \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| + \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) ds
\right)  \alpha 

+ C1
\alpha \BbbE 

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| pks(0)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2\alpha ds.
Беручи тепер до уваги, що 2\alpha — момент pks , який прямує до 0, i лему Гронуолла, отри-
муємо (8).

З iншого боку, якщо у формулi (5) позначити

M(t) := 2

t\int 
0

\Bigl( 
uk(s) - g

\bigl( 
uks
\bigr) 
, \sigma 
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
dW (s)

\Bigr) 
,

то\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 \leq 1

\epsilon 

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 + \epsilon 

\left(  C\phi +K1

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| uk(s)\bigm\| \bigm\| ds
\right)  

+ \| \phi (0) - g(\phi )\| 2 +M(t) + 2

t\int 
0

\Bigl( 
f
\bigl( 
uks + pks

\bigr) 
, uk(s) + pks(0)

\Bigr) 
ds

+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( uks + pks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds+ 2

t\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds,
де C\phi = K1

\biggl( 
1 +

\int 0

 - h
\| \phi (s)\| 2ds

\biggr) 
.
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Далi, з коерцитивностi одержуємо\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 \leq K\epsilon \epsilon C\phi +K\epsilon \lambda 2T +K\epsilon 

\bigm\| \bigm\| \phi (0) - g(\phi )
\bigm\| \bigm\| 2

+K\epsilon M(t) + 2

t\int 
0

K\epsilon (\lambda 1 +K1)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| uks + pks

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2
C
ds

+ 2

t\int 
0

K\epsilon 

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds,
де K\epsilon =

1

1 - 1/\epsilon 
.

Уведемо такi позначення: I = K\epsilon \epsilon C\phi + K\epsilon 

\bigm\| \bigm\| \phi (0)  - g(\phi )
\bigm\| \bigm\| 2 + K\epsilon \lambda 2T, K\epsilon ,\delta = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(2K\epsilon ,

2K\epsilon (\delta +K)) i M1(t) = K\epsilon M(t).
Тодi матимемо

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 \leq I +M1(t) +K\epsilon ,\delta 

t\int 
0

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uks1\bigm\| \bigm\| 2C + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| pks1\bigm\| \bigm\| 2C
\Biggr) 
ds

+ 2K\epsilon ,\delta 

t\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds.
Врахувавши тепер лему 1, отримаємо\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 \leq I +M1(t)

+K\epsilon ,\delta t\| \phi \| 2C +K\epsilon ,\delta 

t\int 
0

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s1)\bigm\| \bigm\| 2 + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2\biggr) ds
+ 2K\epsilon ,\delta 

t\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds.
Позначимо I1 = I +K\epsilon ,\delta T\| \phi \| 2C . Тодi

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 \leq M1(t) +K\epsilon ,\delta 

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| uk(s1)\bigm\| \bigm\| 2 ds
+K\epsilon ,\delta 

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2 ds
+ 2K\epsilon ,\delta 

t\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f\bigl( uks + pks
\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| ds.
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Аналогiчно з (6) розкладемо вираз
\bigm| \bigm| \bigl( f\bigl( uks + pks

\bigr) 
, g
\bigl( 
uks
\bigr) 
+ pks(0)

\bigr) \bigm| \bigm| для t \in [0, \tau (R)]. Далi з уве-
деними позначеннями I2 = I1+K2T, KR,\epsilon ,\delta = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(K\epsilon ,\delta ,K1,KRL) i K1,\epsilon ,\delta = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(K\epsilon ,\delta ,K1)
маємо

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2 \leq M1(t) + 2K1,\epsilon ,\delta 

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq s1\leq s

\bigm\| \bigm\| uk(s1)\bigm\| \bigm\| 2 ds
+ 2(KR,\epsilon ,\delta )

t\int 
0

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

0\leq s1\leq s

\Bigl( \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| \Bigr) ds\biggr) + I2

для t \in [0, \tau k(R)] \cap [0, T ].

Зi стохастичної леми Гронуолла (випадок 3) для t \in [0, \tau (R)] отримаємо

\BbbE 
\biggl( 

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq t\leq T\wedge \tau k(R)

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2\alpha \biggr) (c\alpha + 1)eK1,\epsilon ,\delta \alpha T

+ \BbbE 

\left(  I2 + 2KR,\epsilon ,\delta 

T\int 
0

\bfone [0,\tau k(R)](s)

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

0\leq s1\leq s

\Bigl( \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| \Bigr) ds\biggr) 
\right)  ,

якщо

Z(t) =
\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2, M(t) =M1(t),

H(t) = 2(KR,\epsilon ,\delta )

t\int 
0

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

0\leq s1\leq s

\Bigl( \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| pks1(0)\bigm\| \bigm\| \Bigr) ds\biggr) + I2.

Отже, iснує стала K > 0 така, що для всiх k \geq K виконується нерiвнiсть

\BbbE 
\biggl( 

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq t\leq T\wedge \tau k(R)

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2\alpha \biggr) \leq (c\alpha + 1)eK1,\epsilon ,\delta \alpha T I2,

оскiльки pks(0) не залежить вiд R.
Крiм того, з нерiвностi Чебишова одержуємо

\BbbE \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq t\leq T\wedge \tau k(R)

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2\alpha \geq 
\biggl( 
R

3

\biggr) 2\alpha 

\bfP (\tau k(R) \leq T ).

Оскiльки pks1(0) \rightarrow 0 при k \rightarrow \infty , то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
k\rightarrow \infty 

\bfP (\tau k(R) \leq T ) \leq 
\biggl( 
3

R

\biggr) 2\alpha 
(c\alpha + 1)eK1,\epsilon ,\delta \alpha T I2,

а отже, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}R\rightarrow \infty \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}k\rightarrow \infty \bfP (\tau k(R) \leq T ) = 0.
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Звiдси випливає iснування такого натурального K, що для всiх k \geq K виконується
нерiвнiсть

E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| 2\alpha \leq (c\alpha + 1)eK1,\epsilon ,\delta \alpha T I2, (9)

яку й потрiбно було встановити.
Розглянемо тепер таку ймовiрнiсть:

P

\biggl( \biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| > N

\biggr\} \biggr) 
.

З нерiвностi Чебишова випливає, що для деякого 0 < \alpha <\infty :

P

\biggl( \biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| > N

\biggr\} \biggr) 
\leq 1

N\alpha 
E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| \alpha \biggr) ,
тому

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
N\rightarrow \infty 

P

\Biggl( \biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| uk(t)\bigm\| \bigm\| > N

\biggr\} \Biggr) 
= 0,

з чого отримуємо, що послiдовнiсть uk рiвномiрно обмежена на [0, T ] за ймовiрнiстю.
Покажемо тепер, що для довiльного \varepsilon > 0

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow 0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
k\in N

\bfP 

\biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t,t1\in [0,T ];| t - t1| \leq \delta 

\bigm\| \bigm\| uk(t) - uk(t1)
\bigm\| \bigm\| > \epsilon 

\biggr\} 
= 0. (10)

Далi з нерiвностi Чебишова маємо

\bfP 

\biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t,t1\in [0,T ];| t - t1| \leq \delta 

\bigm\| \bigm\| uk(t) - uk(t1)
\bigm\| \bigm\| > \epsilon 

\biggr\} 

= \bfP 

\biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t,t1\in [0,T ];| t - t1| \leq \delta ;t>t1

\bigm\| \bigm\| uk(t) - uk(t1)
\bigm\| \bigm\| > \epsilon 

\biggr\} 

\leq 1

\epsilon 2
E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t,t1\in [0,T ];| t - t1| \leq \delta ;t>t1

\bigm\| \bigm\| uk(t) - uk(t1)
\bigm\| \bigm\| 2\biggr) .

Позначимо \mu := t - t1. Тодi

E
\bigm\| \bigm\| uk(t+ \mu ) - uk(t)

\bigm\| \bigm\| 2
\leq M

\left(  E\bigm\| \bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt+\mu 

\bigr) 
 - g
\bigl( 
ukt
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 + E

t+\mu \int 
t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| f\bigl( uks + pks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds+ E

t+\mu \int 
t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( uks + pks
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 ds

\right)  (11)

для деякого M > 0. Враховуючи умову (N1) i нерiвнiсть (9), тодi маємо, що iнтеграли в
(11) оцiнюються як C\mu , а отже,

E
\bigm\| \bigm\| uk(t+ \mu ) - uk(t)

\bigm\| \bigm\| 2 \leq E
\bigm\| \bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt+\mu 

\bigr) 
 - g
\bigl( 
ukt
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 + C\mu .
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Тепер оцiнимо E
\bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt+\mu 

\bigr) 
 - g
\bigl( 
ukt
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2. Отримуємо

E
\bigm\| \bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt+\mu 

\bigr) 
 - g
\bigl( 
ukt
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 \leq EL2 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\theta \in [ - h,0]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(t+ \mu + \theta ) - uk(t+ \theta )
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2.

Нехай t+ \theta = s. Тодi

E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s\in [ - h,0]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(t+ \mu + \theta ) - uk(t+ \theta )
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2\biggr) 

= E

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [t - h,t]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2

\leq E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [t - h,0]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 + E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s\in [0,t]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2.

В останньому виразi оцiнимо перший доданок. Розглянемо два випадки.
1) s+ \mu \leq 0 :

LE \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [t - h, - \mu ]

\bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| 2 = LE \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s\in [t - h,\mu ]
\| \phi (s+ \mu ) - \phi (s)\| 2.

Вираз справа прямує до нуля при \mu \rightarrow 0 завдяки рiвномiрнiй неперервностi функцiї \psi .
Тому

E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [t - h,0]

\bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| 2

\leq E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [t - h, - \mu ]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 + E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s\in [ - \mu ,0]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2

\leq E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [t - h, - \mu ]

\| \phi (s+ \mu ) - \phi (s)\| 2 + E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [ - \mu ,0]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2.

Отже, вираз
E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s\in [t - h,0]

\bigm| \bigm| \bigm| uk(s+ \mu ) - uk(s)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2

прямує до нуля при \mu \rightarrow 0.

2) s+ \mu \geq 0 : Оскiльки s \in [ - \mu , 0], то s\rightarrow 0, якщо \mu \rightarrow 0. Далi

E
\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - uk(s)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 = E
\bigm| \bigm| \bigm| uk(s+ \mu ) - \phi (s)

\bigm| \bigm| \bigm| 2 \leq E
\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - \phi (0)

\bigm| \bigm| \bigm| 2 + E\| \phi (0) - \phi (s)\| 2.

Вираз \| \phi (0) - \phi (s)\| прямує до нуля при \mu \rightarrow 0 завдяки рiвномiрнiй неперервностi функцiї
\phi на [ - h, 0].

Тепер оцiнимо E
\bigm\| \bigm\| uk(s+ \mu ) - \phi (0)

\bigm\| \bigm\| 2. Очевидно, для всiх t \in [0, \mu ] справедлива оцiнка

E
\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(t) - \phi (0) - 

\bigl( 
g(\phi ) - g

\bigl( 
ukt
\bigr) \bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 \leq C\mu .
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Маємо\bigm\| \bigm\| \bigm\| uk(t) - \phi (0) - 
\bigl( 
g(\phi ) - g

\bigl( 
ukt
\bigr) \bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| \geq 

\bigm\| \bigm\| uk(t) - \phi (0)
\bigm\| \bigm\|  - \bigm\| \bigm\| \bigm\| g(\phi ) - g

\bigl( 
ukt
\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

\geq 
\bigm\| \bigm\| uk(t) - \phi (0)

\bigm\| \bigm\|  - L \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\theta \in [ - h,0]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (\theta )
\bigm\| \bigm\| .

Тому

E
\bigm\| \bigm\| uk(t) - \phi (0)

\bigm\| \bigm\| 2 \leq 2

\biggl( 
L2 \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\theta \in [ - h,0]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (\theta )
\bigm\| \bigm\| 2 + C\mu 

\biggr) 
.

Далi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\theta \in [ - h,0]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (\theta )
\bigm\| \bigm\| \leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\theta \in [ - h, - t]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (\theta )
\bigm\| \bigm\| + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\theta \in [ - t,0]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (\theta )
\bigm\| \bigm\| 

\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\theta \in [ - h, - t]

\bigm\| \bigm\| \phi (t+ \theta ) - \phi (\theta )
\bigm\| \bigm\| + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\theta \in [ - t,0]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (\theta )
\bigm\| \bigm\| .

Перший доданок прямує до нуля при \mu \rightarrow 0.
Отже,

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\theta \in [ - t,0]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (\theta )
\bigm\| \bigm\| \leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\theta \in [ - t,0]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (0)
\bigm\| \bigm\| + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\theta \in [ - t,0]
\| \phi (0) - \phi (\theta )\| .

В останньому виразi другий доданок прямує до 0, а перший оцiнюється таким чином:

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\theta \in [ - t,0]

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \theta ) - \phi (0)
\bigm\| \bigm\| = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s\in [0,t]

\bigm\| \bigm\| uk(s) - \phi (0)
\bigm\| \bigm\| \leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,\mu ]

\bigm\| \bigm\| uk(t) - \phi (0)
\bigm\| \bigm\| .

Враховуючи тепер нерiвнiсть L < 1, можемо зробити висновок, що

E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0,\mu ]

\bigm\| \bigm\| uk(t) - \phi (0)
\bigm\| \bigm\| 2 \rightarrow 0

при \mu \rightarrow 0.
Отже, E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}s\in [t - h,0]

\bigm\| \bigm\| uk(s + \mu )  - uk(s)
\bigm\| \bigm\| 2 прямує до 0 при \mu \rightarrow 0, з чого випливає, що

E
\bigm\| \bigm\| g\bigl( ukt+\mu 

\bigr) 
 - g
\bigl( 
ukt
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2 також прямує до 0, а тому E =

\bigm\| \bigm\| uk(t+ \mu ) - uk(t)
\bigm\| \bigm\| 2 прямує до 0 при

\mu \rightarrow 0, що й доводить (10).
Отже, згiдно з теоремою Скорохода [18] можна стверджувати, що iснує ймовiрнiсний

простiр (\^\Omega , \^\scrF , \^\bfP ), на якому можна задати вiнерiвський процес \^W, фiльтрацiю \scrF \^W
t , послi-

довнiсть стохастичних процесiв
\bigl\{ 
\^ul(k) | k \geq 1

\bigr\} 
i процес \^u такi, що

\^ul(k)
\scrL 
\approx ul(k)

i \^ul(k) прямують майже всюди до \^u.
Доведемо тепер, що \^u є розв’язком задачi (1), (2). Для цього потрiбно обґрунтувати

граничний перехiд у (3). Дiйсно, згiдно з оцiнкою (9) можемо стверджувати, що моменти
послiдовностi \^ul(k) рiвномiрно обмеженi, вiдповiдно математичнi сподiвання пiдiнтеграль-
них функцiй у виразi (3) також обмеженi, завдяки оцiнкам степеневого зростання для них,
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а тому з теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть випливає, що нестохастичний iнтеграл
у (3) збiгається. Збiжнiсть стохастичного iнтеграла випливає з вiдповiдних його властиво-
стей (iзоморфiзм Iто).

Отже, здiйснюючи у (3) граничний перехiд, отримуємо,що \^u є розв’язком задачi (1), (2).
Бiльш того, якщо розв’язок єдиний, то згiдно з теоремою Ямада –Ватанабе [19] можна

зробити висновок, що iснує розв’язок i в оригiнальному ймовiрнiсному просторi. Тому далi
доведемо єдинiсть слабкого розв’язку.

3.2. Єдинiсть. Нехай u1(t) i u2(t) — два рiзнi розв’язки (1), (2) з однаковими початко-
вими даними.

Використавши енергетичну рiвнiсть для
\bigm\| \bigm\| \bigl( u1(t) - g

\bigl( 
u1t
\bigr) \bigr) 

 - 
\bigl( 
u2(t) - g

\bigl( 
u2t
\bigr) \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 отри-

маємо \bigm\| \bigm\| \bigl( u1(t) - g
\bigl( 
u1t
\bigr) \bigr) 

 - 
\bigl( 
u2(t) - g

\bigl( 
u2t
\bigr) \bigr) \bigm\| \bigm\| 2

= 2

t\int 
0

\bigl( \bigl( 
u1(s) - g

\bigl( 
u1s
\bigr) \bigr) 

 - 
\bigl( 
u2(s) - g

\bigl( 
u2s
\bigr) \bigr) 
,
\bigl( 
\sigma 
\bigl( 
u1s
\bigr) 
 - \sigma 

\bigl( 
u2s
\bigr) \bigr) 
dW (s)

\bigr) 

+ 2

t\int 
0

\bigl( 
f
\bigl( 
u1s
\bigr) 
 - f

\bigl( 
u1s
\bigr) 
,
\bigl( 
u1(s) - g

\bigl( 
u1s
\bigr) \bigr) 

 - 
\bigl( 
u2(s) - g

\bigl( 
u2s
\bigr) \bigr) \bigr) 

ds

+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( u1s\bigr)  - \sigma 
\bigl( 
u2s
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2 ds. (12)

Далi, розкривши норму
\bigm\| \bigm\| \bigl( u1(t) - g

\bigl( 
u1t
\bigr) \bigr) 

 - 
\bigl( 
u2(t) - g

\bigl( 
u2t
\bigr) \bigr) \bigm\| \bigm\| 2 через скалярний добуток, по-

дамо її у виглядi\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm| \bigm| g\bigl( u1t \bigr)  - g

\bigl( 
u2t
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2  - 2

\bigl( 
u1(t) - u2(t), g

\bigl( 
u2t  - g

\bigl( 
u1t
\bigr) \bigr) \bigr) 

.

Тодi з (12) матимемо\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| g\bigl( u1t \bigr)  - g

\bigl( 
u2t
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2

\leq 2

t\int 
0

\bigl( \bigl( 
u1(s) - g

\bigl( 
u1s
\bigr) \bigr) 

 - 
\bigl( 
u2(s) - g

\bigl( 
u2s
\bigr) \bigr) 
,
\bigl( 
\sigma 
\bigl( 
u1s
\bigr) 
 - \sigma 

\bigl( 
u2s
\bigr) \bigr) 
dW (s)

\bigr) 

+ 2

t\int 
0

\bigl( 
f
\bigl( 
u1s
\bigr) 
 - f

\bigl( 
u2s
\bigr) 
, u1(s) - u2(s)

\bigr) 
ds

+ 2

t\int 
0

\bigl( 
f
\bigl( 
u1s
\bigr) 
 - f

\bigl( 
u2s
\bigr) 
, g
\bigl( 
u2s
\bigr) 
 - g
\bigl( 
u1s
\bigr) \bigr) 
ds

+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \sigma \bigl( u1s\bigr)  - \sigma 
\bigl( 
u2s
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2 ds+ 2

\bigl( 
u1(t) - u2(t), g

\bigl( 
u2t
\bigr) 
 - g
\bigl( 
u1t
\bigr) \bigr) 
. (13)
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Позначимо перший доданок справа у (13) через M(t) i використаємо монотоннiсть для
другого та четвертого доданкiв справа. Отже,

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + \bigm\| \bigm\| g\bigl( u1t \bigr)  - g

\bigl( 
u2t
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2

\leq M(t) + 2

t\int 
0

\bigl( 
f
\bigl( 
u1s
\bigr) 
 - f

\bigl( 
u2s
\bigr) 
, g
\bigl( 
u2s
\bigr) 
 - g
\bigl( 
u1s
\bigr) \bigr) 
ds

+ 2
\bigl( 
u1(t) - u2(t), g

\bigl( 
u2t
\bigr) 
 - g
\bigl( 
u1t
\bigr) \bigr) 

+ C1

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| u1s  - u2s
\bigm\| \bigm\| 2
C
ds. (14)

Третiй доданок у (14) можна оцiнити так:

2
\bigl( 
u1(t) - u2(t), g

\bigl( 
u2t
\bigr) 
 - g
\bigl( 
u1t
\bigr) \bigr) 

\leq 2
\bigm| \bigm| \bigl( u1(t) - u2(t), g

\bigl( 
u2t
\bigr) 
 - g
\bigl( 
u1t
\bigr) \bigr) \bigm| \bigm| 

\leq 1

\epsilon 

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + \epsilon 

\bigm\| \bigm\| g\bigl( u2t \bigr)  - g
\bigl( 
u1t
\bigr) \bigm\| \bigm\| 2

\leq 1

\epsilon 

\bigm| \bigm| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + L1\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( \bigm\| \bigm\| u2t (\theta ) - u1t (\theta )
\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) d\theta 

=
1

\epsilon 

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + L1\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( \bigm\| \bigm\| u2(t+ \theta ) - u1(t+ \theta )
\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) d\theta 

=
1

\epsilon 

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + L1\epsilon 

t\int 
t - h

\Bigl( \bigm\| \bigm\| u2(s) - u1(s)
\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) ds

\leq 1

\epsilon 

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + L1\epsilon 

t\int 
0

\Bigl( \bigm\| \bigm\| u2(s) - u1(s)
\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) ds

+ L1\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( \bigm\| \bigm\| u2(s) - u1(s)
\bigm\| \bigm\| 2\Bigr) ds

=
1

\epsilon 

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 + L1\epsilon 

t\int 
0

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| u2(s1) - u1(s1)
\bigm\| \bigm\| 2\Biggr) ds. (15)

Тому для будь-якого \epsilon > 1 можемо стверджувати, що
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\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 \leq M(t) + 2K\epsilon 

t\int 
0

\bigl( 
f
\bigl( 
u1s
\bigr) 
 - f

\bigl( 
u2s
\bigr) 
, g
\bigl( 
u2s
\bigr) 
 - g
\bigl( 
u1s
\bigr) \bigr) 
ds

+ C1K\epsilon 

t\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| u1(s1) - u1(s1)
\bigm\| \bigm\| 2 ds.

Для будь-якого R > 0 визначимо моменти зупинки

\tau (R) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
s\in [0,T ]

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

0\leq s1\leq s

\bigm\| \bigm\| u1s1\bigm\| \bigm\| C \geq R \wedge \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq s1\leq s

\bigm\| \bigm\| u2s1\bigm\| \bigm\| C \geq R

\biggr) 
.

Вiдповiдно \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| u1t\bigm\| \bigm\| C \leq R i \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| u2t\bigm\| \bigm\| C \leq R на [0, \tau k(R)] \cap [0, T ].
Беручи до уваги, що g лiпшицева в рiвномiрнiй нормi, а f локально лiпшицева, з леми 1

отримуємо \Bigl( 
f
\bigl( 
u1s
\bigr) 
 - f

\bigl( 
u2s
\bigr) 
, g
\bigl( 
u2s
\bigr) 
 - g
\bigl( 
u1s
\bigr) \Bigr) 

\leq CR \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in [0,s1]

\bigm\| \bigm\| u1(s) - u2(s)
\bigm| \bigm| 2.

Тодi

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| 2 \leq M(t) + C1,R

t\int 
0

E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s1\in [0,s]

\bigm\| \bigm\| u1(s1) - u2(s1)
\bigm\| \bigm\| 2 ds.

Вiдповiдно зi стохастичної леми Гронуолла можемо зробити висновок, що

E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]\cap [0,\tau (R)]

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm| \bigm| 2\alpha \biggr) = 0. (16)

Звiдси доходимо висновку, що u1 = u2 до моменту зупинки \tau (R), а оскiльки розв’язки не-
перервнi i, як наслiдок, обмеженi, то \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}R\rightarrow \infty (\tau (R)) = T. А отже, рiвнiсть (16) справедлива
для всiх t \in [0, T ]. Таким чином,

P

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| u1(t) - u2(t)
\bigm\| \bigm\| > 0

\biggr) 
= 0.

З теореми Ямада –Ватанабе [19] тепер випливає iснування i єдинiсть сильного розв’язку,
що й завершує доведення теореми 1.

3.3. Неперервна залежнiсть вiд початкових умов. Нехай un, u —розв’язки рiвняння (1)
iз вiдповiдними початковими умовами \phi n i \phi . Запишемо для \| un(t) - g(unt ) - u(t) + g(ut)\| 2
енергетичну рiвнiсть. Маємо\bigm\| \bigm\| (un(t) - g(unt )) - (u(t) - g(ut))

\bigm\| \bigm\| 2
=
\bigm\| \bigm\| \phi n(0) - g(\phi n) - \phi (0) + g(\phi ))

\bigm\| \bigm\| 2
+ 2

t\int 
0

\bigl( 
(un(s) - g(uns )) - (u(s) - g(us)), (\sigma (u

n
s ) - \sigma (us))dW (s)

\bigr) 
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+ 2

t\int 
0

(f(uns ) - f(us), (u
n(s) - g(uns )) - (u(s) - g(us)))ds

+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \sigma (uns ) - \sigma (us)
\bigm\| \bigm\| 2 ds.

Позначимо другий доданок справа як M(t) :\bigm\| \bigm\| (un(t) - g(unt )) - (u(t) - g(ut))
\bigm\| \bigm\| 2

=
\bigm\| \bigm\| \phi n(0) - g(\phi n) - \phi (0) + g(\phi ))

\bigm\| \bigm\| 2 +M(t)

+ 2

t\int 
0

\bigl( 
f(uns ) - f(us), u

n(s) - u(s)
\bigr) 
ds

+ 2

t\int 
0

\bigl( 
f(uns ) - f(us), - g(uns ) + g(us)

\bigr) 
ds

+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \sigma (uns ) - \sigma (us)
\bigm\| \bigm\| 2 ds.

Згрупуємо доданки 4 i 6 справа i використаємо монотоннiсть:\bigm\| \bigm\| (un(t) - g(unt )) - (u(t) - g(ut))
\bigm\| \bigm\| 2

\leq 
\bigm\| \bigm\| \phi n(0) - g(\phi n) - \phi (0) + g(\phi ))

\bigm\| \bigm\| 2 +M(t)

+ 2

t\int 
0

\bigl( 
f(uns ) - f(us), - g(uns ) + g(us)

\bigr) 
ds+ 2

t\int 
0

\delta \| uns  - us\| 2C ds.

Розкладемо лiву частину через скалярний добуток i оцiнимо аналогiчно до (15):

2
\bigl( 
un(t) - u(t), g(ut) - g(unt )

\bigr) 
\leq 2
\bigm| \bigm| (un(t) - u(t), g(ut) - g(unt ))

\bigm| \bigm| 
\leq 1

\epsilon 
\| un(t) - u(t)\| 2 + \epsilon \| g(unt ) - g(ut))\| 2

\leq 1

\epsilon 
\| un(t) - u(t)| 2 + L1\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( 
\| unt (\theta ) - ut(\theta )\| 2

\Bigr) 
d\theta 

=
1

\epsilon 
\| un(t) - u(t)\| 2 + L1\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( 
\| un(t+ \theta ) - u(t+ \theta )\| 2

\Bigr) 
d\theta 
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=
1

\epsilon 
\| un(t) - u(t)\| 2 + L1\epsilon 

t\int 
t - h

\Bigl( 
\| un(s) - u(s)\| 2

\Bigr) 
ds

\leq 1

\epsilon 
\| un(t) - u(t)\| 2 + L1\epsilon 

t\int 
0

\Bigl( 
\| un(s) - u(s)\| 2

\Bigr) 
ds

+ L1\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( 
\| un(s) - u(s)\| 2

\Bigr) 
ds =

1

\epsilon 
\| un(t) - u(t)\| 2

+ L1\epsilon 

t\int 
0

\Bigl( 
\| un(s) - u(s)\| 2

\Bigr) 
ds+ L1\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( 
\| \phi n(s) - \phi (s)\| 2

\Bigr) 
ds

\leq 1

\epsilon 
\| un(t) - u(t)\| 2 + L1\epsilon 

t\int 
0

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s1\in [0,s]
\| un(s1) - u(s1)\| 2

\Biggr) 
ds

+ L1\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( 
\| \phi n(s) - \phi (s)\| 2

\Bigr) 
ds.

Для будь-якого R > 0 визначимо моменти зупинки

\tau n(R) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
s\in [0,T ]

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

0\leq s1\leq s

\bigm\| \bigm\| uns1\bigm\| \bigm\| C \geq R \wedge \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq s1\leq s

\| us1\| C \geq R

\biggr) 
.

Вiдповiдно \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,T ]\| unt \| C \leq R i \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,T ] \| ut\| C \leq R на [0, \tau n(R)] \cap [0, T ].
Провiвши тепер мiркування, аналогiчнi до встановлення єдиностi, з використанням

лiпшицевостi g, локальної лiпшицевостi f та леми 1 одержимо

\| un(t) - u(t)\| 2 \leq \| \phi n(0) - g(\phi n) - \phi (0) + g(\phi )\| 2

+K\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( 
\| \phi n(s) - \phi (s)\| 2

\Bigr) 
ds+M(t) + 2CR,1

t\int 
0

\| uns  - us\| 2C ds.

Звiдси за допомогою стохастичної леми Гронуолла (випадок 3) отримаємо

E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,\tau n(R)]
\| un(t) - u(t)\| 2

\biggr) \alpha 
\leq (C\alpha + 1)e\alpha CR,1TE\| (\phi n(0) - g(\phi n) - \phi (0) + g(\phi ))\| 2

+K\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( 
\| \phi n(s) - \phi (s)\| 2 ds

\Bigr) \alpha 
.
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Окрiм цього, маємо

K\epsilon 

0\int 
 - h

\Bigl( 
\| \phi n(s) - \phi (s)\| 2

\Bigr) 
ds \leq K\epsilon h\| \phi n  - \phi \| 2C .

А тому випливає, що для \alpha \in (0, 1)

E

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,\tau n(R)]
\| un(t) - u(t)\| 2\alpha 

\biggr) 
\leq C(T,R)

\Bigl( 
\| \phi n(0) - \phi (0)\| 2\alpha + \| \phi n  - \phi \| 2\alpha C

\Bigr) 
.

Розглянемо ймовiрнiсть
P

\biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,\tau n(R)]
\| un(t) - u(t)\| > \epsilon 

\biggr\} 
.

З нерiвностi Чебишова для всiх \beta \in (0,+\infty ) отримаємо

P

\biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,\tau n(R)]
\| un(t) - u(t)\| > \epsilon 

\biggr\} 
\leq 1

\epsilon \beta 
E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,\tau n(R)]
\| un(t) - u(t)\| 

\Biggr) \beta 

\leq 1

\epsilon 2\alpha 
E

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,\tau n(R)]
\| un(t) - u(t)\| 2\alpha 

\Biggr) 

\leq 1

\epsilon 2\alpha 
C(T,R)

\Bigl( 
\| \phi n(0) - \phi (0)\| 2\alpha + \| \phi n  - \phi \| 2\alpha C

\Bigr) 
.

Вiдповiдно можемо стверджувати, що оскiльки \phi n \rightarrow \phi при n\rightarrow \infty незалежно вiд R, то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

P

\biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,\tau n(R)]
\| un(t) - u(t)\| > \epsilon 

\biggr\} 
= 0. (17)

А тому маємо потрiбну збiжнiсть за ймовiрнiстю для всiх t до моменту зупинки \tau n(R).
Але оскiльки un i u є розв’язками задачi (1), (2), то, як i вище, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}R\rightarrow \infty \tau n(R) = T для всiх
n \in \bfN . Тому в (17) маємо збiжнiсть за ймовiрнiстю при всiх t \in [0, T ]. А того що un i u —
розв’язки задач (1), (2), то завдяки їхнiй єдиностi можна стверджувати, що

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\geq 1

E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0,T ]

\| un(t)\| 4 <\infty .

Тому з теореми Вiталi випливає

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

E \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in [0,T ]

\| un(t) - u(t)\| 2 = 0.

Останнє й доводить теорему.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу.
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