
DOI: 10.3842/nosc.v27i2.1471
УДК 517.9

СТIЙКIСТЬ ГЛОБАЛЬНОГО АТРАКТОРА РIВНЯННЯ РЕАКЦIЇ-ДИФУЗIЇ
ЩОДО ЗБУРЕНЬ НА ГРАНИЦI ОБЛАСТI

Олексiй Капустян, Анна Краснєєва
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка
вул. Володимирська, 64, Київ, 01601, Україна
e-mail: kapustyan@knu.ua, вiдповiдальний за листування,

krasnyeyeva@gmail.com
We consider the qualitative behavior of solutions of the reaction-diffusion parabolic-type equation with
nonautonomous bounded disturbances d(t) at the boundary of the domain. In the undisturbed case (d \equiv 0),
this problem generates a dissipative dynamical system with a global attractor \Theta in the phase space L2.
Under general conditions for input data, we prove a robust estimate for solutions of the disturbed problem,
which characterizes the stability of the attractor \Theta with respect to the quantity d(t).

Розглянуто якiсну поведiнку розв’язкiв параболiчного рiвняння типу реакцiя-дифузiя з неавтоном-
ними обмеженими збуреннями d(t) на межi областi. У незбуреному випадку (d \equiv 0) така задача у
фазовому просторi L2 породжує дисипативну динамiчну систему, що має глобальний атрактор \Theta .
При загальних умовах на вхiднi данi доведено робастну оцiнку для розв’язкiв збуреної задачi, що
характеризує стiйкiсть атрактора \Theta щодо величини d(t).

Вступ. Важливою частиною якiсної теорiї дисипативних автономних задач математичної
фiзики є теорiя глобальних атракторiв — компактних iнварiантних рiвномiрно притягую-
чих пiдмножин нескiнченновимiрного фазового простору [1, 2]. Для параболiчних рiвнянь
i систем типу реакцiя-дифузiя при досить загальних умовах на вхiднi данi, в якi входять
iмпульснi, сингулярнi та стохастичнi збурення, iснування i властивостi рiвномiрно притя-
гуючих множин дослiджено в [3 – 9]. За наявностi в задачi неавтономних збурень виникає
питання про оцiнку вiдхилення траєкторiй збуреної задачi вiд глобального атрактора. Для
систем звичайних диференцiальних рiвнянь такi оцiнки шукають за допомогою методiв
теорiї стiйкостi вiд входу до стану (Input-to-State Stability) [10]. Результати щодо таких ро-
бастних оцiнок для рiвнянь iз частинними похiдними у випадку глобально асимптотично
стiйкого положення рiвноваги (тривiального атрактора) одержано в [11]. Для нетривiаль-
ного атрактора в роботах [12 – 15] обґрунтовано схему виведення робастних оцiнок у ви-
падку неавтономних збурень у правiй частинi рiвняння. У цiй статтi ми застосовуємо
модифiкований варiант цiєї схеми для дослiдження стiйкостi атрактора у випадку збурень
на межi областi.

Постановка задачi. Щодо функцiї y = y(t, x), t > 0, x \in (0, l), розглядаємо початково-
крайову задачу

\partial y(t, x)

\partial t
 - \partial 2y(t, x)

\partial x2
= f(y(t, x)),

y| x=0 = d1(t), y| x=l = d2(t), (1)

y| t=0 = y0(x).
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Тут d := \{ d1, d2\} \in \scrU \subseteq 
\bigl( 
L\infty \bigl( 

\BbbR +

\bigr) \bigr) 2 визначають збурення, початкова функцiя y0 належить
до фазовому простору X = L2(0, l) iз нормою \| .\| , f : \BbbR \mapsto  - \rightarrow \BbbR — задана нелiнiйна функцiя
взаємодiї типу реакцiя-дифузiя, тобто f \in C1(\BbbR ), f(0) = 0, та iснують константи C \geq 0,
\alpha 1, \alpha 2 > 0, p \geq 2, \lambda \in \BbbR такi, що

\forall s \in \BbbR  - C  - \alpha 1| s| p \leq f(s)s \leq C  - \alpha 2| s| p,

f \prime (s) \leq \lambda .
(2)

Класичним прикладом є рiвняння Чаффе – Iнфанте з f(s) = \lambda 
\bigl( 
s - s3

\bigr) 
[1].

Позначимо y(t, y0, d) розв’язок задачi (1). У незбуреному випадку (d \equiv 0) вiдомо
[1], що за умов (2) розв’язки (1) породжують у X = L2(0, l) динамiчну систему \{ S(t) :
X \mapsto  - \rightarrow X\} t\geq 0, S(t)y0 = y(t, y0, 0), яка має в X глобальний атрактор, тобто iснує компактна
множина \Theta \subset X така, що

\forall t \geq 0 S(t)\Theta = \Theta ,

для будь-якої обмеженої B \subset X \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(S(t)B,\Theta ) \rightarrow 0, t\rightarrow \infty .

Далi будемо позначати

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(A1, A2) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\xi 1\in A1,\xi 2\in A2

\| \xi 1  - \xi 2\| ,

\| A\| \Theta = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(A,\Theta ),

Br(\Theta ) = \{ y \in X | \| y\| \Theta \leq r\} ,

\scrK = \{ \gamma \in \BbbC (\BbbR +) | \gamma (0) = 0, \gamma строго зростає\} ,

\scrK \scrL = \{ \beta \in \BbbC (\BbbR + \times \BbbR +) | \beta (0, 0) = 0, \beta (\cdot , t) \in \scrK , \beta (s, \cdot ) строго спадає до 0\} .

У роботi за деяких додаткових умов на параметри буде доведено локальну стiйкiсть
вiд входу до стану щодо збурень d, тобто те, що в деякому околi вхiдних даних iснують
функцiї \beta \in \scrK \scrL , \gamma \in \scrK такi, що

\forall t \geq 0 \| y(t, y0, d)\| \Theta \leq \beta (\| y0\| \Theta , t) + \gamma (\| d\| \infty ), (3)

де \| d\| \infty = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ \| d1\| \infty , \| d2\| \infty \} , \| \cdot \| \infty — норма в L\infty (\BbbR +).

Основнi результати. Нехай множина збурень U \subset 
\bigl( 
L\infty (\BbbR +)

\bigr) 2 складається з тих d =

\{ d1, d2\} \in 
\bigl( 
L\infty (\BbbR +)

\bigr) 2
, для яких di абсолютно неперервнi, di(0) = 0, i = 1, 2, i \| d\| \infty \leq R.

Тодi 0 \in U, U — трансляцiйно-iнварiантна множина, тобто

\forall h \geq 0 \forall d \in U d(\cdot + h) \in U.

При цьому \| d(\cdot + h)\| \infty \leq \| d\| \infty .
Нехай w = w(t, x) — розв’язок задачi

\partial w(t, x)

\partial t
 - \partial 2w(t, x)

\partial x2
= 0,

w| x=0 = d1(t), w| x=l = d2(t),

w| t=0 = 0.

(4)
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Оскiльки d \in U, то згiдно з принципом максимуму [16]

\| w\| \infty := \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in (0,l),t>0

| w(t, x)| \leq \| d\| \infty \leq R. (5)

Розв’язок (1) будемо розумiти як y = v + w, де w — розв’язок (4), v = v(t, x) — слабкий
розв’язок задачi

\partial v(t, x)

\partial t
 - \partial 2v(t, x)

\partial x2
= f(v(t, x) + w(t, x)),

v| x=0 = v| x=l = 0,

v| t=0 = y0(x).

(6)

Проаналiзуємо розв’язнiсть задачi (6) у випадку довiльної функцiї w \in L\infty ((0, l) \times 
(0,+\infty )), що задовольняє (5).

Позначимо клас таких функцiй w через W.
Для нелiнiйностi g(t, x, s) = f(s + w(t, x)), де w \in W, згiдно з (5) виконуються умови:

\forall s \in \BbbR , для майже всiх (м.в.) t > 0, x \in (0, l)

 - C  - \alpha 1| s| p \leq g(t, x, s) s \leq C  - \alpha 2 | s| p,

g\prime s(t, x, s) \leq \lambda ,
(7)

де константи C \geq C, \alpha 1, \alpha 2 > 0 залежать лише вiд R.
Умови (7) гарантують [4], що \forall y0 \in X, w \in W задача (6) має єдиний слабкий розв’язок

v = v(t, x) \in \BbbC ([0,+\infty );X), причому \forall t \geq \tau \geq 0 виконуються оцiнки\biggl( 
\| v(t)\| 2  - Cl

\lambda 1

\biggr) 
e2\lambda 1t \leq 

\biggl( 
\| v(\tau )\| 2  - Cl

\lambda 1

\biggr) 
e2\lambda 1\tau , (8)

\| v(t)\| 2 + 2

t\int 
\tau 

\| v(s)\| 2H1
0
ds+ 2\alpha 2

t\int 
\tau 

\| v(s)\| pLp ds \leq \| v(\tau )\| 2 + 2Cl(t - \tau ), (9)

де \lambda 1 > 0 — константа з нерiвностi Пуанкаре.
Позначимо для t \geq \tau \geq 0, y\tau \in X, d \in U

Sd(t, \tau , y\tau ) = v(t) + w(t), (10)

де w — розв’язок (4) на [\tau ,+\infty ), w(\tau ) = 0, v — розв’язок (6) на [\tau ,+\infty ), v(\tau ) = y\tau .

Тодi \{ Sd\} d\in U є сiм’єю напiвпроцесiв [12], тобто

Sd(\tau , \tau , y\tau ) = y\tau , \tau \geq 0,

Sd(t, s, Sd(s, \tau , y\tau )) = Sd(t, \tau , y\tau ), t \geq s \geq \tau , (11)

Sd(t+ h, \tau + h, y\tau ) = Sd(\cdot +h)(t, \tau , y\tau ), t \geq \tau , h \geq 0.
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При d \equiv 0 S0(t, 0, y0) = S(t)y0 = u(t) визначає розв’язок незбуреної задачi

\partial u(t, x)

\partial t
 - \partial 2u(t, x)

\partial x2
= f(u(t, x)),

u| x=0 = u| x=l = 0,

u| t=0 = y0(x).

(12)

Розв’язок (12) задовольняє оцiнки (8), (9) i, крiм того, виконується нерiвнiсть

\forall t \geq 0
\bigm\| \bigm\| \bigm\| S0\bigl( t, 0, y(1)0

\bigr) 
 - S0

\bigl( 
t, 0, y

(2)
0

\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq e\lambda t
\bigm\| \bigm\| \bigm\| y(1)0  - y

(2)
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| . (13)

Напiвгрупа \{ S(t) : X \rightarrow X\} t\geq 0, породжена (12), за умов (2) має глобальний атрактор \Theta 
[1], причому згiдно з оцiнкою (8)

\forall \xi \in \Theta \| \xi \| \leq Cl

\lambda 1
.

Також для t \geq \tau \geq 0, w \in W, y\tau \in X введемо до розгляду Vw(t, \tau , y\tau ) = v(t), де v —
розв’язок (6) з початковими даними v(\tau ) = y\tau i w \in W. Оскiльки W є транcляцiйно-
iнварiантною множиною, то \{ Vw\} w\in W є сiм’єю напiвпроцесiв у сенсi (11), V0(t, 0, y0) =
S0(t, 0, y0).

Зауважимо, що множина W включає в себе розв’язки (4) i якщо w — розв’язок (4), то

\forall t \geq 0, \forall y0 \in X Sd(t, 0, y0) = Vw(t, 0, y0) + w(t). (14)

Наступний результат для довiльної сiм’ї напiвпроцесiв \{ S\sigma \} \sigma \in \Sigma , де \Sigma \subseteq L\infty трансляцiйно-
iнварiанта, 0 \in \Sigma , обумовлює властивiсть локальної робастної стiйкостi атрактора \Theta на-
пiвгрупи S0, що задовольняє (13).

Лема 1 [14]. Нехай iснують \alpha \in \scrK , неперервна \eta : \BbbR 2
+ \rightarrow \BbbR +, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t\rightarrow 0+

\eta (r, t)

t
<\infty такi,

що \forall y \in X : \| y\| \leq r, \forall \sigma \in \Sigma : \| \sigma \| \infty \leq r,

\forall t \in [0, 1] \| S\sigma (t, 0, y) - S0(t, 0, y)\| \leq \eta (r, t)\alpha (\| \sigma \| \infty ). (15)

Тодi iснують r0 > 0, \beta \in \scrK \scrL , \gamma \in \scrK такi, що \forall y0 \in Br0(\Theta ), \forall \sigma \in \Sigma : \| \sigma \| \infty \leq r0,

\forall t \geq 0 \| S\sigma (t, 0, y0)\| \Theta \leq \beta (\| y0\| \Theta , t) + \gamma (\| \sigma \| \infty ). (16)

Теорема 1. Нехай виконуються умови (2) i, крiм того,

\exists C1 > 0 \forall s \in \BbbR 
\bigm| \bigm| f \prime (s)\bigm| \bigm| \leq C1(1 + | s| ). (17)

Тодi сiм’я напiвпроцесiв Sd, означена в (10), задовольняє властивiсть локальної стiйкостi
вiд входу до стану (16).

Доведення. Достатньо встановити оцiнку (16) для сiм’ї напiвпроцесiв \{ Vw\} w\in W . Тодi
для Sd(t, 0, y0) = Vw(t, 0, y0) + w(t) з урахуванням включення 0 \in \Theta i оцiнки (5) маємо

\forall t \geq 0 \| Sd(t, 0, y0)\| \Theta \leq \| Vw(t, 0, y0)\| \Theta + \| w(t)\| \Theta 

\leq \beta (\| y0\| \Theta , t) + \gamma (\| w\| \infty ) + \| w(t)\| \leq \beta (\| y0\| \Theta , t) + \gamma 1(\| d\| \infty ), (18)

де \gamma 1(s) = \gamma (s) + s, \gamma 1 \in \scrK .
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Таким чином, згiдно з лемою 1 потрiбно встановити оцiнку (15) для Vw.
Нехай v(t) = Vw(t, 0, y0), u(t) = S0(t, 0, y0), \| y0\| \leq r. Тодi для z(t) = v(t) - u(t) маємо

задачу

\partial z(t, x)

\partial t
 - \partial 2z(t, x)

\partial x2
= f(v(t, x) + w(t, x)) - f(u(t, x)),

z| x=0 = z| x=l = 0,

z| t=0 = 0.

(19)

Домножуючи (19) на z(t) у L2(0, l), для майже всiх t > 0 одержуємо

1

2

d

dt
\| z(t)\| 2 + \| z(t)\| 2H1

0
=

l\int 
0

f \prime (\theta )(z + w)z dx

\leq \lambda \| z(t)\| 2 +
l\int 

0

\bigm| \bigm| f \prime (\theta )\bigm| \bigm| | z| | w| dx. (20)

Оскiльки | \theta | \leq | v| + | u| + R, то з (8), (17), (20) отримуємо з урахуванням неперервностi
t \mapsto  - \rightarrow \| z(t)\| оцiнку

\forall t \in [0, 1] \| z(t)\| 2 \leq 2\lambda 

t\int 
0

\| z(s)\| 2 ds+ 2\| w\| \infty 

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| f \prime (\theta )\bigm\| \bigm\| \| z(s)\| ds
\leq 2\lambda 

t\int 
0

\| z(s)\| 2 ds+ 2\| w\| \infty \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
s\in [0,1]

\| z(s)\| 
t\int 

0

\bigm\| \bigm\| f \prime (\theta )\bigm\| \bigm\| ds
\leq 2\lambda 

t\int 
0

\| z(s)\| 2 ds+ 2\| w\| \infty \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
s\in [0,1]

\| z(s)\| C(r) t,

де C(r) = 4C1

\Bigl( 
R
\surd 
l + r +

\surd 
\=C
\Bigr) 
.

Тодi з нерiвностi Гронуолла маємо

\forall t \in [0, 1] \| z(t)\| 2 \leq 2\| w\| \infty \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} s \in [0, 1]\| z(s)\| C(r)e2\lambda t.

Отже,

\forall t \in [0, 1] \| z(t)\| \leq 2C(r)e2\lambda t \| w\| \infty . (21)

З (21), покладаючи \eta (r, t) = 2C(r)e2\lambda t, \alpha (p) = p, одержуємо (15).
Теорему 1 доведено.
Зауваження. Умова (17) є досить жорсткою i не охоплює, зокрема, рiвняння Чаффе –

Iнфанте. Її можна позбутись, якщо дещо звузити клас вхiдних даних. Вибiр такого класу,
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очевидно, має бути продиктовано властивостями глобального атрактора \Theta як рiвномiр-
но притягуючої множини. Оскiльки за умов (2) глобальний атрактор \Theta є обмеженою
множиною в L\infty (0, l), то можемо розглядати клас обмежених початкових функцiй. Ще
одним аргументом на користь вибору такого класу може слугувати той факт, що до-
вiльний розв’язок (6) належить класу \BbbC 

\bigl( 
(0, T ];H1

0 (0, l)
\bigr) 
[3]. Отже, згiдно з вкладенням

H1
0 (0, l) \subset L\infty (0, l) у кожен додатний момент часу розв’язок (6) належить L\infty (0, l).

Введемо до розгляду множину

Y =
\bigl\{ 
y \in L\infty (0, l) | \| y\| \infty \leq M

\bigr\} 
, M =

\biggl\{ 
C

\alpha 2

\biggr\} 1
p

. (22)

Теорема 2. Нехай виконуються умови (2). Тодi сiм’я напiвпроцесiв \{ Sd\} d\in U , означена у
(10), має властивiсть

\exists r > 0, \exists \beta \in \scrK \scrL , \exists \gamma \in \scrK \forall y0 \in Y : y0 \in Br(\Theta ), \forall d \in U : \| d\| \infty \leq r,

\forall t \geq 0 \| Sd(t, 0, y0)\| \Theta \leq \beta (\| y0\| \Theta , t) + \gamma (\| d\| \infty ). (23)

Доведення. Аналогiчно до (18), достатньо встановити оцiнку (23) для сiм’ї напiвпро-
цесiв \{ Vw\} w\in W .

Спочатку покажемо, що будь-якого w \in W виконується вкладення

\forall t \geq \tau \geq 0 Vw(t, \tau , Y ) \subset Y. (24)

Нехай v = v(t, x) —розв’язок (6) на [\tau ,+\infty ) з початковим значенням v(\tau ) \in Y. Домножимо
(6) у L2(0, l) на (v  - M)+ = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ 0, v  - M\} . Тодi з [1] для м.в. t > \tau 

1

2

d

dt
\| (v  - M)+\| 2 + \| (v  - M)+\| 2H1

0
=

l\int 
0

g(t, x)(v(t, x) - M)+ dx, (25)

де g(t, x) = f(v(t, x) + w(t, x)).

Якщо v(t, x) \leq M, то g(t, x)(v(t, x) - M)+ = 0.

Якщо v(t, x) > M, то згiдно з (7) одержуємо

g(t, x)(v(t, x) - M)+ = g(t, x)(v(t, x)
v(t, x) - M

v(t, x)

= g(t, x)v(t, x)

\biggl( 
1 - M

v(t, x)

\biggr) 

\leq 
\bigl( 
\=C  - \=\alpha 2| v(t, x)| p

\bigr) \biggl( 
1 - M

v(t, x)

\biggr) 

\leq 
\bigl( 
\=C  - \=\alpha 2M

p
\bigr) \biggl( 

1 - M

v(t, x)

\biggr) 
= 0.

Оскiльки v(\tau , x) \leq M для м.в. x \in (0, l), то з (25) маємо, що \forall t > \tau \| (v(t)  - M)+\| 2 \leq 0,
тобто v(t, x) < M майже скрiзь.
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Домножуючи (6) на (v+M) - = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ 0, v+M\} , з (7) аналогiчно до попереднiх мiркувань
одержуємо, що v(t, x) \geq  - M майже скрiзь. Звiдси маємо (24).

Тодi для z(t) = Vw(t, 0, y0) - S0(t, 0, y0) при y0 \in Y з нерiвностi (20) виводимо, що

\forall t \in [0, 1] \| z(t)\| \leq 2C(M)e2\lambda t\| w\| \infty , (26)

де C(M) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}| \theta | \leq 2M+R\| f \prime (\theta )\| .
Тодi результати роботи [12] гарантують для довiльного r0 > 0 iснування функцiй \psi , \=\psi ,

\alpha , \sigma \in \scrK , лiпшицевої (з константою 1) функцiї \BbbV : Br0(\Theta ) \rightarrow \BbbR + таких, що

\forall y0 \in Br0(\Theta ) \cap Y \forall w \in W \psi (\| y0\| \Theta ) \leq \BbbV (y0) \leq \=\psi (\| y0\| \Theta ), (27)

\.\BbbV w(y0) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow 0

1

t
(\BbbV (Vw(t, 0, y0)) - \BbbV (Vw(y0))) \leq  - \alpha (\| y0\| \Theta + \sigma (\| w\| \infty )). (28)

Тодi для \sigma 1(p) = \alpha  - 1(2\sigma (p)), \alpha 1(p) =
1

2
\alpha (p) маємо

\| y0\| \Theta \geq \sigma 1(\| w\| \infty ) =\Rightarrow \.\BbbV w(y0) \leq  - \alpha 1(\| y0\| \Theta ). (29)

Враховуючи нерiвнiсть \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\xi \in \Theta \| \xi \| \leq 
\=Cl

\lambda 1
, виберемо r0 з умови

\biggl( 
r0
2

+
\=Cl

\lambda 1

\biggr) 2
+

\=Cl

\lambda 1
< r20

i покладемо
Yw :=

\bigl\{ 
y \in Br0(\Theta ) \cap Y | \BbbV (y) \leq \=\psi (\sigma 1(\| w\| \infty ))

\bigr\} 
.

З (27) виводимо iснування такого r1 \leq r0, що

w \in W : \| w\| \infty \leq r1, y \in Yw =\Rightarrow \| y\| \Theta \leq r0
2
.

Нехай \| y0\| \Theta \leq r0
2
. Розглянемо два можливi випадки.

Випадок 1. Покажемо, що в цьому випадку

\forall t \geq \tau \geq 0 Vw(t, \tau , Yw) \subset Yw. (30)

Нехай y\tau \in Yw i v(t) —розв’язок (6) на [\tau ; +\infty ) з початковим значенням v(\tau ) = y\tau . Згiдно
з (24) v(t) \in Y \forall t \geq \tau . Крiм того, згiдно з оцiнкою (8) i вибором r0 маємо

\| y\tau \| \Theta \leq r0
2

=\Rightarrow \| y\tau \| \leq r0
2

+
\=Cl

\lambda 1

=\Rightarrow \forall t \geq \tau \| v(t)\| \Theta \leq \| v(t)\| \leq 

\sqrt{} \biggl( 
r0
2

+
\=Cl

\lambda 1

\biggr) 2

+
\=Cl

\lambda 1
< r0

=\Rightarrow v(t) \in Br0(\Theta ) \cap Y.

Припустимо, що властивiсть (30) не виконується. Це означає, що для деяких \epsilon > 0 i t > \tau 

\BbbV (v(t) > \=\psi 
\bigl( 
\sigma 1(\| w\| \infty ))

\bigr) 
+ \epsilon .
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Покладемо
t1 = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\bigl\{ 
t > \tau | \BbbV (v(t)) > \=\psi (\sigma 1(\| w\| \infty )) + \epsilon 

\bigr\} 
.

Тодi з (27) маємо
\=\psi (\| v(t1)\| \Theta ) > \BbbV (v(t1)) > \=\psi (\sigma 1(\| w\| \infty )) \geq \=\psi (\sigma 1(\| w(\cdot + t1)\| \infty )).

З iншого боку з (28) i (29) виводимо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow 0+

1

t

\bigl( 
\BbbV (v(t1 + t)) - \BbbV (v(t))

\bigr) 
= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow 0+

1

t

\bigl( 
\BbbV 
\bigl( 
Vw(\cdot +t1)(t, 0, v(t1)) - \BbbV (v(t1))

\bigr) \bigr) 
= \.\BbbV w(\cdot +t1)(v(t1)) \leq  - \alpha 1(\| v(t1)\| \Theta ) < 0.

З останньої нерiвностi одержуємо, що для деякого \delta > 0

\BbbV (v(t1 + t)) \leq \BbbV (v(t1)) = \=\psi (v1(\| w\| \infty )) + \epsilon \forall t \in [0, \delta ),

що суперечить означенню точки t1.
Отже, в межах цього випадку з (30) виводимо, що

\forall t \geq 0 \| Vw(t, 0, y0)\| \Theta \leq \psi  - 1
\bigl( 
\=\psi (\sigma 1(\| w\| \infty ))

\bigr) 
.

Завдяки останньому переконуємося у виконаннi (23) з r = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl\{ r0
2
, r1

\Bigr\} 
, довiльною \beta \in \scrK \scrL 

i \gamma = \psi  - 1
\bigl( 
\=\psi (\sigma 1)

\bigr) 
.

Випадок 2. y0 \in B r0
2
(\Theta ) \cap Y, але y0 /\in Yw.

Тодi згiдно з (8) i вибором r0 маємо, що \forall t \geq 0 \| v(t)\| \Theta < r0 i v(t) \in Y.
Оскiльки Yw замкнена, то наше припущення означає, що iснує 0 < T \leq +\infty таке, що

\forall t \in [0, T ) \| v(t)\| \Theta \geq \sigma 1(\| w\| \infty ).

Тодi з (29) для неперервної функцiї q(t) = \BbbV (v(t)) маємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\tau \rightarrow 0+

1

\tau 
(q(t+ \tau ) - q(t)) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

\tau \rightarrow 0+

1

\tau 

\bigl( 
\BbbV (Vw(\cdot +t)(\tau , 0, v(t)) - \BbbV (t))

\bigr) 
\leq  - \alpha 1(\| v(t)\| \Theta ) \leq  - \alpha 1

\bigl( 
\=\psi  - 1(\BbbV (v(t)))

\bigr) 
=  - \alpha 1

\bigl( 
\=\psi  - 1(q(t))

\bigr) 
. (31)

Згiдно з [11] iснує \=\beta \in \scrK \scrL , яка залежить вiд \alpha 1, \=\psi , така, що
\forall t \in [0, T ) q(t) \leq \=\beta (q(0), t).

Тобто згiдно з (27)
\forall t \in [0, T ) \| v(t)\| \Theta \leq \psi  - 1

\bigl( 
\=\beta 
\bigl( 
\=\psi (\| y0\| \Theta ), t

\bigr) \bigr) 
.

Iншими словами, \exists \beta \in \scrK \scrL така, що
\forall t \in [0, T ) \| Vw(t, 0, y0)\| \Theta \leq \beta (\| y0\| \Theta , t). (32)

Якщо T = \infty , то доведення закiнчене. Iнакше при t = T Vw(T, 0, y0) \in Yw; отже, згiдно з
випадком 1 при t \geq T

Vw(t, T, Vw(T, 0, y0)) \in Yw,

тобто
\| Vw(t, 0, y0)\| \Theta \leq \gamma (\| w\| \infty ) \forall t \geq T. (33)

З (32) i (33) маємо шукану оцiнку (23).
Теорему 2 доведено.
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Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу i заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування для її виконання.
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