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We establish sufficient conditions for the existence and uniqueness of a solution of the two-point boundary-
value problem for a linear singularly perturbed differential-algebraic system in the case of simple roots of
the corresponding characteristic equation.We develop an algorithm of construction of asymptotic solutions
of this boundary-value problem.

Одержано достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку двоточкової крайової задачi для лiнiйної
сингулярно збуреної диференцiально-алгебраїчної системи у випадку простих коренiв вiдповiдного
характеристичного рiвняння. Розроблено алгоритм побудови асимптотичних розв’язкiв зазначеної
крайової задачi.

1. Вступ. Пiдґрунтям дослiджень властивостей розв’язкiв крайових задач для лiнiйних
сингулярно збурених систем диференцiальних рiвнянь є результатиБiркгофа [1], Тамаркiна
[2], Нуайона [3] i Туррiтiна [4], в яких закладено основи асимптотичного аналiзу вказаних
систем. Знаючи фундаментальну матрицю лiнiйної системи, можна з’ясувати умови, при
виконаннi яких розв’язки збуреної системи, наприклад, є обмеженими або прямують до
вiдповiдних розв’язкiв незбуреної системи у випадку, коли малий параметр прямує до
нуля [5]. Тодi розв’язки крайової задачi для сингулярно збуреної системи можна знайти
як i у класичному випадку, використовуючи метод варiацiї довiльних сталих [6]. При
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цьому суттєво застосовується технiка зведення матрицi коефiцiєнтiв системи до матрицi
квазiдiагонального вигляду, дiагональнi елементи якої є жордановими клiтинами [7 – 10].

Зрозумiло, що знаходження фундаментальної матрицi лiнiйної системи диференцiаль-
них рiвнянь є доволi складною задачею. Тому для вивчення крайових задач для сингулярно
збурених систем часто використовують рiзноманiтнi асимптотичнi методи, оскiльки при
цьому також є вiдомою асимптотична поведiнка вiдповiдної фундаментальної матрицi.

Серед найбiльш ефективних асимптотичних методiв дослiдження крайових задач для
сингулярно збурених систем можна виокремити близькi за суттю метод Вiшика –Люстер-
ника [11], метод зрощування асимптотичних розвинень [12, 13] i метод примежових функ-
цiй [14 – 18]. Розв’язок крайової задачi будують у виглядi суми двох формальних рядiв, один
з яких є регулярним рядом (визначається вiдповiдною незбуреною задачею), а iнший —
рядомпримежового типу. Така структура розв’язку дозволяє зробити асимптотичний аналiз
задачi, незважаючи на її суттєве спрощення i втрату частини крайових умов, що вiдбува-
ється при переходi вiд збуреної задачi до незбуреної.

Оригiнальний пiдхiд до асимптотичного iнтегрування сингулярно збурених крайових
задач запропонував Ломов [19]. У розробленому ним методi регуляризацiї сингулярно
збурена задача переходом до простору бiльшого вимiру стає регулярно збуреною, що дає
змогу шукати її розв’язок у виглядi ряду за степенями малого параметра. Зазначимо, що
Ломову вдалося знайти достатнi умови збiжностi асимптотичних розвинень розв’язкiв дея-
ких сингулярно збурених задач.

У працях Самойленка, Бойчука та Каранджулова [20, 21] дослiджено крайову задачу
для сингулярно збуреної системи диференцiальних рiвнянь

\varepsilon 
dx

dt
= Ax+ \varepsilon A1(t)x+ \varphi (t), (1)

lx(\cdot ) = h, h \in Rm, (2)

де l — лiнiйний обмежений m-вимiрний функцiонал, заданий iнтегралом Рiмана –Стiл-
тьєса. Розглядався як некритичний (дiйснi частини власних значень матрицi A не дорiвню-
ють нулю), так i критичний випадки (нульовому власному значенню кратностi k вiдповiдає
k лiнiйно незалежних власних векторiв матрицi A). Згiдно з методом примежових функцiй
розв’язок задачi (1), (2) будувався у виглядi суми двох формальних рядiв. Члени регуляр-
ного ряду знаходилися з алгебраїчних систем, а члени примежового ряду — iз систем
диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. При цьому суттєво використовувала-
ся технiка проєкторiв [22].

Крайову задачу для сингулярно збуреної диференцiально-алгебраїчної системи

\varepsilon B(t)
dx

dt
= A(t, \varepsilon )x, (3)

Mx(0, \varepsilon ) +Nx(T, \varepsilon ) = d(\varepsilon ), (4)

розглянуто у працi Старуна [23]. Припускаючи регулярнiсть в’язки A(t, 0)  - \lambda B(t) i про-
стоту її нескiнченних елементарних дiльникiв, проведено розщеплення системи (3) на
диференцiальну i алгебраїчну системи меншої розмiрностi. Це дозволило звести задану за-
дачу до двоточкової крайової задачi для системи диференцiальних рiвнянь i знайти вигляд
вектора d(\varepsilon ), при якому задача (3), (4) є сумiсною.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 1



АСИМПТОТИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ 45

Бiльш складнi випадкищодо структури кронекерової в’язки дослiджено у працях Яков-
ця, Вiри та Пафика [24 – 26]. Припускалося, що в’язка A(t, 0)  - \lambda B(t) має як простi, так i
кратнi елементарнi дiльники (скiнченнi та нескiнченнi). Для знаходження розв’язку кра-
йової задачi будували фундаментальну матрицю системи (3) [27] i вiдповiдний вектор
довiльних сталих визначався з крайових умов. При цьому суттєвим було припущення про
вiдмiннiсть вiд нуля дiйсних частин власних значень в’язки A(t, 0)  - \lambda B(t) або, якщо це
не так, припущення про тотожну рiвнiсть нулю цих власних значень.

Випадок, коли дiйснi частини власних значень в’язки A(t, 0) - \lambda B(t) дорiвнюють нулю,
а самi власнi значення вiдмiннi вiд нуля, ранiше не розглядався. Насамперед це пов’язано
з методом побудови формальних розв’язкiв вiдповiдної крайової задачi. Якщо вони буду-
ються безпосередньо (метод примежових функцiй [20, 21]), то членам сингулярної частини
асимптотики не притаманна основна властивiсть примежових функцiй (примежовi функцiї
достатньо великi в околi певних точок i експоненцiально спадають поза цими околами).
Якщо ж використовується фундаментальна матриця системи (3), то при знаходженнi вiд-
повiдного вектора довiльних сталих iз крайових умов нехтують експоненцiально малими
доданками [24 – 26], що в принципi не можливо, якщо власнi значення в’язки A(t, 0) - \lambda B(t)
суто уявнi i вiдмiннi вiд нуля.

Саме такий випадок i дослiджується у цiй статтi.
2. Асимптотичний аналiз крайової задачi. 2.1. Невироджений випадок. Розглянемо кра-

йову задачу

\varepsilon B(t, \varepsilon )
dx

dt
= A(t, \varepsilon )x+ f(t, \varepsilon ), t \in [0;T ], (5)

Mx(0, \varepsilon ) +Nx(T, \varepsilon ) = d(\varepsilon ), (6)

де x = x(t, \varepsilon ) — шуканий n-вимiрний вектор, A(t, \varepsilon ), B(t, \varepsilon ) — квадратнi матрицi n-
го порядку, M, N — прямокутнi (l \times n)-вимiрнi матрицi зi сталими елементами, f(t, \varepsilon )
та d(\varepsilon ) — вiдповiдно n- i l -вимiрнi вектори, \varepsilon \in (0; \varepsilon 0], 0 < \varepsilon 0 \ll 1. Припускаємо, що
коефiцiєнти задачi (5), (6) є дiйсними або комплекснозначними функцiями.

Крайову задачу (5), (6) розглядаємо у двох випадках—невиродженому та виродженому.
Назвемо випадок невиродженим, якщо detB(t, \varepsilon ) \not = 0, t \in [0;T ], \varepsilon \in (0; \varepsilon 0].

Нехай виконуються такi умови:
1. Матрицi A(t, \varepsilon ), B(t, \varepsilon ) i вектори f(t, \varepsilon ), d(\varepsilon ) допускають рiвномiрнi асимптотичнi

розвинення

A(t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kAk(t), B(t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kBk(t), f(t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kfk(t), t \in [0;T ], (7)

d(\varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kdk.

2. Коефiцiєнти Ak(t), Bk(t), fk(t) розвинень (7) нескiнченно диференцiйовнi на вiд-
рiзку [0;T ].

3. detB0(t) \equiv 0, t \in [0;T ].

4. В’язка матриць матриць A0(t)  - \lambda B0(t), t \in [0;T ], регулярна, має n  - 1 простих
власних значень \lambda i(t), тобто
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\lambda i(t) \not = \lambda j(t), t \in [0;T ], i \not = j, i, j = 1, n - 1,

причому Re\lambda i(t) \leq 0, t \in [0;T ], i = 1, n - 1, i \lambda i(t) \not = 0, t \in [0;T ], i = 1, n - 1.
Тодi, не применшуючи загальностi, можна вважати, що матрицi A0(t) i B0(t) у систе-

мi (5) дiагональнi. Справдi, з умов 1 – 4 випливає iснування таких неособливих нескiнченно
диференцiйовних на заданому вiдрiзку матриць P (t) i Q(t), що

P (t)A0(t)Q(t) = \Omega 0(t) \equiv diag \{ 1,\Lambda n - 1(t)\} , P (t)B0(t)Q(t) = H0(t) \equiv diag \{ 0, En - 1\} ,

де \Lambda n - 1 = diag \{ \lambda 1(t), \lambda 2(t), . . . , \lambda n - 1(t)\} , а En - 1 — одинична матриця (n - 1)-го порядку.
Отже, нехай

A0(t) = \Omega 0(t), B0(t) = H0(t).

Згiдно з умовами 1 – 4 iснують такi неособливi нескiнченно диференцiйовнi матрицi
P (t, \varepsilon ) i Q(t, \varepsilon ), що

P (t, \varepsilon )A(t, \varepsilon )Q(t, \varepsilon ) = \Omega (t, \varepsilon ) + \varepsilon P (t, \varepsilon )B(t, \varepsilon )Q\prime (t, \varepsilon ), (8)

P (t, \varepsilon )B(t, \varepsilon )Q(t, \varepsilon ) = H(t, \varepsilon ), (9)

де

\Omega (t, \varepsilon ) = diag \{ e(t, \varepsilon ),\Lambda n - 1(t, \varepsilon )\} , H(t, \varepsilon ) = diag \{ h(t, \varepsilon ), En - 1(t, \varepsilon )\} ,

\Lambda n - 1(t, \varepsilon ) = diag \{ \lambda 1(t, \varepsilon ), \lambda 2(t, \varepsilon ), . . . , \lambda n - 1(t, \varepsilon )\} ,

En - 1(t, \varepsilon ) = diag \{ e1(t, \varepsilon ), e2(t, \varepsilon ), . . . , en - 1(t, \varepsilon )\} 

i \Omega (t, 0) = \Omega 0(t), H(t, 0) = H0(t) (алгоритм побудови перетворюючих матриць P (t, \varepsilon ) i
Q(t, \varepsilon ) наведено в останнiй частинi цiєї роботи).

При цьому на вiдрiзку [0;T ] мають мiсце рiвномiрнi асимптотичнi розвинення

\Omega (t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon k\Omega k(t), H(t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kHk(t),

P (t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kPk(t), Q(t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kQk(t),

де P0(t) = Q0(t) = En, En — одинична матриця n-го порядку.
За побудовою

P (t, \varepsilon ) = Pm(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1 \widetilde P (t, \varepsilon ), Q(t, \varepsilon ) = Qm(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1 \widetilde Q(t, \varepsilon ),

де

Pm(t, \varepsilon ) =

m\sum 
k=0

\varepsilon kPk(t), Qm(t, \varepsilon ) =

m\sum 
k=0

\varepsilon kQk(t),

а \widetilde P (t, \varepsilon ) = O(1), \widetilde Q(t, \varepsilon ) = O(1), t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+.
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Тодi з рiвностей (8), (9) одержуємо

Pm(t, \varepsilon )A(t, \varepsilon )Qm(t, \varepsilon ) = \Omega m(t, \varepsilon ) + \varepsilon Pm(t, \varepsilon )B(t, \varepsilon )Q\prime 
m(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1\widetilde \Omega (t, \varepsilon ),

Pm(t, \varepsilon )B(t, \varepsilon )Qm(t, \varepsilon ) = Hm(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1 \widetilde H(t, \varepsilon ),

де

\Omega m(t, \varepsilon ) =

m\sum 
k=0

\varepsilon k\Omega k(t), Hm(t, \varepsilon ) =

m\sum 
k=0

\varepsilon kHk(t),

а \widetilde \Omega (t, \varepsilon ) = O(1), \widetilde H(t, \varepsilon ) = O(1), t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+.
У системi (5) зробимо замiну y = Qm(t, \varepsilon )x i домножимо її обидвi частини злiва на

Pm(t, \varepsilon ). Маємо

\varepsilon 
\bigl( 
Hm(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1 \widetilde H(t, \varepsilon )

\bigr) dy
dt

=
\bigl( 
\Omega m(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1\widetilde \Omega (t, \varepsilon )\bigr) y + g(t, \varepsilon ), (10)

де g(t, \varepsilon ) = Pm(t, \varepsilon )f(t, \varepsilon ).
Крайова умова (6) при цьому набуде вигляду

MQm(0, \varepsilon )y(0, \varepsilon ) +NQm(T, \varepsilon )y(T, \varepsilon ) = d(\varepsilon ). (11)

5. Припустимо, що h(t, \varepsilon ) = \varepsilon k\widetilde h(t, \varepsilon ), де Re\widetilde h(t, 0) < 0, t \in [0;T ] (за умови 5 має мiсце
невироджений випадок). Зауважимо, що з умов 1 i 3 випливає, що k > 0.

Тодi матриця Hm(t, \varepsilon ), m \geq k, не особлива для всiх t \in [0;T ], \varepsilon \in (0; \varepsilon 0] i фундамен-
тальна матриця вiдповiдної однорiдної системи

\varepsilon Hm(t, \varepsilon )
dy

dt
= \Omega m(t, \varepsilon )y (12)

має вигляд Ym(t, \varepsilon ) = exp

\biggl( 
1

\varepsilon 

\int t

0
H - 1

m (t, \varepsilon )\Omega m(t, \varepsilon )dt

\biggr) 
.

Розглянемо допомiжну крайову задачу для задачi (10), (11), знехтувавши у системi (10)
матрицями \widetilde H(t, \varepsilon ) i \widetilde \Omega (t, \varepsilon ).

Частинний розв’язок неоднорiдної системи

\varepsilon Hm(t, \varepsilon )
dy

dt
= \Omega m(t, \varepsilon )y + g(t, \varepsilon ) (13)

шукаємо у виглядi

y(t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kuk(t). (14)

Пiдставляючи (14) у систему (13) i порiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях \varepsilon ,
отримуємо

u0(t) =  - \Omega  - 1
0 (t)g0(t),

uk(t) = \Omega  - 1
0 (t)

\Biggl( 
k\sum 

s=0

Hs(t)u
\prime 
k - s - 1(t) - 

k\sum 
s=1

\Omega s(t)uk - s(t) - gs(t)

\Biggr) 
, k \in N,

де ui(t) \equiv 0, t \in [0;T ], i < 0; Hj(t) \equiv 0, \Omega j(t) \equiv 0, t \in [0;T ], j > m; g(t, \varepsilon ) =
\sum 

k\geq 0
\varepsilon kgk(t).
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Асимптотичний розв’язок крайової задачi (13), (11) шукаємо у виглядi

ym(t, \varepsilon ) = Ym(t, \varepsilon )a(\varepsilon ) + um(t, \varepsilon ), (15)

де um(t, \varepsilon ) =
\sum m

k=0
\varepsilon kuk(t), визначаючи вектор довiльних сталих a(\varepsilon ) так, щоб функцiя

ym(t, \varepsilon ) задовольняла крайовi умови (11) iз точнiстю до членiв O(\varepsilon m+1) :\left(  MQm(0, \varepsilon ) +NQm(T, \varepsilon ) exp

\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

H - 1
m (t, \varepsilon )\Omega m(t, \varepsilon )dt

\right)  \right)  a(\varepsilon )
= d(\varepsilon ) - MQm(0, \varepsilon )um(0, \varepsilon ) - NQm(T, \varepsilon )um(T, \varepsilon ). (16)

Для визначеностi припустимо, що Re\lambda i(t) < 0, t \in [0;T ], i = 1, r, i Re\lambda i(t) \leq 0, t \in [0;T ],
i = r + 1, n - 1. Оскiльки Qm(0, 0) = Qm(T, 0) = En, то система (16) буде сумiсною, якщо,
наприклад,

det

\left(  M +R exp

\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

\Psi m(t, \varepsilon )dt

\right)  \right)  \not = 0, \varepsilon \in (0; \varepsilon 0], (17)

де першi r стовпцiв матрицi R є нульовими, решта стовпцiв є стовпцями матрицi N,

\Psi m(t, \varepsilon ) = diag \{ 0, . . . , 0, \psi r+1(t, \varepsilon ), . . . , \psi n(t, \varepsilon )\} ,

\psi i(t, \varepsilon ), i = r + 1, n - 1, — вiдповiднi дiагональнi елементи матрицi H - 1
m (t, \varepsilon )\Omega m(t, \varepsilon ).

Припустимо, що виконуються такi умови:
6. l = n.
7. detM \not = 0 i \| M - 1R\| < 1.
Тодi, враховуючи дiагональнiсть матриць Hm(t, \varepsilon ) i \Omega m(t, \varepsilon ), згiдно з умовами 4, 5

маємо \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| exp
\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

\Psi m(t, \varepsilon )dt

\right)  \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 1.

Отже, матриця

M +R exp

\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

\Psi m(t, \varepsilon )dt

\right)  , \varepsilon \in (0; \varepsilon 0],

не особлива i

a(\varepsilon ) =

\left(  MQm(0, \varepsilon ) +NQm(T, \varepsilon ) exp

\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

H - 1
m (t, \varepsilon )\Omega m(t, \varepsilon )dt

\right)  \right)   - 1

\times (d(\varepsilon ) - MQm(0, \varepsilon )um(0, \varepsilon ) - NQm(T, \varepsilon )um(T, \varepsilon )).
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Побудований асимптотичний розв’язок допомiжної задачi (13), (11) використаємо для
доведення iснування та єдиностi розв’язку крайової задачi (10), (11). Для цього у систе-
мi (10) покладемо

y = ym(t, \varepsilon ) + z, (18)

де z = z(t, \varepsilon ) — нова невiдома вектор-функцiя. Маємо

\varepsilon 
\bigl( 
Hm(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1 \widetilde H(t, \varepsilon )

\bigr) dz
dt

=
\bigl( 
\Omega m(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1\widetilde \Omega (t, \varepsilon )\bigr) z + \varepsilon m+1\widetilde q(t, \varepsilon ), (19)

де \widetilde q(t, \varepsilon ) = O(1), t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+.
Крайова умова (11) при цьому набуде вигляду

MQm(0, \varepsilon )z(0, \varepsilon ) +NQm(T, \varepsilon )z(T, \varepsilon ) = \varepsilon m+1 \widetilde d(\varepsilon ), (20)

де \widetilde d(\varepsilon ) = O(1), \varepsilon \rightarrow 0+.
Згiдно з [27] фундаментальна матриця вiдповiдної однорiдної системи

\varepsilon 
\bigl( 
Hm(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1 \widetilde H(t, \varepsilon )

\bigr) dz
dt

=
\bigl( 
\Omega m(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1\widetilde \Omega (t, \varepsilon )\bigr) z (21)

має вигляд

Z(t, \varepsilon ) =
\bigl( 
Um(t, \varepsilon ) + \varepsilon m - k \widetilde U(t, \varepsilon )

\bigr) 
exp

\left(  1

\varepsilon 

t\int 
0

W (t, \varepsilon )dt

\right)  ,
де Um(t, \varepsilon ) =

\sum m

s=0
\varepsilon sUs(t), Um(t, \varepsilon ), \widetilde U(t, \varepsilon ) = O(1), t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+, причому Us(t) \equiv E,

t \in [0;T ], s = 0,m - 2k + 1, а W (t, \varepsilon ) — така дiагональна матриця, що

W (t, \varepsilon ) = H - 1
m (t, \varepsilon )\Omega m(t, \varepsilon ) + \varepsilon m - 2k+1\widetilde W (t, \varepsilon ),

\widetilde W (t, \varepsilon ) = O(1), i = 1, n, t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+.
Загальний розв’язок системи (19) шукатимемо у виглядi

z(t, \varepsilon ) = Z(t, \varepsilon )b(\varepsilon ) + \varepsilon m
t\int 

0

Z(t, \varepsilon )Z - 1(\tau , \varepsilon )H - 1(\tau , \varepsilon )\widetilde q(\tau , \varepsilon )d\tau ,
визначаючи вектор b(\varepsilon ) так, щоб виконувалася крайова умова (20), тобто\bigl( 

MQm(0, \varepsilon )Z(0, \varepsilon ) +NQm(T, \varepsilon )Z(T, \varepsilon )
\bigr) 
b(\varepsilon )

= \varepsilon m+1 \widetilde d(\varepsilon ) - \varepsilon mNQm(T, \varepsilon )

T\int 
0

Z(T, \varepsilon )Z - 1(\tau , \varepsilon )H - 1(\tau , \varepsilon )\widetilde q(\tau , \varepsilon )d\tau ,
або \left(  MQm(0, \varepsilon )(Um(0, \varepsilon ) + \varepsilon m - k+1 \widetilde U(0, \varepsilon ))
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+ NQm(T, \varepsilon )(Um(T, \varepsilon ) + \varepsilon m - k \widetilde U(T, \varepsilon )) exp

\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

W (t, \varepsilon )d\tau 

\right)  \right)  b(\varepsilon )

= \varepsilon m+1 \widetilde d(\varepsilon ) - \varepsilon mNQm(T, \varepsilon )

T\int 
0

Z(T, \varepsilon )Z - 1(\tau , \varepsilon )H - 1(\tau , \varepsilon )\widetilde q(\tau , \varepsilon )d\tau . (22)

Визначник системи (22), як i системи (16), для достатньо малих \varepsilon i достатньо великих
m вiдмiнний вiд нуля. Тому з умов 6, 7 випливає сумiснiсть системи (22) щодо b(\varepsilon ). При
цьому b(\varepsilon ) = O(\varepsilon m - k), \varepsilon \rightarrow 0+.

Таким чином, крайова задача (19), (20) має єдиний розв’язок z = z(t, \varepsilon ) i z(t, \varepsilon ) =
O(\varepsilon m - k), t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+.

Теорема 1. Нехай A(t, \varepsilon ), B(t, \varepsilon ), f(t, \varepsilon ) \in Cm+1(G), де

G =
\bigl\{ 
(t, \varepsilon ) \in R2 : 0 \leq t \leq T, 0 \leq \varepsilon \leq \varepsilon 0

\bigr\} 
,

d(\varepsilon ) \in Cm+1[0; \varepsilon 0] i виконуються умови 3 – 7. Тодi для достатньо малих \varepsilon , 0 < \varepsilon \leq \varepsilon 1,
\varepsilon 1 \leq \varepsilon 0, i достатньо великого m, m > 2k  - 1, iснує єдиний розв’язок x = x(t, \varepsilon ) крайової
задачi (5), (6), причому

\| x(t, \varepsilon ) - xm(t, \varepsilon )\| = O(\varepsilon m - k), t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+. (23)

Зауваження. Якщо B(t, \varepsilon ) = E, то, використовуючи розроблений алгоритм, можна
побудувати асимптотичнi розв’язки крайової задачi

\varepsilon 
dx

dt
= A(t, \varepsilon )x+ f(t, \varepsilon ), t \in [0;T ],

Mx(0, \varepsilon ) +Nx(T, \varepsilon ) = d(\varepsilon )

у випадку, коли дiйснi частини власних значень матрицi A0(t) можуть бути не додатнi.
2.2. Вироджений випадок. Як зазначалося ранiше, за умови 5 має мiсце невироджений

випадок. Тому у цьому пунктi припускаємо виконання такої умови.
8. Нехай h(t, \varepsilon ) \equiv 0, t \in [0;T ], \varepsilon \in (0; \varepsilon 0].

Як i в невиродженому випадку, крайова задача (5), (6) зводиться до задачi (10), (11).
При цьому фундаментальна матриця системи (12) є прямокутною

Ym(t, \varepsilon ) = K exp

\left(  1

\varepsilon 

t\int 
0

H - 1
m1(t, \varepsilon )\Omega m1(t, \varepsilon )dt

\right)  ,
де K = colon(e2, e3, . . . , en), ei, i = 2, n, — n-вимiрний вектор, у якого i-та коор-
дината дорiвнює 1, решта дорiвнюють нулю, Hm(t, \varepsilon ) = diag \{ 0, Hm1(t, \varepsilon )\} , \Omega m(t, \varepsilon ) =
diag \{ \omega m(t, \varepsilon ),\Omega m1(t, \varepsilon )\} .

Асимптотичний розв’язок допомiжної крайової задачi (13), (11) шукаємо у виглядi (15).
9. Нехай l = n - 1.
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У цьому випадку визначник (17) за аналогiчних припущень щодо власних значень
в’язки A0(t) - \lambda B0(t) набуде вигляду

det

\left(  MK +R exp

\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

\Psi m(t, \varepsilon )dt

\right)  \right)  , (24)

де, як i ранiше, першi r + 1 стовпцiв матрицi R є нульовими, решта стовпцiв є стовпцями
матрицi N,

\Psi m(t, \varepsilon ) = diag
\bigl\{ 
0, . . . , 0, \psi r+1(t, \varepsilon ), . . . , \psi n(t, \varepsilon )

\bigr\} 
,

\psi i(t, \varepsilon ), i = r + 1, n - 1, — вiдповiднi дiагональнi елементи матрицi H - 1
m1(t, \varepsilon )\Omega m1(t, \varepsilon ).

10. Припустимо, що detMK \not = 0 i \| (MK) - 1R\| < 1.

Тодi система (16) сумiсна i

a(\varepsilon ) =

\left(  MQm(0, \varepsilon )K +NQm(T, \varepsilon )K exp

\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

\Psi m(t, \varepsilon )dt

\right)  \right)   - 1

\times (d(\varepsilon ) - MQm(0, \varepsilon )um(0, \varepsilon ) - NQm(T, \varepsilon )um(T, \varepsilon )).

Доведемо iснування та єдинiсть розв’язку крайової задачi (10), (11). Для цього скори-
стаємося побудованим асимптотичним розв’язком (15) допомiжної задачi (11), (13).

Використовуючи замiну (18), вiд системи (10) перейдемо до системи (19). У цьому
випадку фундаментальна матриця вiдповiдної однорiдної системи (21) має вигляд

Z(t, \varepsilon ) =
\bigl( 
Um(t, \varepsilon ) + \varepsilon m - k \widetilde U(t, \varepsilon )

\bigr) 
exp

\left(  1

\varepsilon 

t\int 
0

W (t, \varepsilon )dt

\right)  ,
де Um(t, \varepsilon ) =

\sum m

s=0
\varepsilon sUs(t) —прямокутна матриця розмiрiв n\times (n - 1), Um(t, \varepsilon ), \widetilde U(t, \varepsilon ) =

O(1), t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+, причому Us(t) \equiv K, t \in [0;T ], s = 0,m - 2k + 1, а W (t, \varepsilon ) — така
дiагональна матриця, що

W (t, \varepsilon ) = H - 1
m1(t, \varepsilon )\Omega m1(t, \varepsilon ) + \varepsilon m - 2k+1\widetilde W (t, \varepsilon ),

\widetilde W (t, \varepsilon ) = O(1), i = 1, n, t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+.

Аналогiчно, матриця

\widehat Z(t, \varepsilon ) = (Vm(t, \varepsilon ) + \varepsilon m - k \widetilde V (t, \varepsilon )) exp

\left(   - 1

\varepsilon 

t\int 
0

W \ast (t, \varepsilon )dt

\right)  
є фундаментальною матрицею системи, спряженої до (21):

\varepsilon 
d

dt

\bigl( \bigl( 
Hm(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1 \widetilde H(t, \varepsilon )

\bigr) \ast 
z
\bigr) 
=  - 

\bigl( 
\Omega m(t, \varepsilon ) + \varepsilon m+1\widetilde \Omega (t, \varepsilon )\bigr) \ast z.
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Тут структура прямокутної матрицi Vm(t, \varepsilon ) така ж, як i структура Um(t, \varepsilon ), а W \ast (t, \varepsilon ) —
матриця, спряжена до W (t, \varepsilon ).

Позначимо через \varphi (t, \varepsilon ) i \psi (t, \varepsilon ) власнi вектори вiдповiдно матриць H(t, \varepsilon ) i H\ast (t, \varepsilon ),
якi вiдповiдають нульовим власним значенням цих матриць.

Тодi загальний розв’язок системи (19) матиме вигляд [27]

z(t, \varepsilon ) = Z(t, \varepsilon )b(\varepsilon ) + \varepsilon m
t\int 

0

Z(t, \varepsilon ) \widehat Z\ast (\tau , \varepsilon )\widetilde q(\tau , \varepsilon )d\tau 
 - \varepsilon m\varphi (t, \varepsilon )(\psi \ast (t, \varepsilon )(\Omega (t, \varepsilon )\varphi (t, \varepsilon ) - \varepsilon H(t, \varepsilon )\varphi \prime (t, \varepsilon ))) - 1\psi \ast (t, \varepsilon )\widetilde q(t, \varepsilon ).

Як i ранiше, визначимо вектор довiльних сталих b(\varepsilon ) так, щоб виконувалася крайова
умова (20) \bigl( 

MQm(0, \varepsilon )Z(0, \varepsilon ) +NQm(T, \varepsilon )Z(T, \varepsilon )
\bigr) 
b(\varepsilon )

= \varepsilon m+1 \widetilde d(\varepsilon ) - \varepsilon mNQm(T, \varepsilon )

T\int 
0

Z(T, \varepsilon ) \widehat Z\ast (\tau , \varepsilon )\widetilde q(\tau , \varepsilon )d\tau 
+ \varepsilon m(MQm(0, \varepsilon )c(0, \varepsilon ) +NQm(T, \varepsilon )c(T, \varepsilon )),

де

c(t, \varepsilon ) = \varphi (t, \varepsilon )(\psi \ast (t, \varepsilon )(\Omega (t, \varepsilon )\varphi (t, \varepsilon ) - \varepsilon H(t, \varepsilon )\varphi \prime (t, \varepsilon ))) - 1\psi \ast (t, \varepsilon )\widetilde q(t, \varepsilon ).
Записуючи останню систему у виглядi\left(  MQm(0, \varepsilon )(Um(0, \varepsilon ) + \varepsilon m - k \widetilde U(0, \varepsilon ))

+ NQm(T, \varepsilon )(Um(T, \varepsilon ) + \varepsilon m - k \widetilde U(T, \varepsilon )) exp

\left(  1

\varepsilon 

T\int 
0

W (t, \varepsilon )d\tau 

\right)  )b(\varepsilon )

= \varepsilon m+1 \widetilde d(\varepsilon ) - \varepsilon mNQm(T, \varepsilon )

T\int 
0

Z(T, \varepsilon ) \widehat Z\ast (\tau , \varepsilon )\widetilde q(\tau , \varepsilon )d\tau 
+ \varepsilon m(MQm(0, \varepsilon )c(0, \varepsilon ) +NQm(T, \varepsilon )c(T, \varepsilon )), (25)

переконуємося, що визначник системи (25) для достатньо малих \varepsilon i достатньо великих m
вiдмiнний вiд нуля. Тому з умов 9, 10 випливає сумiснiсть системи (25) щодо b(\varepsilon ). Як i
ранiше, b(\varepsilon ) = O(\varepsilon m - k), \varepsilon \rightarrow 0+.

Теорема 2. Нехай A(t, \varepsilon ), B(t, \varepsilon ), f(t, \varepsilon ) \in Cm+1(G), d(\varepsilon ) \in Cm+1[0; \varepsilon 0] i виконуються
умови 3, 4, 8 – 10. Тодi для достатньо малих \varepsilon , 0 < \varepsilon \leq \varepsilon 1, \varepsilon 1 \leq \varepsilon 0, i достатньо великого
m, m > 2k  - 1, iснує єдиний розв’язок x = x(t, \varepsilon ) крайової задачi (5), (6), причому

\| x(t, \varepsilon ) - xm(t, \varepsilon )\| = O(\varepsilon m - k), t \in [0;T ], \varepsilon \rightarrow 0+. (26)
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3. Iснування перетворюючих матриць. Доведемо, що за умов 1 – 4 iснують такi неособ-
ливi достатньо гладкi матрицi P (t, \varepsilon ), Q(t, \varepsilon ), що виконуються рiвностi (8), (9). Для цього
вкажемо алгоритм визначення коефiцiєнтiв розвинень

P (t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kPk(t), Q(t, \varepsilon ) =
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kQk(t). (27)

Пiдставимо розвинення (27) до системи (8), (9) i порiвняємо коефiцiєнти при однакових
степенях \varepsilon :

P0(t)A0(t)Q0(t) = \Omega 0(t), (28)

P0(t)B0(t)Q0(t) = H0(t), (29)

Pk(t)A0(t) +A0(t)Qk(t) = \Omega k(t) + Fk(t), (30)

Pk(t)B0(t) +B0(t)Qk(t) = Hk(t) +Gk(t), k \in N, (31)

де

Fk(t) =
k\sum 

s=0

k - s\sum 
i=0

Ps(t)Bi(t)Q
\prime 
k - s - i - 1(t)

 - 
k - 1\sum 
s=1

k - s\sum 
i=0

Ps(t)Ai(t)Qk - s - i(t) - 
k\sum 

i=1

Ai(t)Qk - i(t),

Gk(t) =  - 
k - 1\sum 
s=1

k - s\sum 
i=0

Ps(t)Bi(t)Qk - s - i(t) - 
k\sum 

i=1

Bi(t)Qk - i(t),

Q\prime 
j(t) \equiv 0, t \in [0;T ], j < 0.
Як i ранiше, вважаємо, що P0(t) = Q0(t) = En. Тодi з системи (28), (29) одержуємо

\Omega 0(t) = A0(t), H0(t) = B0(t).

Нехай \Omega k(t) та Hk(t) — дiагональнi матрицi, дiагональними елементами яких є дiаго-
нальнi елементи матриць  - Fk(t) i  - Gk(t) вiдповiдно.

Покладемо

Pk(t) =

\left(        
0 p

(k)
12 (t) . . . p

(k)
1n (t)

p
(k)
21 (t) 0 . . . p

(k)
2n (t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p
(k)
n1 (t) p

(k)
n2 (t) . . . 0

\right)        ,

Qk(t) =

\left(        
0 q

(k)
12 (t) . . . q

(k)
1n (t)

q
(k)
21 (t) 0 . . . q

(k)
2n (t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

q
(k)
n1 (t) q

(k)
n2 (t) . . . 0

\right)        .
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Оскiльки модуль Якобiана системи (30), (31)\prod 
i,j=1,n - 1

i \not =j

| \lambda i(t) - \lambda j(t)| \not = 0, t \in [0;T ],

то система (30), (31) щодо Pk(t), Qk(t) має єдиний розв’язок.
Використовуючи метод математичної iндукцiї, можна довести сумiснiсть системи (30),

(31) для будь- якого k \in N.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу. Автори заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування цiєї роботи.
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