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We find constructive necessary and sufficient conditions for solvability and a scheme for construction of
solutions of a nonlinear autonomous boundary-value problem unsolvable with respect to the derivative.
Convergent iterative schemes for finding approximations to solutions of a nonlinear autonomous boundary-
value problem unsolvable with respect to the derivative are constructed. As examples of the application
of the constructed iterative scheme, we obtain approximations to the solutions of periodic boundary-value
problems for Lienard-type equations unsolvable with respect to the derivative.

Знайдено конструктивнi необхiднi й достатнi умови розв’язностi та одержано схему побудови роз-
в’язкiв автономної нелiнiйної крайової задачi, не розв’язаної щодо похiдної. Побудовано збiжнi
iтерацiйнi схеми для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної крайової задачi,
не розв’язаної щодо похiдної. Як приклади застосування побудованої iтерацiйної схеми здобуто
наближення до розв’язкiв перiодичних крайових задач для рiвнянь типу Льєнара, не розв’язаного
щодо похiдної.

1. Постановка задачi. Дослiдимо побудову розв’язкiв

z(t, \varepsilon ) : z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1[a, b(\varepsilon )], b(\varepsilon ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0], z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

автономної нетерової (m \not = n) крайової задачi [1 – 4]

z\prime = Az + f + \varepsilon Z(z, z\prime , \varepsilon ), \ell z(\cdot , \varepsilon ) = \alpha + \varepsilon J
\bigl( 
z(\cdot , \varepsilon ), z\prime (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
. (1)

Розв’язки крайової задачi (1) шукатимемо в околi розв’язку

z0(t) \in \BbbC 1[a, b\ast ], b\ast := b(0)
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породжувальної задачi
z\prime 0 = Az0 + f, \ell z0(\cdot ) = \alpha \in \BbbR m

та його похiдної. Тут A \in \BbbR n\times n, f \in \BbbR n, Z(z, z\prime , \varepsilon ) — нелiнiйна вектор-функцiя, непе-
рервно диференцiйовна за невiдомою z у малому околi розв’язку z0(t) породжувальної
задачi та його похiдної, а також неперервно диференцiйовна за малим параметром \varepsilon на
вiдрiзку [0, \varepsilon 0] ; \ell z(\cdot , \varepsilon ) —лiнiйний i J(z(\cdot , \varepsilon ), z\prime (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) —нелiнiйний векторнi функцiонали

\ell z(\cdot , \varepsilon ), J
\bigl( 
z(\cdot , \varepsilon ), z\prime (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
: \BbbC [a, b(\varepsilon )] \rightarrow \BbbR m,

причому другий функцiонал неперервно диференцiйовний за невiдомими z, z\prime i малим
параметром \varepsilon у малому околi розв’язку породжувальної задачi та на вiдрiзку [0, \varepsilon 0]. У
критичному випадку (PQ\ast \not = 0), за умови

PQ\ast \{ \alpha  - \ell K[f ](\cdot )\} = 0, (2)

породжувальна задача має сiм’ю розв’язкiв [1, 3, 5, 6]

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f ;\alpha ](t), cr \in \BbbR r.

Тут Q := \ell X(\cdot ) \in \BbbR m\times n — стала матриця,

rankQ := n1, r := n - n1,

PQ\ast \in \BbbR m\times m — ортопроєктор:
PQ\ast : \BbbR m \rightarrow \BbbN (Q\ast ),

X(t) — нормальна (X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної частини породжу-
вальної системи, Xr(t) := X(t)PQr , матрицю PQr утворено з r лiнiйнонезалежних стовпцiв
ортопроєктора

PQ : \BbbR n \rightarrow \BbbN (Q),

крiм того,
G[f ;\alpha ](t) := X(t)Q+[\alpha  - \ell K[f ](\cdot )] +K[f ](t)

— узагальнений оператор Грiна породжувальної задачi, Q+ — псевдообернена матриця
за Муром –Пенроузом, K[f ](t) — оператор Грiна задачi Кошi породжувальної системи.
Поставлена задача продовжує дослiдження нелiнiйних автономних крайових задач [4, 5,
7 – 9], а також нелiнiйних крайових задач, не розв’язаних щодо похiдної [10 – 12].

2. Необхiднi й достатнi умови iснування розв’язкiв. У критичному випадку PQ\ast \not = 0
правий кiнець b(\varepsilon ) промiжку [a, b(\varepsilon )] невiдомий [2, 3, 5 – 8]. Замiна

t = a+ (\tau  - a)(1 + \varepsilon \beta (\varepsilon )), b(\varepsilon ) := b\ast + \varepsilon (b\ast  - a)\beta (\varepsilon ), \beta (\varepsilon ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0], \beta (0) := \beta \ast 

приводить крайову задачу (1) до вигляду

z\prime = Az + f + \varepsilon \~Z
\bigl( 
z, z\prime , \beta , \varepsilon 

\bigr) 
, \ell z(\cdot , \varepsilon ) = \varepsilon \~J

\bigl( 
z(\cdot , \varepsilon ), z\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta , \varepsilon 

\bigr) 
, (3)

де
\~Z
\bigl( 
z, z\prime , \beta (\varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
:= \beta (\varepsilon )A(z + f) + (1 + \varepsilon \beta (\varepsilon ))Z

\biggl( 
z,

z\prime 

(1 + \varepsilon \beta (\varepsilon ))
, \beta (\varepsilon ), \varepsilon 

\biggr) 
,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 4



АВТОНОМНА КРАЙОВА ЗАДАЧА, НЕ РОЗВ’ЯЗАНА ЩОДО ПОХIДНОЇ 545

до того ж, \v J(z(\cdot , \varepsilon ), z\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta , \varepsilon ) — нелiнiйний векторний функцiонал:

\v J
\bigl( 
z(\cdot , \varepsilon ), z\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta , \varepsilon 

\bigr) 
: \BbbC [a, b\ast ] \rightarrow \BbbR m.

Необхiднi й достатнi умови iснування розв’язкiв слабко нелiнiйної крайової задачi (3)
визначає рiвнiсть

PQ\ast 
\bigl\{ 
\v J(z(\cdot , \varepsilon ), z\prime (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) - \ell K

\bigl[ 
\v Z(z(s, \varepsilon ), z\prime (s, \varepsilon ), \beta , \varepsilon )

\bigr] 
](\cdot )
\bigr\} 
= 0.

Таким чином, отримуємо необхiднi умови iснування розв’язкiв слабко нелiнiйної крайової
задачi (1).

Лема. У критичному випадку (PQ\ast \not = 0) породжувальна крайова задача розв’язна тодi
й лише тодi, коли виконується умова (2). За цiєї умови породжувальна задача має сiм’ю
розв’язкiв

z0(\tau , cr) = Xr(\tau )cr +G[f ;\alpha ](\tau ), cr \in \BbbR r.

Якщо при цьому крайова задача (1) має розв’язок z(t, \varepsilon ), який при \varepsilon = 0 перетворюється на
породжувальний z0

\bigl( 
\tau , c\ast r

\bigr) 
, то вектор

c\ast 0 := col (c\ast r , \beta 
\ast ) \in \BbbR r+1, c\ast r \in \BbbR r,

задовольняє рiвняння

F (c\ast 0) := PQ\ast 

\Bigl\{ 
\~J
\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r), z\prime 0(\cdot , c\ast r), \beta \ast , 0

\bigr) 
; - \ell K

\Bigl[ 
\~Z
\bigl( 
z(s, c\ast r), z

\prime (s, c\ast r), \beta 
\ast , 0
\bigr) \Bigr] 
(\cdot )
\Bigr\} 
= 0. (4)

Рiвняння (4) будемо далi називати рiвнянням для породжувальних констант слабко
нелiнiйної крайової задачi (1). Припустимо, що рiвняння для породжувальних констант
(4) має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз коренiв c\ast 0 рiвняння (4), приходимо до задачi про
знаходження розв’язкiв

z(\tau , \varepsilon ) = z0(\tau , c
\ast 
0) + x(\tau , \varepsilon )

в околi породжувального розв’язку

z0(\tau , c
\ast 
r) = Xr(\tau )c

\ast 
r +G[f(s);\alpha ](\tau ), c\ast r \in \BbbR r.

Для знаходження вiдхилення

x(\tau , \varepsilon ) : x(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1[a, b\ast ], x(\tau , \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

вiд породжувального розв’язку z0
\bigl( 
\tau , c\ast r

\bigr) 
отримуємо крайову задачу

x\prime (\tau , \varepsilon ) = Ax(\tau , \varepsilon ) + \varepsilon \v Z
\bigl( 
z0(\tau , c

\ast 
r) + x(\tau , \varepsilon ), z\prime 0(\tau , c

\ast 
r) + x\prime (\tau , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
, (5)

\ell x(\cdot , \varepsilon ) = \varepsilon \v J
\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
. (6)

Вiдхилення вiд породжувального розв’язку z0
\bigl( 
\tau , c\ast r

\bigr) 
має вигляд

x(\tau , \varepsilon ) = Xr(t)cr(\varepsilon ) + x(1)(\tau , \varepsilon ), cr(\varepsilon ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0],

де

x(1)(\tau , \varepsilon ) := \varepsilon G
\Bigl[ 
\v Z
\bigl( 
z0(s, c

\ast 
r) + x(t, \varepsilon ), z\prime 0(s, c

\ast 
r) + x\prime (s, \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
,
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\v J
\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) \Bigr] 
(\tau ).

У малому околi породжувального розв’язку z0
\bigl( 
t, c\ast r

\bigr) 
має мiсце розвинення

\v Z
\bigl( 
z0(\tau , c

\ast 
r) + x(t, \varepsilon ), z\prime 0(\tau , c

\ast 
r) + x\prime (\tau , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
= \v Z(z0(\tau , c

\ast 
r), z

\prime 
0(\tau , c

\ast 
r), 0) +A1(\tau )x(\tau , \varepsilon ) +A2(\tau )x

\prime (\tau , \varepsilon ) + \varepsilon A3(\tau )

+A\beta (\tau , \beta 
\ast )\gamma +R1

\bigl( 
z0(\tau , c

\ast 
r) + x(\tau , \varepsilon ), z\prime 0(\tau , c

\ast 
r) + x\prime (\tau , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
,

де

A1(\tau ) :=
\partial \v Z(z, z\prime , \beta , \varepsilon )

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

, A2(\tau ) :=
\partial \v Z(z, z\prime , \beta , \varepsilon )

\partial z\prime 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

,

A\beta (\tau , \beta 
\ast ) :=

\partial \v Z(z, z\prime , \beta , \varepsilon )

\partial \beta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

, A3(\tau ) :=
\partial \v Z(z, z\prime , \beta , \varepsilon )

\partial \varepsilon 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

.

Залишок
R1

\bigl( 
z0(\tau , c

\ast 
r) + x(\tau , \varepsilon ), z\prime 0(\tau , c

\ast 
r) + x\prime (t, \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
бiльш високого порядку малостi по x, x\prime , \gamma та \varepsilon в околi точок x = 0, x\prime = 0, \gamma = 0 та
\varepsilon = 0, нiж першi чотири члени розвинення, тому

R1

\bigl( 
z, z\prime , \beta , \varepsilon 

\bigr) \bigm| \bigm| 
z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

\equiv 0,
\partial R1(z, z

\prime , \beta , \varepsilon )

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

\equiv 0,

\partial R1(z, z
\prime , \beta , \varepsilon )

\partial z\prime 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

\equiv 0,
\partial R1(z, z

\prime , \beta , \varepsilon )

\partial \varepsilon 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

\equiv 0,

\partial R1(z, z
\prime , \beta , \varepsilon )

\partial \beta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(\tau ,c\ast r),
z\prime =z\prime 0(\tau ,c

\ast 
r),

\beta =\beta \ast ,
\varepsilon =0

\equiv 0.

У малому околi породжувального розв’язку z0
\bigl( 
\tau , c\ast r

\bigr) 
має мiсце також розвинення

\v J
\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
= \v J

\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r), z\prime 0(\cdot , c\ast r), \beta \ast , 0

\bigr) 
+ \ell 1x(\cdot , \varepsilon ) + \ell 2x

\prime (\cdot , \varepsilon )

+ \varepsilon \ell 3(z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast ) + \gamma \ell \beta (z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast )J1

+
\Bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\Bigr) 
.
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Тут \ell 1x(\cdot , \varepsilon ), \ell 2x\prime (\cdot , \varepsilon ), \gamma \ell \beta (z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast ) та \varepsilon \ell 3(z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast ) — лiнiйнi частини цього функ-
цiонала та член

\v J
\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r), z\prime 0(\cdot , c\ast r), \beta \ast , 0

\bigr) 
= \v J

\bigl( 
z(\cdot , 0), z\prime (\cdot , 0), \beta \ast , 0

\bigr) 
нульового порядку по \varepsilon в околi точок x = 0, x\prime = 0, \gamma = 0 та \varepsilon = 0. Позначимо (d\times (r+1))-
вимiрну матрицю

B0 := PQ\ast 
d

\Bigl\{ \bigl[ 
\ell 1Xr(\cdot ) + \ell 2X

\prime 
r(\cdot ); \ell \beta (z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast )

\bigr] 
 - \ell K

\bigl[ 
A1(s)Xr(s) +A2(s)X

\prime 
r(s);A\beta (s, \beta 

\ast )
\bigr] 
(\cdot )
\Bigr\} 

i вектор

\v c(\varepsilon ) :=

\Biggl( 
cr(\varepsilon )

\gamma (\varepsilon )

\Biggr) 
.

Необхiдну й достатню умови iснування розв’язкiв слабко нелiнiйної крайової задачi (3)
визначає рiвняння

B0 \v c(\varepsilon ) =  - PQ\ast 

\Bigl\{ 
\varepsilon \ell 3(z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast ) + J1

\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
 - \ell K

\bigl[ 
\varepsilon A3(s) +R1

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
r) + x(s, \varepsilon ), z\prime 0(s, c

\ast 
r) + x\prime (s, \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) \bigr] 
(\cdot )
\Bigr\} 
= 0,

розв’язне тодi й тiльки тодi, коли

PB\ast 
0
PQ\ast 

\Bigl\{ 
\varepsilon \ell 3(z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast ) + J1

\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
 - \ell K

\bigl[ 
\varepsilon A3(s) +R1

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
r) + x(s, \varepsilon ), z\prime 0(s, c

\ast 
r) + x\prime (s, \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) \bigr] 
(\cdot )
\Bigr\} 
= 0,

i, зокрема, розв’язне за умови

PB\ast 
0
PQ\ast = 0. (7)

Тут PB\ast 
0
\in \BbbR d\times (r+1) -вимiрна матриця-ортопроєктор [1, 13, 14]:

PB\ast 
0
: \BbbR d \rightarrow \BbbN (B\ast 

0).

Таким чином, за умови (7) для знаходження вiдхилення x(\tau , \varepsilon ) вiд породжувального
розв’язку z0

\bigl( 
\tau , c\ast r

\bigr) 
отримуємо операторну систему

x(\tau , \varepsilon ) = Xr(\tau )cr(\varepsilon ) + x(1)(\tau , \varepsilon ),

x(1)(\tau , \varepsilon ) = \varepsilon G
\Bigl[ 
\v Z
\bigl( 
z0(s, c

\ast 
r) + x(s, \varepsilon ), z\prime 0(s, c

\ast 
r) + x\prime (s, \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
,

\v J
\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) \Bigr] 
(\tau ),

\v c(\varepsilon ) =  - B+
0 PQ\ast 

\Bigl\{ 
\varepsilon \ell 3(z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast ) + J1

\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) 
 - \ell K

\bigl[ 
\varepsilon A3(s) +R1

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
r) + x(s, \varepsilon ), z\prime 0(s, c

\ast 
r) + x\prime (s, \varepsilon ), \beta \ast + \gamma , \varepsilon 

\bigr) \bigr] 
(\cdot )
\biggr\} 
.

(8)
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Для побудови розв’язкiв операторних систем вигляду (8) традицiйно [1, 13 – 15] застосову-
ють iтерацiйну схему, яка вiдповiдає методу простих iтерацiй.

Таким чином, доведено таку теорему.
Теорема. У критичному випадку (PQ\ast \not = 0) породжувальна нетерова крайова задача за

умови (2) має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f ;\alpha ](t), cr \in \BbbR r.

За умови (7) для кожного з коренiв рiвняння (4) для породжувальних констант слабко нелi-
нiйної крайової задачi (1) у малому околi породжувального розв’язку z0(\tau , c

\ast 
0) i константи

\beta \ast 
0 крайова задача (1) має принаймнi один розв’язок. Послiдовнiсть наближень до розв’язку

автономної нелiнiйної крайової задачi (1) визначає iтерацiйна схема

zk+1(\tau , \varepsilon ) = z0(\tau , c
\ast 
0) + xk+1(\tau , \varepsilon ), xk+1(\tau , \varepsilon ) = Xr(\tau )cr(\varepsilon ) + x

(1)
k+1(\tau , \varepsilon ),

x
(1)
k+1(\tau , \varepsilon ) = \varepsilon G

\Bigl[ 
\v Z
\bigl( 
z0(s, c

\ast 
r) + xk(s, \varepsilon ), z

\prime 
0(s, c

\ast 
r) + x\prime k(s, \varepsilon ), \beta 

\ast + \gamma k, \varepsilon 
\bigr) 
;

\v J
\bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) + xk(\cdot , \varepsilon ), z\prime 0(\cdot , c\ast r) + x\prime k(\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma k, \varepsilon 

\bigr) \Bigr] 
(\tau ), (9)

\v ck+1(\varepsilon ) =  - B+
0 PQ\ast 

\Bigl\{ 
\varepsilon \ell 3(z0(\cdot , c\ast r), \beta \ast ) + J1

\Bigl( 
z0(\cdot , c\ast r) +Xr(\cdot )ck(\varepsilon )

+ x
(1)
k+1(\cdot , \varepsilon ), z

\prime 
0(\cdot , c\ast r)X \prime 

r(\cdot )ck(\varepsilon ) + (x
(1)
k+1)

\prime (\cdot , \varepsilon ), \beta \ast + \gamma k, \varepsilon 
\Bigr) 

 - \ell K
\Bigl[ 
\varepsilon A3(s) +R1

\Bigl( 
z0(s, c

\ast 
r) +Xr(s)ck(\varepsilon ) + x

(1)
k+1(s, \varepsilon ),

z\prime 0(s, c
\ast 
r) +X \prime 

r(s)ck(\varepsilon ) + (x
(1)
k+1)

\prime (s, \varepsilon ), \beta \ast + \gamma k, \varepsilon 
\Bigr) \Bigr] 

(\cdot )
\Bigr\} 
, k = 1, 2, . . . .

Оцiнку \varepsilon \ast довжини промiжку \varepsilon \ast значень малого параметра, на якому зберiгається
збiжнiсть iтерацiйної схеми (9), побудованої за методом простих iтерацiй, можна отримати
аналогiчно [1, 7, 15, 16].

3. Перiодична задача для рiвняння типу Льєнара, не розв’язаного щодо похiдної. Дослi-
джуємо далi задачу про знаходження \scrT (\varepsilon )-перiодичних аналiтичних розв’язкiв рiвняння
типу Льєнара, не розв’язаного щодо похiдної [17, c. 174]

y\prime \prime (t, \varepsilon ) + y(t, \varepsilon ) = f + \varepsilon Y (y(t, \varepsilon ), y\prime (t, \varepsilon ), y\prime \prime (t, \varepsilon ), \varepsilon ). (10)

Перiодичнi розв’язки рiвняння типу Льєнара (10) шукаємо у малому околi перiодичного
розв’язку y0(t) \in \BbbC 2[0; 2\pi ] породжувального рiвняння

y\prime \prime 0(t) + y0(t) = f, f \in \BbbR ,

де Y (y, y\prime , y\prime \prime , \varepsilon ) — нелiнiйна функцiя, аналiтична за невiдомою y та її похiдними y\prime , y\prime \prime у
малому околi розв’язку породжувальної задачi та його похiдних y\prime 0, y

\prime \prime 
0 , а також аналiтична

за малим параметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0]. Поставлена задача продовжує дослiдження
автономних нелiнiйних крайових задач [4, 5, 7 – 9], а також крайових задач, не розв’язаних
щодо похiдної [10, 12]. Перiод шуканого розв’язку

\scrT (\varepsilon ) := 2\pi (1 + \varepsilon \beta (\varepsilon )), \scrT (0) = 2\pi 
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рiвняння типу Льєнара, не розв’язного щодо похiдної (10), невiдомий [4] i пiдлягає визна-
ченню в процесi побудови розв’язку. Внаслiдок очевидної рiвностi

2\pi \int 
0

H(t)f dt = 0, H(t) :=

\Biggl( 
cos t

 - sin t

\Biggr) 

породжувальна задача для перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара (10) розв’язна
для будь-якої сталої f \in \BbbR у виглядi

y0(t, c0) = c0a cos t+ c0b sin t+ g[f ](t), c0 = col (c0a, c0b) \in \BbbR 2,

де

g[f ](t) :=

t\int 
0

sin(t - s)f ds

— оператор Грiна породжувальної 2\pi -перiодичної задачi. Здiйснюючи в рiвняннi типу
Льєнара (10) замiну незалежної змiнної [4, 5, 8]

t = \tau (1 + \varepsilon \beta (\varepsilon )), \beta (0) := \beta 0,

приходимо до задачi про знаходження 2\pi -перiодичних розв’язкiв

y(\tau , \varepsilon ) : y(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 2[0, 2\pi ], y(\tau , \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

рiвняння
y\prime \prime (\tau , \varepsilon ) + y(\tau , \varepsilon ) = f + \varepsilon \scrY (y(\tau , \varepsilon ), y\prime (\tau , \varepsilon ), y\prime \prime (\tau , \varepsilon ), \beta (\varepsilon ), \varepsilon ),

а також функцiї \beta (\varepsilon ), аналiтичної на вiдрiзку [0, \varepsilon 0]. За умови 1 + \varepsilon \beta (\varepsilon ) \not = 0 функцiя

\scrY (y(\tau , \varepsilon ), y\prime (\tau , \varepsilon ), y\prime \prime (\tau , \varepsilon ), \beta (\varepsilon ), \varepsilon )

:=  - (2 + \varepsilon \beta (\varepsilon ))\beta (\varepsilon ) (y(\tau , \varepsilon ) + f)

+ (1 + \varepsilon \beta (\varepsilon ))2 Y

\biggl( 
y(\tau , \varepsilon ),

y\prime (\tau , \varepsilon )

(1 + \varepsilon \beta (\varepsilon ))
,

y\prime \prime (\tau , \varepsilon )

(1 + \varepsilon \beta (\varepsilon ))2
, \varepsilon 

\biggr) 
аналiтична за невiдомою y(\tau , \varepsilon ) та її похiдними y\prime (\tau , \varepsilon ), y\prime \prime (\tau , \varepsilon ) у малому околi розв’язку
породжувальної задачi та його похiдних y\prime 0(\tau , c0), y\prime 0(\tau , c0), аналiтична за функцiєю \beta (\varepsilon )
у малому околi точки \beta 0, а також аналiтична за малим параметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0].
Необхiдна й достатня умова iснування 2\pi -перiодичних розв’язкiв рiвняння (10)

2\pi \int 
0

H(s)\scrY (y(s, \varepsilon ), y\prime (s, \varepsilon ), y\prime \prime (s, \varepsilon ), \beta (\varepsilon ), \varepsilon ) ds = 0

приводить до рiвняння для породжувальних амплiтуд

\scrF (\v c0) :=

2\pi \int 
0

H(s)\scrY 
\bigl( 
y0(s, c0), y

\prime 
0(s, c0), y

\prime \prime 
0(s, c0), \beta 0, 0

\bigr) 
ds = 0. (11)

Таким чином, отримуємо необхiднi умови iснування перiодичних розв’язкiв рiвняння
типу Льєнара (10), а саме, наслiдок iз доведеної леми.
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Наслiдок. Якщо \scrT (\varepsilon )-перiодична задача для рiвняннятипу Льєнара, не розв’язаного щодо
похiдної (10), має аналiтичний розв’язок, який при \varepsilon = 0 перетворюється на породжувальний

y0(t, c
\ast 
0) = c\ast 0a cos t+ c\ast 0b sin t+ g[f ](t),

то вектор \v c0 задовольняє рiвняння

\scrF (\v c0) = 0, \v c0 = col(c\ast 0, \beta 
\ast 
0) \in \BbbR 3.

Припустимо, що рiвняння для породжувальних амплiтуд (11) має дiйснi коренi. Фiк-
суючи один iз коренiв \v c0 \in \BbbR 3 рiвняння (11), приходимо до задачi про знаходження перiо-
дичних розв’язкiв рiвняння типу Льєнара (10), не розв’язаного щодо похiдної

y(\tau , \varepsilon ) = y0(\tau , c
\ast 
0) + x(\tau , \varepsilon )

в околi породжувального розв’язку

y0(\tau , c
\ast 
0) = c\ast 0a cos \tau + c\ast 0b sin \tau + g[f ](\tau ).

Позначимо (2\times 3)-вимiрну матрицю

\scrB 0 =
\partial F (\v c)

\partial \v c

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| c0=c\ast 0,
\beta =\beta \ast 

0

.

У випадку P\scrB \ast 
0
PQ\ast 

d
= 0 рiвняння типу Льєнара (10) має принаймнi один перiодичний

розв’язок, який при \varepsilon = 0 перетворюється на породжувальний y0
\bigl( 
t, c\ast 0

\bigr) 
. Цей критичний

випадок названо критичним випадком першого порядку [1, 4, 5, 8]. Тут P\scrB \ast 
0
\in \BbbR 2\times 3 -

матриця-ортопроєктор [1, 13, 14]:

P\scrB \ast 
0
: \BbbR 3 \rightarrow \BbbN (\scrB \ast 

0).

Для знаходження перiодичного розв’язку рiвняння типу Льєнара (10) застосовний метод
декомпозицiї Адомяна [18, 19].

Приклад. Критичний випадок першого порядку має мiсце для задачi про знаходження
перiодичних розв’язкiв нелiнiйного автономного рiвняння, не розв’язаного щодо похiдної

y\prime \prime + y = 1 +
\varepsilon y

12
(1 + y  - y\prime \prime ). (12)

Дiйсно, рiвняння для породжувальних амплiтуд (12) у випадку задачi про знаходження
перiодичного розв’язку рiвняння (12) має простий корiнь

c\ast 0a = 1, c\ast 0b = 0, \beta \ast 
0 = 0,

який визначає породжувальний розв’язок y0
\bigl( 
\tau , c\ast 0

\bigr) 
= 1. Матриця \scrB 0 при цьому—матриця

повного рангу

\scrB 0 =
\pi 

3

\Biggl( 
1 0 0

0  - 1 0

\Biggr) 
.

Розв’язок перiодичної задачi для рiвняння (12) шукаємо у виглядi [18, 19]

y(\tau , \varepsilon ) := y0(\tau , c
\ast 
0) + u1(\tau , \varepsilon ) + . . .+ uk(\tau , \varepsilon ) + . . . ,
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\beta (\varepsilon ) := \beta \ast 
0 + \gamma 1(\varepsilon ) + . . .+ \gamma k(\varepsilon ) + . . . .

Нелiнiйна функцiя
\scrY 
\bigl( 
y(\tau , \varepsilon ), y\prime (\tau , \varepsilon ), y\prime \prime (\tau , \varepsilon ), \beta (\varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
аналiтична за невiдомою y(\tau , \varepsilon ) в околi розв’язку та її похiдними y\prime (\tau , \varepsilon ), y\prime \prime (\tau , \varepsilon ) у малому
околi розв’язку y0(\tau , c

\ast 
0) породжувальної задачi та його похiдних y\prime 0(\tau , c0), y

\prime 
0(\tau , c0), аналi-

тична за функцiєю \beta (\varepsilon ) у малому околi точки \beta 0, а також аналiтична за малим параметром
\varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0], тому у зазначеному околi має мiсце розклад [19]

\scrY 
\bigl( 
y(\tau , \varepsilon ), y\prime (\tau , \varepsilon ), y\prime \prime (\tau , \varepsilon ), \beta (\varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
= \scrY 

\bigl( 
y0(\tau , c

\ast 
0), y

\prime 
0(\tau , c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(\tau , c

\ast 
0), \beta 

\ast 
0 , 0
\bigr) 

+ \scrY 1

\bigl( 
y0(\tau , c

\ast 
0), u1(\tau , \varepsilon ), y

\prime 
0(\tau , c

\ast 
0), u

\prime 
1(\tau , \varepsilon ), y

\prime \prime 
0(\tau , c

\ast 
0), u

\prime \prime 
1(\tau , \varepsilon ), \beta 

\ast 
0 , \gamma 1(\varepsilon )

\bigr) 
+ . . .

+ \scrY k(y0(\tau , c
\ast 
0), u1(\tau , \varepsilon ), . . . , uk(\tau , \varepsilon ), . . . , \beta 

\ast 
0 , \gamma 1, . . . , \gamma k) + . . . .

Перше наближення
y1(\tau , \varepsilon ) := y0(\tau , c

\ast 
0) + u1(\tau , \varepsilon )

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (12) визначає розв’язок перiодичної задачi
для рiвняння першого наближення

u\prime \prime 1(\tau , \varepsilon ) + u1(\tau , \varepsilon ) = \scrY 
\bigl( 
y0(\tau , c

\ast 
0), y

\prime 
0(\tau , c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(\tau , c

\ast 
0), \beta 

\ast 
0 , 0
\bigr) 
,

де
\scrY 
\bigl( 
y0(\tau , c

\ast 
0), y

\prime 
0(\tau , c

\ast 
0), y

\prime \prime 
0(\tau , c

\ast 
0), \beta 

\ast 
0 , 0
\bigr) 
=

1

6
.

Таким чином, отримуємо перше наближення

y1(\tau , \varepsilon ) = 1 +
\varepsilon 

6

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (12), де

u1(\tau , \varepsilon ) =
\varepsilon 

6
, \gamma 1(\varepsilon ) = 0.

Друге наближення
y2(\tau , \varepsilon ) := y0(\tau , c

\ast 
0) + u1(\tau , \varepsilon ) + u2(\tau , \varepsilon )

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (12) визначає розв’язок перiодичної задачi
для рiвняння другого наближення

u\prime \prime 2(\tau , \varepsilon ) + u2(\tau , \varepsilon ) = \scrY 1

\bigl( 
y0(\tau , c

\ast 
0), u1(\tau , \varepsilon ), y

\prime 
0(\tau , c

\ast 
0), u

\prime 
1(\tau , \varepsilon ), y

\prime \prime 
0(\tau , c

\ast 
0), u

\prime \prime 
1(\tau , \varepsilon ), \beta 

\ast 
0 , \gamma 1(\varepsilon )

\bigr) 
,

де
\scrY 1(y0(\tau , c

\ast 
0), u1(\tau , \varepsilon ), y

\prime 
0(\tau , c

\ast 
0), u

\prime 
1(\tau , \varepsilon ), y

\prime \prime 
0(\tau , c

\ast 
0), u

\prime \prime 
1(\tau , \varepsilon ), \beta 

\ast 
0 , \gamma 1(\varepsilon )) =

1

24
.

Таким чином, отримуємо друге наближення

y2(\tau , \varepsilon ) = 1 +
\varepsilon 

6
+

\varepsilon 2

24
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до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (12), де

u2(\tau , \varepsilon ) =
1

24
, \gamma 2(\varepsilon ) = 0.

Продовжуючи, отримуємо сьоме наближення

y7(\tau , \varepsilon ) = 1 +
\varepsilon 

6
+

\varepsilon 2

24
+

11 \varepsilon 3

864
+

5 \varepsilon 4

1152
+

197 \varepsilon 5

124 416
+

301 \varepsilon 6

497 664
+

4279 \varepsilon 7

17 915 904

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (12), де

u7(\tau , \varepsilon ) =
1

17 915 904
, \gamma 7(\varepsilon ) = 0.

Для знайдених наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (12) мають мiсце нерiвностi

| u1(\tau , \varepsilon )| \leq \varepsilon \gamma | y0(\tau , c\ast 0)| , | uk+1(\tau , \varepsilon )| \leq \varepsilon \gamma | uk(\tau , \varepsilon )| ,

\gamma =
4279

10 836
, k = 0, 1, 2, . . . , 7,

що свiдчить про практичну збiжнiсть отриманих наближень до перiодичного розв’язку
рiвняння (12) для

\varepsilon \in [0, \varepsilon 0], \varepsilon 0 \approx 2,53 237.

Точнiсть знайденихнаближень доперiодичного розв’язку рiвняння (12) визначаютьнев’язки

\Delta k(\varepsilon ) :=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| y\prime \prime k(\tau , \varepsilon ) + yk(\tau , \varepsilon ) - 1 - \varepsilon yk(\tau , \varepsilon )

12

\bigl( 
1 + yk(\tau , \varepsilon ) - y\prime \prime k(\tau , \varepsilon )

\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\BbbC [0;2\pi ]

,

k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Зокрема,

\Delta 0(0, 1) \approx 0,0166 667, \Delta 1(0, 1) \approx 0,000 418 981,

\Delta 2(0, 1) \approx 0,0000 128 487, \Delta 3(0, 1) \approx 4,39 101\times 10 - 7,

\Delta 4(0, 1) \approx 1,60 474\times 10 - 8, \Delta 5(0, 1) \approx 6,13 796\times 10 - 10,

\Delta 6(0, 1) \approx 2,42 633\times 10 - 11, \Delta 7(0, 1) \approx 9,83 373\times 10 - 13,

\Delta 0(0, 01) \approx 0,00166 667, \Delta 1(0, 01) \approx 4,16 898\times 10 - 6,

\Delta 2(0, 01) \approx 1,27 431\times 10 - 8, \Delta 3(0, 01) \approx 4,34 527\times 10 - 11,

\Delta 4(0, 01) \approx 1,58 549\times 10 - 13, \Delta 5(0, 01) \approx 6,06 286\times 10 - 16,

\Delta 6(0, 01) \approx 2,81 893\times 10 - 18, \Delta 7(0, 01) \approx 2,81 893\times 10 - 18.

Порiвняємо знайденi наближення до перiодичного розв’язку рiвняння (12) iз точним роз-
в’язком цього рiвняння

12 - \varepsilon  - 
\surd 
144 - 72 \varepsilon + \varepsilon 2

2 \varepsilon 
= 1 +

\varepsilon 

6
+

\varepsilon 2

24
+

11 \varepsilon 3

864
+

5 \varepsilon 4

1152

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 4



АВТОНОМНА КРАЙОВА ЗАДАЧА, НЕ РОЗВ’ЯЗАНА ЩОДО ПОХIДНОЇ 553

+
197 \varepsilon 5

124 416
+

301 \varepsilon 6

497 664
+

4279 \varepsilon 7

17 915 904

+
6931 \varepsilon 8

71 663 616
+

103 049 \varepsilon 9

2 579 890 176
+

19 217 \varepsilon 10

1 146 617 856
+ . . . ,

а саме, з положенням рiвноваги рiвняння (12):

y\prime (\varepsilon ) = 0, y(\varepsilon ) = 1 +
\varepsilon y(\varepsilon ) (1 + y(\varepsilon ))

12
, \varepsilon \in 

\Bigl[ 
0; 12

\Bigl( 
3 - 2

\surd 
2
\Bigr) \Bigr] 

,

де
12
\bigl( 
3 - 2

\surd 
2
\bigr) 
\approx 2,05 887.

Рiвняння (12) має також положення рiвноваги

12 + \varepsilon  - 
\surd 
144 - 72 \varepsilon + \varepsilon 2

2 \varepsilon 
,

не обмежене в околi нуля, яке не є шуканим розв’язком цього рiвняння.
Таким чином, враховуючи область визначення положення рiвноваги рiвняння (12), мож-

на казати про практичну збiжнiсть знайдених наближень до перiодичного розв’язку рiв-
няння (12) для значень малого параметра

\varepsilon \in 
\Bigl[ 
0; 12

\bigl( 
3 - 2

\surd 
2
\bigr) \Bigr] 
.

Точнiсть знайдених наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (12) визначають
функцiї

\delta k(\varepsilon ) :=
\bigm| \bigm| yk(\tau , \varepsilon ) - y(\varepsilon )

\bigm| \bigm| , k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Зокрема,

\delta 0(0, 1) \approx 0,0170 965, \delta 1(0, 1) \approx 0,000 429 849,

\delta 2(0, 1) \approx 0,000 013 182, \delta 3(0, 1) \approx 4,50 491\times 10 - 7,

\delta 4(0, 1) \approx 1,64 637\times 10 - 8, \delta 5(0, 1) \approx 6,29 718\times 10 - 10,

\delta 6(0, 1) \approx 2,48 927\times 10 - 11, \delta 7(0, 1) \approx 1,00 885\times 10 - 12,

\delta 0(0, 01) \approx 0,00 167 085, \delta 1(0, 01) \approx 4,17 944\times 10 - 6,

\delta 2(0, 01) \approx 1,27 750\times 10 - 8, \delta 3(0, 01) \approx 4,35 617\times 10 - 11,

\delta 4(0, 01) \approx 1,58 947\times 10 - 13, \delta 5(0, 01) \approx 6,07 224\times 10 - 16,

\delta 6(0, 01) \approx 2,39 809\times 10 - 18, \delta 7(0, 01) \approx 9,71 169\times 10 - 21.

Запропоновану у статтi схему дослiдження умов розв’язностi та побудови розв’язкiв
автономної крайової задачi, не розв’язаної щодо похiдної, можна перенести на авто-
номнi крайовi задачi з iмпульсним впливом [1, 20, 21], а також на автономнi нелiнiйнi
диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi [22, 23].
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Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Ця робота частково пiдтримана грантом у
рамках двосторонньої угоди мiж Академiєю наук Австрiї та НАН України.
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