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We investigate conditions of the input-to-state stability and controllability for the operator-differential
boundary-value problem.

Дослiджено умови стiйкостi входу за станом i керованостi для операторно-диференцiальної крайо-
вої задачi.

Вступ. Поняття стiйкостi вхiд-стан (input-to-state stability (ISS)) введено у роботах Sontag
[1 – 3] для звичайних диференцiальних рiвнянь, об’єднує класичну теорiю Ляпунова i тео-
рiю стiйкостi входу-стану та має широке коло застосувань у теорiї нелiнiйного керування,
зокрема, для стабiлiзацiї нелiнiйних систем.

Також варто видiлити роботи, присвяченi умовам ISS i їхнiм застосуванням [4 – 9]. У
працях С. Дашковського та О. Капустяна розглядаються такi задачi, як знаходження ло-
кальних умов ISS збурених нелiнiйних рiвнянь реакцiї-дифузiї [4], дослiджується стiйкiсть
нелiнiйної системи для параболiчного рiвняння у частинних похiдних, на яку впливають
зовнiшнi збурення. Авторами розроблено пiдхiд для побудови вiдповiдної коерцитивної
функцiї Ляпунова, за допомогою якої встановлюється коректнiсть розглянутої системи
та визначаються умови, якi гарантують властивiсть ISS [5]. У цiй статтi показано, яким
чиномможна дослiдити умови ISS для крайової задачi з постiйними операторами. Запропо-
нований пiдхiд дає можливiсть дослiджувати аналогiчне питання й у випадку iмпульсних
крайових задач, що започатковано у монографiї Перестюка, Самойленка [10]. Такi задачi
мають практичнi застосування, зокрема, у задачах керованостi диференцiальними систе-
мами. Так, запропонований у [10] пiдхiд до дослiдження перiодичних iмпульсних крайових
задач для звичайних диференцiальних рiвнянь узагальнено й успiшно застосовано на ви-
падок нетерових i нормально розв’язних крайових задач у [11].
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2. Постановка задачi. Розглянемо крайову задачу керованостi\left\{   x\prime (t) =  - Ax(t) +Bu, t \in [0, T ],

(I  - D)x(t1) = \alpha .
(1)

Загальний розв’язок має вигляд

x(t) = e - tAC +

t\int 
0

e - (t - \tau )ABud\tau , (2)

де A, B, D —лiнiйнi та обмеженi оператори \| D\| \leq q у гiльбертовому просторi \scrH , \alpha \in \scrH ,
A,B,D \in \scrL (\scrH ). Будемо розглядати випадок, коли оператор A має обмежений обернений
A - 1, t1 \in [0, T ]. Оскiльки оператори постiйнi, то отримуємо зображення

t\int 
0

e - (t - \tau )ABud\tau = A - 1Bu - A - 1e - tABu.

Тодi загальний розв’язок диференцiального рiвняння можна подати у такому виглядi:

x(t) = e - tAC +A - 1Bu - A - 1e - tABu.

Оскiльки оператори в рiвняннi (1) постiйнi й обмеженi, то неперервна диференцiйовнiсть
вiдповiдних розв’язкiв безпосередньо випливає з означень. Пiдставляючи (2) у крайову
умову, отримуємо рiвнiсть

x(t1) - Dx(t1) = e - t1AC +A - 1Bu - A - 1e - t1ABu

 - De - t1AC  - DA - 1Bu+DA - 1e - t1ABu = \alpha .

Випадок 1. Припустимо, що iснує обернений оператор (I  - D) - 1. Враховуючи, що
(AB) - 1 = B - 1A - 1, одержуємо, що оператор C має вигляд

C = et1A(I  - D) - 1\alpha  - et1A
\bigl( 
A - 1Bu - A - 1e - t1ABu

\bigr) 
.

Тодi

x(t) = e - tAet1A(I  - D) - 1\alpha  - e - tAet1A
\bigl( 
A - 1Bu - A - 1e - t1ABu

\bigr) 
+A - 1Bu - A - 1e - tABu

= e - (t - t1)A(I  - D) - 1\alpha  - e - (t - t1)A
\bigl( 
A - 1Bu - A - 1e - t1ABu

\bigr) 
+A - 1Bu - A - 1e - tABu.

Iз цього зображення розв’язку випливає оцiнка

\| x(t)\| \leq e - (t - t1)\| A\| \| I  - D\|  - 1\| \alpha \| 

+ e - (t - t1)\| A\| 
\Bigl( \bigm\| \bigm\| A - 1

\bigm\| \bigm\| \| Bu\| +
\bigm\| \bigm\| A - 1

\bigm\| \bigm\| e - t1\| A\| \| Bu\| 
\Bigr) 

+
\Bigl( \bigm\| \bigm\| A - 1

\bigm\| \bigm\| +
\bigm\| \bigm\| A - 1

\bigm\| \bigm\| e - t\| A\| 
\Bigr) 
\| Bu\| .
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При отриманнi останнiх оцiнок ми використовуємо звичайне зображення розв’язку й
те, що оператори, якi входять у рiвняння та умови, є обмеженими. У подальших оцiнках
будемо використовувати нерiвностi e - t\| A\| \leq 1, e - t1\| A\| \leq 1, коли будемо збирати вiдповiднi
доданки в нерiвностях при керуваннi й при параметрi \alpha з iмпульсної умови (для отримання
умов стiйкостi входу за станом монотонна залежнiсть вiд часу вимагається тiльки при
отриманнi оцiнок на параметр крайової умови). Використовуючи цi оцiнки, бачимо, що в
останнiх двох доданках нерiвностi вирази однаково оцiнюються й можна винести за дужки
вiдповiдний множник:

\| x(t)\| \leq e - t\| A\| et1\| A\| \| I  - D\|  - 1\| \alpha \| + 2
\bigl( 
et1\| A\| + 1

\bigr) \bigm\| \bigm\| A - 1
\bigm\| \bigm\| \| Bu\| .

Якщо \| D\| \leq q < 1, то

\bigm\| \bigm\| (I  - D) - 1
\bigm\| \bigm\| \leq 

+\infty \sum 
k=0

\| D\| k \leq 
+\infty \sum 
k=0

qk =
1

1 - q
.

Таким чином, отримуємо оцiнку

\| x(t)\| \leq e - t\| A\| 

1 - q
et1\| A\| \| \alpha \| + 2

\Bigl( 
et1\| A\| + 1

\Bigr) \bigm\| \bigm\| A - 1
\bigm\| \bigm\| \| Bu\| .

З неї випливає така теорема.
Теорема 1. Для розв’язку крайової задачi виконуються умови ISS з функцiями

\beta (s, t) =
se - t\| A\| 

1 - q
et1\| A\| , \gamma (r) = 2

\Bigl( 
et1\| A\| + 1

\Bigr) \bigm\| \bigm\| A - 1
\bigm\| \bigm\| \| B\| r.

Випадок 2. Розглянемо випадок, коли iснує (I - D)+. Тодi крайова умова приводить до
операторного рiвняння

(I  - D)e - t1AC = \alpha  - (I  - D)A - 1
\bigl( 
Bu - e - t1ABu

\bigr) 
. (3)

Позначимо Q = (I - D)e - t1A. Тодi з умови iснування псевдооберненого до I - D випливає,
що оператор Q завжди має псевдообернений Q+. На вiдмiну вiд першого випадку, задача
керованостi (1) буде не завжди розв’язною. Необхiдною й достатньою умовою розв’язностi
буде така:

PN(Q\ast )

\bigl( 
\alpha  - (I  - D)A - 1

\bigl( 
Bu - e - t1ABu

\bigr) \bigr) 
= 0. (4)

За виконання цiєї умови операторне рiвняння (3) має множину розв’язкiв

C = Q+
\bigl( 
\alpha  - (I  - D)A - 1

\bigl( 
Bu - e - t1ABu

\bigr) \bigr) 
+ PN(Q)C \forall C \in \scrH . (5)

Зауваження. Слiд зауважити, що оператор Q завжди має узагальнено-обернений Q - ,
який має вигляд

Q - = et1A(I  - D)+.

Тодi множина розв’язкiв операторного рiвняння (3) може бути зображена таким чином:

C = et1A(I  - D)+\alpha  - et1A(I  - PN(I - D))A
 - 1

\bigl( 
Bu - e - t1ABu

\bigr) 
+ PN(Q)C \forall C \in \scrH .
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У цьому випадку загальний розв’язок крайової задачi буде мати вигляд

x
\bigl( 
t, C

\bigr) 
= e - tAet1A(I  - D)+\alpha 

 - e - tA(I  - PN(I - D))A
 - 1

\bigl( 
Bu - e - t1ABu

\bigr) 
+ e - tAPN(Q)C +A - 1Bu - A - 1e - tABu.

З отриманого зображення отримуємо оцiнку на норму кожного розв’язку\bigm\| \bigm\| x\bigl( t, C\bigr) \bigm\| \bigm\| \leq e - t\| A\| et1\| A\| \bigm\| \bigm\| (I  - D)+
\bigm\| \bigm\| \| \alpha \| 

+ 2
\Bigl( 
et1\| A\| + 1

\Bigr) \bigm\| \bigm\| A - 1
\bigm\| \bigm\| \| Bu\| + \| PN(Q)\| 

\bigm\| \bigm\| C\bigm\| \bigm\| ,
що аналогiчна до одержаної вище. Рiзниця в тому, що ми не можемо здобути бiльш точну
оцiнку на норму псевдооберненого оператора (I  - D)+ без додаткових умов, i у цiй оцiнцi
з’являється доданок, який мiстить оцiнку на норму сталого елемента C (визначається
довiльним чином). Таким чином, приходимо до такої теореми.

Теорема 2 (достатня умова ISS). За виконання умови

PN(Q\ast )

\bigl( 
\alpha  - (I  - D)A - 1

\bigl( 
Bu - e - t1ABu

\bigr) \bigr) 
= 0 (6)

задача керованостi розв’язна й для кожного розв’язку справедлива оцiнка

\| x(t)\| \leq e - t\| A\| et1\| A\| \bigm\| \bigm\| (I  - D)+
\bigm\| \bigm\| \| \alpha \| 

+ 2
\Bigl( 
et1\| A\| + 1

\Bigr) \bigm\| \bigm\| A - 1
\bigm\| \bigm\| \| Bu\| + \| PN(Q)\| 

\bigm\| \bigm\| C\bigm\| \bigm\| .
Умови керованостi. З умови (6) можемо отримати операторне рiвняння стосовно керу-

вання u :

Lu = PN(Q\ast )\alpha , (7)

де оператор L має вигляд

L := PN(Q\ast )(I  - D)A - 1
\bigl( 
I  - et1A

\bigr) 
B.

Припустимо, що оператор L має псевдообернений за Муром –Пенроузом L+ [15]. Тодi
необхiдна й достатня умова розв’язностi рiвняння (7) має вигляд

PN(L\ast )PN(Q\ast )\alpha = 0.

За виконання цiєї умови множина керувань набуває вигляду

u = L+PN(Q\ast )\alpha + PN(L)u \forall u \in \scrH .

Таким чином, приходимо до такої теореми.
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Теорема 3 (достатнi умови керованостi).
a) Задача (1) керована тодi й тiльки тодi, коли для елемента \alpha виконується умова

PN(L\ast )PN(Q\ast )\alpha = 0. (8)

При виконаннi цiєї умови множина керувань має вигляд

u = L+PN(Q\ast )\alpha + PN(L)u \forall u \in \scrH . (9)

б) Умова
PN(L\ast )PN(Q\ast ) = 0

є достатньою умовою керованостi для довiльного елемента \alpha . При цьому множина керувань
має вигляд (9).

Приклад. Розглянемо двовимiрний випадок. Нехай матрицi A, B i D мають вигляд

A =

\biggl( 
1 2
2 0

\biggr) 
, B =

\biggl( 
3 0
0 4

\biggr) 
, D =

\biggl( 
1/3 1/3
1/3 1/3

\biggr) 
, (10)

точка t1 = 1/2, вектор \alpha = (4, 3)T . Неважко показати, що \| A\| = 3, \| B\| = 5, \| D\| = 2/3,\bigm\| \bigm\| A - 1
\bigm\| \bigm\| = 3/4, \| \alpha \| = 5. З теореми 1 випливає така оцiнка для розв’язку:

\| x(t)\| \leq 15e3/2 - 3t +
15

4

\Bigl( 
3 + e3/4

\Bigr) 
\| u\| .

Висновки. Зауважимо, що побудована теорiя працює й у випадку необмеженого опера-
тора A. У цьому випадку необхiдна умова для генератора напiвгрупи e - tA, що породжує-
ться цим оператором. Достатньо, щоб ця напiвгрупа була або додатного скiнченного типу,
або була експоненцiально-дихотомiчною [12, 13]. За цих умов можна отримати вiдповiднi
оцiнки без припущення оборотностi оператора A. Бiльш того, використовуючи технiку,
що запропонована у роботi [14], можна аналогiчним чином встановити умови узагальненої
розв’язностi й вiдповiдної стiйкостi без припущення нормальної розв’язностi вiдповiдних
операторiв \bfL i, I  - D, L. До того ж, аналогiчним чином можна дослiджувати й iмпульснi
крайовi задачi, що передбачаємо зробити у подальших роботах.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Пiдтримано науковою темою Вiддiлення
цiльової пiдготовки Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка при
НАН України на 2022 – 2023 рр., ЗМ2022, 0122U002463.
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