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We investigate the problem of construction of a control system to ensure the periodic movement according
to a given harmonic law of a mechanical system “reservoir – liquid with a free surface” with permanent
disturbances (vibrations of the free surface of liquid). The control algorithm of the system is based on
the model of a rigid body with a “solidified” liquid. The control with feedback is constructed analytically
on the basis of the modal principle with preliminary reduction of the control system to the canonical
Frobenius form. The results of numerical experiments confirm the expediency of the use of a linear system
for disturbances as a model of construction of a control system with feedback for a complex nonlinear
mechanical system.

Дослiджено задачу побудови керування для забезпечення перiодичного руху за заданим гармонiч-
ним закономмеханiчної системи “резервуар – рiдина з вiльноюповерхнею” при наявностi постiйних
збурень— коливань вiльної поверхнi рiдини. Програмне керування системою побудовано на основi
моделi твердого тiла iз “затвердiлою” рiдиною. Керування зi зворотним зв’язком побудовано аналi-
тично на основi модального принципу з попереднiм приведенням системи керування до канонiчної
форми Фробенiуса. Результати чисельних експериментiв пiдтверджують доцiльнiсть використання
лiнiйної системи у збуреннях як моделi для побудови керування зi зворотним зв’язком для складної
нелiнiйної механiчної системи.

Вступ. Конструкцiї з рiдиною з вiльною поверхнею часто використовують у сучаснiй технi-
цi як складовi компоненти транспортних i енергетичних систем, систем транспортування
i зберiгання рiзних екологiчно небезпечних i технологiчних рiдин. При цьому вiдносна
маса рiдини може бути значною, а тому рухомiсть рiдини iстотно впливає на динамiку i
керування таких систем. Математичнi моделi динамiки конструкцiй з рiдиною вiдносять
до рiзновиду об’єктiв iз внутрiшнiми степенями вiльностi, й у випадку великої вiдносної
маси рiдини суттєвим є врахування сумiсного характеру руху складових компонент систе-
ми, що традицiйно є складною задачею. Iз практики також вiдомо, що баки з рiдиною у
лiтаках, танкерах, залiзничних i автомобiльних цистернах значно впливають на стiйкiсть i
якiсть керування транспортними засобами. Тому дослiдження в областi побудови керуван-
ня та забезпечення стiйкостi руху складних механiчних систем залишаються актуальними
i затребуваними як у теоретичному, так i прикладному аспектах.
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В [1] дослiджено коливання вiльної поверхнi рiдини при наявностi заданого програмно-
го керування, зокрема, коли резервуар перемiщується вiдповiдно до заданого гармонiчного
закону. Сформульовано та розв’язано задачу про динамiчну стiйкiсть вiльної поверхнi рi-
дини. При цьому можна видiлити основний рух рiдини (вимушенi коливання) та додатковi
рухи, якi виникають тiльки при визначених значеннях параметрiв програмного керування.
У [2 – 4] вивчали побудову автомата стабiлiзацiї заданого руху для системи “резервуар –
рiдина з вiльною поверхнею“ на основi лiнiйної моделi. У [5] побудовано робастне керу-
вання з лiнiйним зворотним зв’язком, яке використовують для перемiщення резервуара з
рiдиною з вiльною поверхнею при умовi повного демпфування коливань вiльної поверх-
нi рiдини. У [6] на основi комбiнацiї вузькосмугового режекторного фiльтра й фiльтра
низьких частот побудовано прилад для демпфування коливань вiльної поверхнi рiдини в
контейнерi пiд час його транспортування у виробничому примiщеннi. Аналогiчнi задачi
з побудови стiйкої системи керування рухомими контейнерами з рiдиною як елементом
виробничого процесу дослiджено в [7 – 11].

У роботi [12] розглянуто керування узагальненим механiчним пристроєм, динамiку
якого описує система нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь (алгебраїчними є
обмеження на положення ташвидкiсть контрольних точок у механiзмi i величини керуючої
сили). Побудована система керування є нелiнiйною, але її локальнi особливостi дослiдже-
но на основi лiнiйної моделi. Такий пiдхiд забезпечує стiйкiсть i необхiдну якiсть дина-
мiчних процесiв у системi керування. У [13] побудовано керування траєкторiєю робота-
манiпулятора на основi лiнiйного робастного закону керування зi зворотним зв’язком iз по-
стiйними коефiцiєнтами пiдсилення, який дозволяє зробити похибки вiдтворення програм-
ного руху рiвномiрно обмеженими. Значення коефiцiєнтiв пiдсилення зворотного зв’язку
обчислено на основi функцiї Ляпунова. При необмеженому зростаннi значень коефiцiєнтiв
пiдсилення система керування стає глобально асимптотично стiйкою. У [14, 15] розглянуто
задачу синтезу керування зi зворотним зв’язком для лагранжевої склерономної механiчної
системи. Припустили, що сили керування є обмеженими i на систему дiють зовнiшнi не-
керованi збурення. Побудовано алгоритм керування зi зворотним зв’язком, яке приводить
систему у задане положення за визначений час (термiнальне керування). Запропонований
алгоритм застосовує лiнiйне керування зi зворотним зв’язком, яке забезпечує досягнення
цiлей керування та обмеження на величини фазових змiнних i керуючих сил. Проблемам
побудови алгоритмiв керування складними механiчними системами з лiнiйним зворотним
зв’язком присвячено також роботи [16 – 23].

У роботах [24 – 28] дослiджено задачi декомпозицiї та керування у лiнiйних неста-
цiонарних керованих системах. Для лiнiйних нестацiонарних систем у канонiчнiй блоч-
нiй формi Гесенберга узагальнено метод модального керування. Розглянуто рiзноманiтнi
аспекти застосування другого методу Ляпунова в задачах синтезу, що дозволило ефективно
будувати зворотний зв’язок i вiдповiдну функцiю Ляпунова. Розробленi методи використа-
но для дослiдження задач синтезу та оцiнки стану навiгацiйних систем, а також динамiки
i керування гiроскопiчними системами.

У цiй статтi розглянуто один iз пiдходiв до побудови керування механiчною системою
“резервуар – рiдина з вiльною поверхнею” для забезпечення перiодичного руху резервуара
(за заданим гармонiчним законом). Поведiнку системи розглядаємо на основi нелiнiйної
багатомодової (12 форм коливань) моделi [29], яка описує сумiсний рух резервуара та рi-
дини пiд впливом керуючих сил. Використану модель побудовано на основi варiацiйного
принципу Гамiльтона –Остроградського. Для забезпечення мети керування спочатку бу-
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дуємо програмне керування, яке обчислюємо для резервуара, рiдину в якому вважаємо
“затвердiлою”. Оскiльки в системi завжди є збурення — похибки надання значень почат-
кових умов фазових координат i коливання вiльної поверхнi рiдини, для забезпечення
заданого руху резервуара необхiдно до програмного керування додати керування зi зво-
ротним зв’язком. Керування зi зворотним зв’язком будуємо на основi спрощеної моделi:
лiнiйної стацiонарної системи з використанням як фазових змiнних збурень перемiщення
та швидкостi резервуара та амплiтуди i швидкостi коливань вiльної поверхнi рiдини. Шу-
канi збурення фазових координат отримуємо з повної нелiнiйної багатомодової моделi. На
основi методу, розробленого в [24 – 28], систему зi збуреннями трансформуємо у канонiч-
ну форму Фробенiуса, за принципом модального керування обираємо вiдповiдний спектр
системи зi збуреннями та обчислюємо необхiднi коефiцiєнти зворотного зв’язку.

2. Об’єкт дослiдження. Розглянемо цилiндричний резервуар, частково заповнений рi-
диною. Резервуар вважаємо абсолютно твердим тiлом, яке може здiйснювати поступальнi
рухи пiд дiєю активних зовнiшнiх сил. Рiдину вважаємо iдеальною, нестисливою, однорiд-
ною, а її початковий рух безвихровим. Вiдповiдно до методики роботи [29] математичну
модель системи “резервуар – рiдина з вiльною поверхнею” будуємо на основi варiацiйного
принципу Гамiльтона –Остроградського

\delta I = 0, I =

t2\int 
t1

Ldt,

у якому функцiю Лагранжа L задано у класичному виглядi Гамiльтона –Остроградського
як рiзницю мiж кiнетичною та потенцiальною енергiями

L =
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\int 
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(\vec{}\nabla 3\varphi + \.\vec{}\varepsilon )2d\tau +
1
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(\xi 2  - H2)dS + \vec{}F \cdot \vec{}\varepsilon ,

де \rho — щiльнiсть рiдини, \tau — область, яку займає рiдина, d\tau = rdrd\theta dz — цилiндричнi
координати; при цьому напрямок осi Oz протилежний до напрямку вектора прискорення
вiльного падiння \vec{}g , а система координат нерухомо зв’язана з резервуаром;
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\varphi —потенцiал швидкостей рiдини, \xi — збурення вiльної поверхнi рiдини (у незбуреному
станi \xi (r, \theta , t) = 0), S — поперечний перерiз цилiндричного резервуара, H — глибина
рiдини в резервуарi, L0 — контур, що обмежує S , MT — маса резервуара, MF — маса
рiдини, \vec{}\varepsilon = (\varepsilon x, \varepsilon y, \varepsilon z) —вектор перемiщення резервуара, \vec{}F —головний вектор зовнiшнiх
сил, якi дiють на резервуар.

Для ефективного застосування варiацiйного принципу Гамiльтона –Остроградського
поставлено задачу ввести у розгляд мiнiмальну кiлькiсть незалежних змiнних, що опису-
ють рух резервуара з рiдиною, тобто фактично будуємо розклади шуканих змiнних, якi
задовольняють наперед усi кiнематичнi граничнi умови. Оскiльки безвихровий рух iде-
альної однорiдної нестисливої рiдини згiдно з теоремою Лагранжа повнiстю визначається
рухом її границь, то збурення вiльної поверхнi рiдини \xi та радiус-вектор \vec{}\varepsilon (t) повнiстю
характеризують рух самої рiдини, i тому потенцiал швидкостей \varphi потрiбно вважати залеж-
ною змiнною.
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Вiдповiдно до методики роботи [29] розклади шуканих змiнних наведемо у виглядi

\xi (r, \theta , t) =
\sum 
i

ai(t)\psi i(r, \theta ), \varphi =
\sum 
i

bi(t)\varphi i(r, \theta , z), (1)

де ai(t) —амплiтуди форм коливань збуреної вiльної поверхнi рiдини \xi . Системи функцiй
\psi i i \varphi i = \psi i

cosh\kappa i(z +H)

\kappa i sinh\kappa iH
є розв’язком лiнiйної спектральної задачi [29] i мають вигляд
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R
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\biggr) 
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cos(n\theta )
, n = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . .

У роботi [29] розроблено метод виключення кiнематичних граничних умов на вiльнiй
поверхнi рiдини, який дозволяє отримати дискретну модель механiчної системи “резерву-
ар – рiдина з вiльною поверхнею“ мiнiмальної розмiрностi. На основi розробленого методу,
варiацiйних методiв математичної фiзики та асимптотичних методiв нелiнiйної механiки
в [29] побудовано математичну модель, яка дозволяє дослiдити поступальнi та кутовi рухи
механiчної системи “резервуар – рiдина з вiльною поверхнею“ при рiзних видах кiнема-
тичного збурення i динамiчного (силового та моментного) збудження. Ця модель являє
собою систему нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку щодо не-
залежних параметрiв ai —коефiцiєнтiв розкладу в ряд збурення вiльної поверхнi рiдини \xi 
за формами коливань вiльної поверхнi \psi i та \varepsilon i — компонент вектора перемiщень центру
незбуреної вiльної поверхнi рiдини \xi стосовно деякої нерухомої системи вiдлiку\sum 
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Система (2), (3) мiстить N + 3 рiвнянь (N — кiлькiсть форм коливань рiдини,
що розглядаються) та описує динамiку сумiсного руху резервуара та рiдини при рiзних
видах кiнематичного збурення i динамiчного (силового) збудження. Рiвняння (2) описують
динамiку амплiтуд форм коливань вiльної поверхнi рiдини, а рiвняння (3) — динамiку
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резервуара, однак цi рiвняння взаємопов’язанi та мiстять сили взаємодiї мiж компонентами
механiчної системи.

Сукупнiсть коефiцiєнтiв, якi входять до системи рiвнянь (2), (3), у межах прийнятої
моделi визначає властивостi механiчної системи, яка розглядається, та особливостi прояву у
нiй внутрiшнiх лiнiйних i нелiнiйнихмеханiзмiв взаємодiї. Цi коефiцiєнти визначають через
квадратури вiд розв’язку крайової задачi з визначення форм коливань вiльної поверхнi
рiдини. При цьому коефiцiєнти \beta qir, \gamma 

q
ijr, \delta 

q
ijkr, \alpha 

s
r, Nr, \beta 

k
ir, \gamma 

k
ijr, \delta 

k
ijkr, \lambda r вiдповiдають

випадку коливань рiдини у нерухомому резервуарi, а коефiцiєнти \vec{}B1
r , \vec{}B2

ri,
\vec{}B3
rij ,

\vec{}B4
rijk

вiдображають взаємозв’язок коливань рiдини та поступального руху резервуара. Повне
виведення системи рiвнянь (2), (3) i формул для обчислення коефiцiєнтiв у загальному
випадку сумiсного руху (поступального i кутового) цилiндричного резервуара i рiдини з
вiльною поверхнею наведено в роботi [29].

3. Обчислення власних частот механiчної системи. Визначимо нижчу власну частоту
механiчної системи “резервуар – рiдина з вiльною поверхнею”. Вiдповiдно до теорiї меха-
нiчних коливань [30] запишемо рiвняння (2), (3) тiльки для першої антисиметричної форми
з можливiстю горизонтального руху за координатою y у виглядi

\"a1\beta 
q
11 +B1y

1 \"\varepsilon y + gN1a1 = 0,

\rho B1y
1

MT +MF
\"a1 + \"\varepsilon y = 0,

i, з урахуванням позначень, \Lambda 1 =
B1y

1

\beta q11
, \Lambda 2 =

\rho B1y
1

MT +MF
, \omega 2

1 =
gN1

\beta q11
, запишемо далi у

канонiчному виглядi

\"a1 + \Lambda 1\"\varepsilon y + \omega 2
1a1 = 0, (4)

\Lambda 2\"a1 + \"\varepsilon y = 0. (5)

Представляючи перiодичнi розв’язки системи рiвнянь (4), (5) у виглядi

a1 = A1 cos(\omega t) +B1 sin(\omega t), \varepsilon y = A2 cos(\omega t) +B2 sin(\omega t),

записуємо рiвняння для амплiтуд A1 i A2 (зауважимо, що рухи в напрямках Ox i Oy у
системi (4), (5) роздiляються):

(\omega 2
1  - \omega 2)A1  - \Lambda 1\omega 

2A2 = 0,

 - \Lambda 2\omega 
2A1  - \omega 2A2 = 0,

Записана система рiвнянь має нетривiальний розв’язок, якщо визначник матрицi коефiцi-
єнтiв дорiвнює нулю. Дорiвнюючи цей визначник нулю, розв’яжемо бiквадратне рiвняння
i отримаємо формулу для визначення власної частоти механiчної системи

\omega e =
\omega 1\surd 

1 - \Lambda 1\Lambda 2
. (6)

Як можна бачити з визначення \omega e, власна частота системи при збiльшеннi маси резер-
вуара (тобто при збiльшеннi значення \Lambda 2 при постiйному значеннi \Lambda 1 ) буде наближатися
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а) 0 \leq MT

MF
\leq 1 б) 0 \leq MT

MF
\leq 100

Рис. 1. Залежнiсть власної частоти системи вiд маси резервуара MT .

до власної частоти \omega 1 першої антисиметричної форми \psi 1. Це пiдтверджує вiдому теорему
з механiки про те, що пiсля звiльнення вiд зв’язку власна частота системи зменшується. У
цьому випадку збiльшення маси резервуара послаблює в’язi, оскiльки коливання рiдини
дедалi все менше впливають на коливання резервуара. Нехай резервуар радiуса R = 1 м i
маси MT частково заповнений рiдиною (водою) маси MF до глибини H = R. Залежнiсть
власної частоти системи \omega e вiд спiввiдношеннямас резервуара та рiдини наведено на рис. 1.
Наведенi на графiках значення \omega e збiгаються зi значеннями, отриманими в результатi ча-
стотного аналiзу коливань вiльної поверхнi рiдини на стiнцi резервуара для нелiнiйної
багаточастотної моделi системи “цилiндричний резервуар – рiдина з вiльною поверхнею“.

4. Побудова керування зi зворотним зв’язком на основi модального принципу. Якщо зов-
нiшня сила \vec{}F = (Fx, Fy, Fz), яка дiє на систему “резервуар – рiдина з вiльною поверхнею”,
має за мету здiйснення необхiдного закону руху або мiнiмiзацiю заданого функцiонала,
то таку силу прийнято називати керуванням. У цiй роботi поставлено задачу побудови
керування Fy, яке б забезпечувало програмний рух резервуара з рiдиною у напрямку Oy
за заданим перiодичним законом \varepsilon y = A cos(\Omega t), \.\varepsilon y =  - A\Omega sin(\Omega t). При цьому закон руху
рiдини задаємо вiдповiдно до моделi “затвердiлої” рiдини, тобто збурення вiльної поверхнi
рiдини повиннi бути вiдсутнi \xi (t) = \.\xi (t) = 0. Тодi програмне керування FPR будується
згiдно з другим законом Ньютона та має вигляд FPR = (MT +MF )\"\varepsilon y. Однак, оскiльки у
системi присутнi постiйнi збурення — збурення початкових умов параметрiв руху \varepsilon y, \.\varepsilon y,
\xi , \.\xi та коливання вiльної поверхнi рiдини, введемо у систему лiнiйне керування зi зво-
ротним зв’язком FBC i постiйними коефiцiєнтами пiдсилення mi, i = 1, . . . , 4, у виглядi
FBC =

\sum 4

i=1
mixi, яке буде корегувати iснуючi похибки — вiдхилення наявних значень

параметрiв руху вiд заданих програмних значень

x1 = \xi (t), x2 = \.\xi (t), x3 = \varepsilon y  - A cos(\Omega t), x4 = \.\varepsilon y +A\Omega sin(\Omega t). (7)
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Таким чином, повне керування, яке дiє на систему, має вигляд

Fy = FPR + FBC = (MT +MF )\"\varepsilon y  - 
4\sum 

i=1

mixi, (8)

де коефiцiєнти пiдсилення зворотного зв’язку mi мають значення, якi повиннi забезпечити
не тiльки виконання задачi стабiлiзацiї заданого програмного руху, але й стiйкiсть системи
керування.

Керування зi зворотним зв’язком побудуємо на основi лiнеаризованої системи рiвнянь
руху (2), (3), у якiй буде враховано коливання вiльної поверхнi рiдини по першiй антиси-
метричнiй формi a1 iз можливiстю горизонтального перемiщення резервуара по горизон-
тальнiй координатi \varepsilon y. Вiдповiднi рiвняння мають вигляд

\"a1\beta 
q
11 +B1y

1 \"\varepsilon y + gN1a1 = 0, \rho B1y
1 \"a1 + (MT +MF )\"\varepsilon y = Fy,

i, з урахуванням позначень, \nu 1 =
B1y

1

\beta q11
, \nu 2 = \rho B1y

1 , \omega 
2
1 =

gN1

\beta q11
, M =MT +MF , можуть бути

записанi як
\"a1 + \nu 1\"\varepsilon y + \omega 2

1a1 = 0, \nu 2\"a1 +M \"\varepsilon y = Fy. (9)

Введемо також позначення для фазових змiнних x1 = a1(t), x2 = \.a1(t), x3 = \varepsilon y - A cos(\Omega t),
x4 = \.\varepsilon y+A\Omega sin(\Omega t) та керування u = Fy i приведемо систему диференцiальних рiвнянь (9)
до нормальної форми Кошi

\.x = Fx+Gu, (10)

де x — вектор фазових змiнних (x1, x2, x3, x4)
T , u — керування, а матриця F i вектор G

мають вигляд

F =

\left[       
0 1 0 0

\lambda 1 0 0 0

0 0 0 1

\lambda 2 0 0 0

\right]       , G =

\left[       
0

\beta 1

0

\beta 2

\right]       , (11)

з позначеннями \lambda 1 =  - M\omega 2
1

M  - \nu 1\nu 2
, \lambda 2 =

\nu 2\omega 
2
1

M  - \nu 1\nu 2
, \beta 1 =  - \nu 1

M  - \nu 1\nu 2
, \beta 2 =

1

M  - \nu 1\nu 2
.

У системi (10) фазовi змiннi (x1, x2, x3, x4) мають сенс збурень, тобто вiдхилень дiйсних
значень параметрiв руху системи вiд програмних.

Побудоване керування зi зворотним зв’язком повинне забезпечити асимптотичну стiй-
кiсть руху системи зi збуреннями. Для його побудови будемо використовувати метод,
розроблений Новицьким [24 – 27]: рiвняння системи зi збуреннями (10) послiдовно пе-
ретворюються у форму, канонiчну за керуванням, потiм у канонiчну форму Гессенберга i,
зрештою, у канонiчну форму Фробенiуса.

Оскiльки у системi (10) вектор керування має розмiрнiсть 1, пiсля перетворення систе-
ма (10) у формi, канонiчнiй за керуванням, повинна мати вигляд

\.y = Ay +Bu, B = [0 0 0 1]T . (12)
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Вiдповiдно до [11] побудуємо неособливе перетворення y = Tx, де пряма й обернена
матриця перетворення T мають вигляд

T =

\left[          

1 0 0 0

0 1 0  - \beta 1
\beta 2

0 0 1 0

0 0 0
1

\beta 2

\right]          
, T - 1 =

\left[       
1 0 0 0

0 1 0 \beta 1

0 0 1 0

0 0 0 \beta 2

\right]       .

Застосовуючи перетворення T до системи (10), тобто

A = TFT - 1, B = TG,

отримуємо вирази для A та B у системi (12) у формi, канонiчнiй щодо керування

A =

\left[          

0 1 0 \beta 1

\lambda 1  - 
\beta 1\lambda 2
\beta 2

0 0 0

0 0 0 \beta 2

\lambda 2
\beta 2

0 0 0

\right]          
, B =

\left[       
0

0

0

1

\right]       .

Другим етапом буде зведення системи (10) до канонiчної форми Гессенберга. Матрицi
A та B у канонiчнiй формi Гессенберга набудуть вигляду

A =

\left[       
a11 1 0 0

a21 a22 1 0

a31 a32 a33 1

a41 a42 a43 a44

\right]       , B =

\left[       
0

0

0

1

\right]       ,

тобто матриця A буде мати нижньотрикутну форму, а вектор B пiсля перетворень зали-
шиться незмiнним. Вiдповiдно до методу [11] перехiд матрицi A системи (12) буде ви-
глядати як серiя неособливих перетворень A(i) = R(i)A(i - 1)R(i - 1), i = 1, . . . , 4, при цьому
A0 = A. Введемо позначення \gamma 1 = \lambda 1  - 

\beta 1\lambda 2
\beta 2

, \gamma 2 =
\lambda 2
\beta 2

для вiдповiдних елементiв матрицi
A, тодi система (12) у канонiчнiй формi Гессенберга має вигляд

\.y =

\left[       
0 1 0 0

\gamma 1 0 1 0

0 0 0 1

\gamma 2\gamma 1\beta 1 0 \gamma 2\beta 1 0

\right]       y +
\left[       
0

0

0

1

\right]       u. (13)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 4



СТАБIЛIЗАЦIЯ ПЕРIОДИЧНИХ РУХIВ МЕХАНIЧНОЇ СИСТЕМИ “РЕЗЕРВУАР–РIДИНА З ВIЛЬНОЮ ПОВЕРХНЕЮ”. . . 461

Третiм етапом буде зведення системи (13) до канонiчної форми Фробенiуса. Матрицi
A та B у канонiчнiй формi Фробенiуса повиннi мати вигляд

A =

\left[       
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a41 a42 a43 a44

\right]       , B =

\left[        
0

0

0

1

\right]        ,

тобто у матрицi A тiльки у нижньому рядку можуть бути довiльнi значення, а вектор
B пiсля перетворень знову залишається незмiнним. Як i на другому етапi, вiдповiдно до
методу [27] перехiд матрицi A системи (13) до канонiчної форми Фробенiуса буде вигля-
дати як серiя неособливих перетворень A(i) = R(i)A(i - 1)R(i - 1), i = 1, . . . , 4. З урахуванням
позначень \gamma 1 = \lambda 1 - 

\beta 1\lambda 2
\beta 2

, \gamma 2 =
\lambda 2
\beta 2

система (13) у канонiчнiй формi Фробенiуса має вигляд

\.y =

\left[        
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 \lambda 1 0

\right]        y +
\left[        
0

0

0

1

\right]        u. (14)

Перемноження всiх матриць перетворень, якi послiдовно дозволяють перейти вiд почат-
кової системи (10) до канонiчної стосовно фазових координат (тобто канонiчної щодо
керування та за Фробенiусом) системи (14), дає можливiсть отримати пряму та обернену
матрицю для такої трансформацiї

T =

\left[           

 - \beta 2
\beta 1(\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1)

0
1

\beta 1(\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1)
0

0  - \beta 2
\beta 1(\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1)

0
1

\beta 1(\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1)
1

\beta 1
0 0 0

0
1

\beta 1
0 0

\right]           
,

T - 1 =

\left[        
0 0 \beta 1 0

0 0 0 \beta 1

\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1 0 \beta 2 0

0 \beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1 0 \beta 2

\right]        .

У систему (14) пiдключимо зворотний зв’язок u =  - 
\sum 4

i=1
kiyi та отримаємо рiвняння

замкненої системи
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\.y =

\left[        
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 - k1  - k2 \lambda 1  - k3  - k4

\right]        y. (15)

Необхiдно знайти значення коефiцiєнтiв ki зворотного зв’язку, якi б забезпечили асимпто-
тичну стiйкiсть замкненої системи (15). Як вiдомо [28, 29], коефiцiєнтами характеристич-
ного полiнома матрицi у формi Фробенiуса є елементи нижнього рядка, тому характери-
стичний полiном системи (15) має вигляд

f(z) = z4 + k4z
3 + (k3  - \lambda 1)z

2 + k2z + k1. (16)

Для забезпечення асимптотичної стiйкостi системи (15) необхiдно, щоб коренi характери-
стичного полiнома були дiйсними негативними числами [28, 29]. Скористаємося для цього
модальним принципом керування, тобто будемо задавати властивостi замкненої системи
через надання значень коренiв характеристичного полiнома, а потiм знайдемо значення
коефiцiєнтiв пiдсилення зворотного зв’язку. Задаємо значення коренiв характеристичного
полiнома \mu i, i = 1, . . . , 4, i отримуємо вiдповiдний вигляд характеристичного полiнома

f(z) = z4 + (\mu 1 + \mu 2 + \mu 3 + \mu 4)z
3

+ (\mu 1\mu 2 + \mu 1\mu 3 + \mu 1\mu 4 + \mu 2\mu 3 + \mu 2\mu 4 + \mu 3\mu 4)z
2

+ (\mu 1\mu 2\mu 3 + \mu 1\mu 2\mu 4 + \mu 1\mu 3\mu 4 + \mu 2\mu 3\mu 4)z + \mu 1\mu 2\mu 3\mu 4.

Порiвнюючи значення коефiцiєнтiв характеристичного полiнома шуканої (10) i канонiч-
ної (15) систем, отримаємо значення коефiцiєнтiв пiдсилення mi зворотного зв’язку у
явному виглядi

k1 = \mu 1\mu 2\mu 3\mu 4, k2 = \mu 1\mu 2\mu 3 + \mu 1\mu 2\mu 4 + \mu 1\mu 3\mu 4 + \mu 2\mu 3\mu 4,

k3 = \mu 1\mu 2 + \mu 1\mu 3 + \mu 1\mu 4 + \mu 2\mu 3 + \mu 2\mu 4 + \mu 3\mu 4, k4 = \mu 1 + \mu 2 + \mu 3 + \mu 4.

Визначаючи значення коренiв характеристичного полiнома, а отже, й коефiцiєнтiв пiд-
силення ki зворотного зв’язку, можна задавати якiсть перехiдних процесiв у замкненiй
системi керування. Якщо заданi коренi характеристичного полiнома є негативними дiйс-
ними числами або комплексними числами iз негативною дiйсною частиною, то система
буде асимптотично стiйкою [28, 29].

Оскiльки координатне перетворення y = Tx є неособливим, воно не змiнює спектраль-
них характеристик шуканої системи (10), а тому характеристичнi полiноми замкненої
шуканої системи (10) i канонiчної системи (15) спiвпадають. Звiдси можна визначити
коефiцiєнти пiдсилення зворотного зв’язку mi у шуканiй системi (10) на основi знання
коефiцiєнтiв пiдсилення зворотного зв’язку ki у канонiчнiй системi (15) у виглядi

m1 =
k3
\beta 1

 - \beta 2k1
\beta 1(\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1)

, m2 =
k4
\beta 1

 - \beta 2k2
\beta 1(\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1)

, (17)

m3 =
k1

\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1
, m4 =

k2
\beta 1\lambda 2  - \beta 2\lambda 1

,
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i отримати замкнену систему керування (10), яка вiдповiдає заданим вимогам, у виглядi

\.x =

\left[        
0 1 0 0

\lambda 1  - \beta 1m1  - \beta 1m2  - \beta 1m3  - \beta 1m4

0 0 0 1

\lambda 2  - \beta 2m1  - \beta 2m2  - \beta 2m3  - \beta 2m4

\right]        x.

5. Результати обчислювальних експериментiв. Розглянемо результати обчислювальних
експериментiв для цилiндричного резервуара радiуса R = 1 м, частково заповненого рiди-
ною (водою) маси MF до глибини H = R. Маса резервуара дорiвнює MT = 0,1MF . Вiдпо-
вiдно до формули (6) власна частота системи при таких параметрах \omega e = 5,3189331056 Гц.
Початкове збурення вiльної поверхнi рiдини вiдсутнє ai(0) = \.ai(0) = 0. До стiнки резер-
вуара прикладено горизонтальну силу (керування), яка повинна забезпечити перемiщення
резервуара за гармонiчним законом y = Ay cos pt. Враховуючи наявнiсть постiйно дiючого
збурення— коливань вiльної поверхнi рiдини, до програмного керування вiдповiдно до (8)
додаємо керування зi зворотним зв’язком. Тодi повне керування має вигляд

Fy =  - Ayp
2(MT +MF ) cos pt - 

4\sum 
i=1

mixi.

Система рiвнянь (2), (3) лiнiйна стосовно других похiдних, що дає можливiсть при
практичнiй реалiзацiї на кожному кроцi чисельного iнтегрування спочатку перетворити
систему до нормальної форми Кошi, а потiм чисельно iнтегрувати у часi за допомогою
стандартного методу Рунге –Кутти. На етапi перетворення до нормальної форми Кошi по-
рядок похiдних у рiвняннях знижується за рахунок введення узагальнених швидкостей \.ai
як рiвноправних незалежних змiнних (разом iз ai ). При дослiдженнi динамiки системи “ре-
зервуар – рiдина“ використано N = 12 форм коливань, при цьому n1 = 12 форм коливань
вiльної поверхнi рiдини утримано у розглядi з лiнiйним наближенням, n2 = n3 = 6 форм—
з квадратичним i кубiчним наближенням [29]. Крок чисельного iнтегрування задачi Кошi
для системи рiвнянь (2), (3) обирався на основi перiоду вищої форми коливань a12.

Розглянемо випадок керування резервуаром, коли програмне керування викликає збу-
рення вiльної поверхнi рiдини у лiнiйному дiапазонi амплiтуд ( | \xi (R)| < 0,2R). Задаємо
параметри програмного руху Ay = 0,01R, p = 0,5\omega e, обираємо значення коренiв характе-
ристичного полiнома \mu 1 =  - 1, \mu 2 =  - 0,8, \mu 3 = \mu 4 =  - 0,5 i обчислюємо вiдповiдно до (17)
коефiцiєнти пiдсилення зворотного зв’язкуm1 =  - 4064,4975529805, m2 =  - 3905,35442465,
m3 = 24,430978875, m4 = 152,6936179689. На рис. 2 показано результати чисельного мо-
делювання: крива 1 — траєкторiя програмного руху системи, крива 2 — траєкторiя руху
системи при наявностi зворотного зв’язку. Як видно з графiка, пiдключення до системи
зворотного зв’язку забезпечує прийнятне наближення до шуканого програмного руху.

Тепер оберемо значення параметрiв програмного руху Ay = 0,01R, p = 0,9\omega e, i тодi
програмне керування викликає збурення вiльної поверхнi рiдини у нелiнiйному дiапазонi
амплiтуд (0,2R \leq | \xi (R)| \leq 0,35R). Задаємо значення коренiв характеристичного полiнома
\mu 1 =  - 3,5, \mu 2 =  - 2,5, \mu 3 =  - 1,9, \mu 4 =  - 0,9 i обчислюємо вiдповiдно до (17) коефiцi-
єнти пiдсилення зворотного зв’язку m1 =  - 37788,5607700761, m2 =  - 9703,4047931029,
m3 = 1827,7426070872, m4 = 4246,1041284780. На рис. 3 показано результати чисельного
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Рис. 2. Перемiщення резервуара за законом \varepsilon y = 0,01R \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(0,5\omega e).

Рис. 3. Перемiщення резервуара за законом \varepsilon y = 0,01R \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(0,9\omega e) .

моделювання: крива 1 — траєкторiя програмного руху системи, крива 2 — траєкторiя
руху системи за наявнiстю зворотного зв’язку. Таким чином, пiдключення до системи
зворотного зв’язку забезпечує прийнятне наближення до шуканого програмного руху.

Як показали обчислювальнi експерименти, пiдвищення частоти та амплiтудишуканого
програмного руху резервуара призводить до необхiдностi збiльшення за абсолютним зна-
ченням коренiв характеристичного полiнома, що, в свою чергу, призводить до збiльшення
за абсолютним значенням коефiцiєнтiв пiдсилення зворотного зв’язку. Однак, як вiдомо,
коефiцiєнти пiдсилення зворотного зв’язку не можуть бути як завгодно великими — це
призводить до втрати стiйкостi системи. Тому у кожному конкретному випадку шуканого
програмного руху необхiдно оцiнювати побудований регулятор зворотного зв’язку з точки
зору якостi та стiйкостi керованих процесiв.

Висновки. У цiй статтi дослiджено задачу побудови керування для забезпечення перi-
одичного руху механiчної системи “резервуар – рiдина з вiльною поверхнею” за заданим
гармонiчним законом при наявностi неперервно дiючих збурень — коливань вiльної по-
верхнi рiдини. Програмне керування системою побудовано на основi моделi твердого тiла iз
“затвердiлою” рiдиною. Керування зi зворотним зв’язком побудовано аналiтично на основi
модального принципу iз попереднiм зведенням системи керування до канонiчної форми
Фробенiуса. Завдяки зведенню моделi системи керування до канонiчної форми Фробенiу-
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са значно спрощується подальша процедура обчислення коефiцiєнтiв зворотного зв’язку.
Результати чисельних експериментiв пiдтверджують доцiльнiсть використання лiнiйної си-
стеми зi збуреннями як моделi для побудови керування зi зворотним зв’язком для складної
нелiнiйної механiчної системи.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Роботу виконано за часткової фiнансової
пiдтримки за проєктом “Математичне моделювання складних динамiчних систем i проце-
сiв, викликаних державною безпекою”, реєстрацiйний № 0123U100853.
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