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We establish conditions for the existence of solutions of discrete equations with a precompact set of values
by using c-continuous operators and admissible pairs of compact sets.

Встановлено умови iснування розв’язкiв iз передкомпактною множиною значень дискретних рiв-
нянь iз використанням c-неперервних операторiв i допустимих пар компактних множин.

1. Основнi позначення й об’єкт дослiджень. Нехай \BbbN , \BbbZ i \BbbR —множини всiх натуральних,
цiлих i дiйсних чисел вiдповiдно, \BbbR m — дiйсний m-вимiрний простiр, \BbbZ m — абелева
група, елементами якої є вектори \bfn = (n1, n2, . . . , nm) \in \BbbR m з n1, n2, . . . , nm \in \BbbZ , стосовно
операцiї додавання:

\bfn 1 + \bfn 2 = (n1,1, n1,2, . . . , n1,m) + (n2,1, n2,2, . . . , n2,m)

+ (n1,1 + n2,1, n1,2 + n2,2, . . . , n1,m + n2,m),

M — довiльний повний метричний простiр iз метрикою \rho M i a — довiльний елемент
цього простору.

Позначимо через \frakM повний метричний простiр функцiй \bfx = \bfx (\bfn ), \bfn \in \BbbZ m, зi значен-
нями в M, для кожної з яких

sup
\bfn \in \BbbZ m

\rho M (\bfx (\bfn ), a) < \infty , (1)

з метрикою

\rho \frakM (\bfx 1,\bfx 2) = sup
\bfn \in \BbbZ m

\rho M (\bfx 1(\bfn ),\bfx 2(\bfn )). (2)

У рiвностi (2) \bfx 1 = \bfx 1(\bfn ) i \bfx 2 = \bfx 2(\bfn ), \bfn \in \BbbZ m.
Завдяки (1) елементи простору \frakM є обмеженими на \BbbZ m функцiями.Метричний простiр

\frakM є повним завдяки повнотi простору M.
Розглянемо оператор \bfF : \frakM \rightarrow \frakM , що є:
1) обмеженим (вiдображає кожну обмежену множину простору \frakM в обмежену мно-

жину цього простору [1, с. 14]);
2) c-неперервним (див. означення 3 в п. 2).
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Розглянемо рiвняння

\bfF \bfx = \bfh , (3)

в якому \bfh \in \frakM . Це рiвняння дискретне i є узагальненням рiзницевих рiвнянь.
Мета статтi — встановити умови, при виконаннi яких для кожної функцiї \bfh \in \frakM з

передкомпактною множиною значень у M рiвняння (3) має хоча б один розв’язок \bfx \in \frakM .
2. Локально збiжнi послiдовностi i \bfitc -неперервнi вiдображення. У подальшому при

дослiдженнi рiвняння (3) важливе значення будуть мати локально збiжнi послiдовностi
елементiв простору \frakM .

Означення 1. За аналогiєю з [2] говоритимемо, що послiдовнiсть елементiв \bfy k = \bfy k(\bfn ),
k \geq 1, простору \frakM локально збiгається до елемента \bfy = \bfy (\bfn ) \in \frakM i позначатимемо

\bfy k
loc, \frakM  -  -  -  - \rightarrow \bfy при k \rightarrow \infty ,

якщо ця послiдовнiсть є обмеженою в \frakM , тобто supk\geq 2 \rho \frakM (\bfy k,\bfy 1) < \infty , i для кожного
\bfn \in \BbbZ m

lim
k\rightarrow +\infty 

\rho M (\bfy k(\bfn ),\bfy (\bfn )) = 0.

Поняття локально збiжної послiдовностi введено в розгляд у [3, 4].
Означення 2. Обмежену послiдовнiсть елементiв \bfy k \in \frakM , k \geq 1, називатимемо локаль-

но збiжною, якщо iснує елемент \bfz \in \frakM , для якого

\bfy k
loc, \frakM  -  -  -  - \rightarrow \bfz при k \rightarrow \infty .

Зазначимо,що завдяки єдиностi границь збiжних послiдовностей у просторi \scrM елемент
\bfz \in \frakM в означеннi 2 єдиний.

Важливим є наступне твердження про iснування локально збiжних послiдовностей
елементiв простору \frakM .

Лема 1. Нехай (\bfy k)k\geq 1 — довiльна обмежена послiдовнiсть елементiв простору \frakM , для
якої множини \{ \bfy k(\bfn ) : k \geq 1\} , \bfn \in \BbbZ m, передкомпактнi.

Iснує локально збiжна пiдпослiдовнiсть (\bfy kl)l\geq 1 послiдовностi (\bfy k)k\geq 1, що локально збi-
гається до \bfz = \bfz (g) \in \frakM при l \rightarrow \infty , де \bfz (\bfn ) = liml\rightarrow \infty \bfy kl(\bfn ), \bfn \in \BbbZ m, для якої

sup
\bfn \in \BbbZ m

\rho M (\bfz (\bfn ), a) \leq sup
l\geq 1, \bfn \in \BbbZ m

\rho M (\bfy kl(\bfn ), a). (4)

Доведення. Оскiльки група \BbbZ m злiченна, то її елементи можна пронумерувати i подати
цю групу у виглядi \BbbZ m = \{ \bfn 1,\bfn 2,\bfn 3, . . .\} .

Розглянемо такi пiдпослiдовностi послiдовностi (\bfy k)k\geq 1.

\bfy k1,1 ,\bfy k1,2 , . . . ,\bfy k1,p , . . . ,

\bfy k2,1 ,\bfy k2,2 , . . . ,\bfy k2,p , . . . ,

...
\bfy kl,1 ,\bfy kl,2 , . . . ,\bfy kl,p , . . . ,

... .

Цi послiдовностi вважаємо такими, що:

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 3



436 ВАСИЛЬ СЛЮСАРЧУК

1) кожна наступна послiдовнiсть є пiдпослiдовнiстю попередньої послiдовностi;
2) наступнi послiдовностi є збiжними:

\bfy k1,1(\bfn 1),\bfy k1,2(\bfn 1), . . . ,\bfy k1,p(\bfn 1), . . . ,

\bfy k2,1(\bfn 2),\bfy k2,2(\bfn 2), . . . ,\bfy k2,p(\bfn 2), . . . ,

...
\bfy kl,1(\bfn l),\bfy kl,2(\bfn l), . . . ,\bfy kl,p(\bfn l), . . . ,

... .

Множина послiдовностей iз такими властивостями є не порожньою, оскiльки множини
\{ \bfy k(\bfn ) : k \geq 1\} , \bfn \in \BbbZ m, передкомпактнi.

Завдяки властивостям розглянутих послiдовностей дiагональна послiдовнiсть

\bfy k1,1(\bfn ),\bfy k2,2(\bfn ), . . . ,\bfy kl,l(\bfn ), . . .

є збiжною для кожного \bfn \in \BbbZ m i тому iснують границi

\bfz (\bfn ) = lim
l\rightarrow \infty 

\bfy kl,l(\bfn ), \bfn \in \BbbZ m. (5)

На пiдставi (5) та обмеженостi послiдовностi (\bfy k)k\geq 1 (за умовами леми 1) виконується
спiввiдношення (4) i функцiя, що визначається рiвностями

\bfz = \bfz (\bfn ), \bfn \in \BbbZ m,

є елементом простору \frakM .
Лему 1 доведено.
Окремi випадки леми 1 мiстяться в [5, 6] та iнших роботах автора, що використовують

теорiю c-неперервних операторiв.
Означення 3. Оператор \bfH : \frakM \rightarrow \frakM називається c-неперервним, якщо для кожних по-

слiдовностi \bfy k \in \frakM , k \geq 1, i \bfy \in \frakM , для яких \bfy kl
loc, \frakM  -  -  -  - \rightarrow \bfy при l \rightarrow \infty , послiдовнiсть

\bfH \bfy k \in \frakM , k \geq 1, локально збiгається до \bfH \bfy при k \rightarrow \infty .
c-Неперервнi оператори “мовою \varepsilon , \delta ” увiв до розгляду Е. Мухамадiєв у [7]. Визначення

цих операторiв, що використовує локально збiжнi послiдовностi, запропоновано в [3, 8].
Зазначимо, що для операторiв, що дiють у просторi \frakM , c-неперервнiсть не випливає з

неперервностi i неперервнiсть не випливає з c-неперервностi [9, с. 17 – 19].
3.Множина \bffrakP перiодичних елементiв простору \bffrakM . При розв’язаннi задачi про iснуван-

ня обмежених розв’язкiв рiвняння (3) будемо використовувати локальну апроксимацiю
елементiв простору \frakM перiодичними елементами пiдмножини \frakP цього простору.

До \frakP будемо вiдносити лише елементи \bfx = \bfx (\bfn ) = \bfx ((n1, n2, . . . , nm)) простору \frakM , що
є (T1, T2, . . . , Tm)-перiодичними, тобто для кожного з них справджується спiввiдношення

\bfx ((n1 + t1, n2 + t2, . . . , nm + tm)) = \bfx ((n1, n2, . . . , nm)

для всiх t1 \in \{ 0, T1\} , t2 \in \{ 0, T2\} , . . . , tm \in \{ 0, Tm\} i \bfn \in \BbbZ m. Зазначимо, що тут натуральнi
числа T1, T2, . . . , Tm не фiксованi.
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4. Допустимi для \bfF пари компактних множин щодо елементiв множини \bffrakP . Нехай
R(\bfx ) — множина значень функцiї \bfx \in \frakM , тобто множина R(\bfx ) =

\bigl\{ 
\bfx (\bfn ) \in M : \bfn \in \BbbZ m

\bigr\} 
.

Означення 4. Пару (K1,K2) компактних множин K1,K2 \subset M будемо називати допу-
стимою для вiдображення \bfF : \frakM \rightarrow \frakM (або для рiвняння (3)) стосовно елементiв множини
\frakP , якщо для кожного елемента \bfh \in \frakP , для якого R(\bfh ) \subset K2, рiвняння (3) має розв’язок
\bfx \in \frakM (вiн може не бути єдиним), для якого R(\bfx ) \subset K1.

5. Приклад рiвняння з непорожньою для нього множиною допустимих пар компактних
множин. Розглянемо банаховий простiр E з нормою \| \cdot \| E як метричний простiр M i
рiвняння

\bfx ((n1, n2, . . . , nm)) - q

m

\Bigl( 
\bfx ((n1  - 1, n2, . . . , nm))

+ \bfx ((n1, n2  - 1, . . . , nm)) + . . .+ \bfx ((n1, n2, . . . , nm  - 1))
\Bigr) 

= \bfh ((n1, n2, . . . , nm)), (n1, n2, . . . , nm) \in \BbbZ m, (6)

в якому q \in (0, 1) i \bfh = \bfh ((n1, n2, . . . , nm)) — обмежена на \BbbZ m функцiя зi значеннями в E.

Очевидно, що це рiвняння можна подати у виглядi

\bfx ((n1, n2, . . . , nm)) - q(\frakA \bfx )((n1, n2, . . . , nm))

= \bfh ((n1, n2, . . . , nm)), (n1, n2, . . . , nm) \in \BbbZ m, (7)

де \frakA : \frakM \rightarrow \frakM — лiнiйний неперервний оператор:

(\frakA \bfx )((n1, n2, . . . , nm)) =
1

m

\bigl( 
\bfx ((n1  - 1, n2, . . . , nm))

+ \bfx ((n1, n2  - 1, . . . , nm)) + . . .+ \bfx ((n1, n2, . . . , nm  - 1))
\bigr) 

з рiвною 1 нормою \| \frakA \| L(\frakM ,\frakM ). Тут простiр \frakM розглядаємо як у випадку M = E.

Завдяки включенню q \in (0, 1) єдиний розв’язок \bfx ((n1, n2, . . . , nm)) рiвняння (7) можна
подати у виглядi

\bfx ((n1, n2, . . . , nm)) =
\sum 
k\geq 0

qk
\Bigl( 
\frakA k\bfh 

\Bigr) 
((n1, n2, . . . , nm)), (n1, n2, . . . , nm) \in \BbbZ m. (8)

Нехай K —довiльна непорожня абсолютно опукла [11, с. 15], компактна в E множина i

\bfh (\bfn ) \in K

для всiх \bfn \in \BbbZ m. Згiдно з (8), рiвнiстю \| \frakA \| L(\frakM ,\frakM ) = 1 i абсолютною опуклiстю множини K

\bfx (\bfn ) \in (1 - q) - 1K

для всiх \bfn \in \BbbZ m, де (1 - q) - 1K, як i K, також абсолютно опукла компактна в E множина.
Звiдси випливає, що пара ((1 - q) - 1K,K) абсолютно опуклих компактних у E множин

допустима для рiвняння (6) стосовно елементiв множини \frakP для кожної абсолютно опуклої
компактної множини K.
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6. Умови iснування розв’язкiв рiвняння (3) з передкомпактною множиною значень. Спра-
ведлива така теорема.

Теорема 1. Нехай:
1) оператор \bfF : \frakM \rightarrow \frakM у рiвняннi (3) є обмеженим i c-неперервним;
2) пара (K1,K2) компактних множин K1,K2 \subset \scrM є допустимою для рiвняння (3).
Тодi для кожного елемента \bfh \in \frakM , для якого R(\bfh ) \subset K2, рiвняння (3) має хоча б один

розв’язок \bfx \in \frakM , для якого R(\bfx ) \subset K1.
Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент \bfh \in \frakM iз множиною значень R(\bfh ) у K2 i

розглянемо послiдовнiсть елементiв \bfh k \in \frakP , k \geq 1, для якої

\bfh k
loc, \frakM  -  -  -  - \rightarrow \bfh при k \rightarrow \infty . (9)

Завдяки включенню R(\bfh ) \subset K2 елементи \bfh k, k \geq 1, можна вибрати так, щоб

R(\bfh k) \subset K2, k \geq 1. (10)

На пiдставi (10), перiодичностi \bfh k i допустимостi пари (K1,K2) для \bfF рiзницеве рiвнян-
ня

\bfF \bfx k = \bfh k (11)

має у просторi \frakM розв’язок \bfx k i

R(\bfx k) \subset K1 для кожного k \geq 1.

За лемою 2 iснує локально збiжна пiдпослiдовнiсть (\bfx kl)l\geq 1 послiдовностi (\bfx k)k\geq 1 i
елемент \bfx \ast , для яких

\bfx kl
loc, \frakM  -  -  -  - \rightarrow \bfx \ast при l \rightarrow \infty (12)

i
R(\bfx \ast ) \subset K1.

Покажемо, що

(\bfF \bfx \ast )(\bfn ) = \bfh (\bfn ) для всiх \bfn \in \BbbZ m. (13)

Застосовуючи аксiому трикутника до елементiв простору M [10, с. 41], отримуємо, що
для кожного \bfn \in \BbbZ m виконується нерiвнiсть

\rho M ((\bfF \bfx \ast )(\bfn ),\bfh (\bfn )) \leq \rho M ((\bfF \bfx \ast )(\bfn ), (\bfF \bfx kl)(\bfn ))

+ \rho M ((\bfF \bfx kl)(\bfn ),\bfh kl(\bfn )) + \rho M (\bfh kl(\bfn ),\bfh (\bfn )).

Оскiльки завдяки (9), (11), (12) i c-неперервностi оператора \bfF для кожного \bfn \in \BbbZ m

lim
l\rightarrow \infty 

(\rho M ((\bfF \bfx \ast )(\bfn ), (\bfF \bfx kl)(\bfn )) + \rho M ((\bfF \bfx kl)(\bfn ),\bfh kl(\bfn )) + \rho M (\bfh kl(\bfn ),\bfh (\bfn ))) = 0,

то
\rho M ((\bfF \bfx \ast )(\bfn ),\bfh (\bfn )) = 0 для всiх \bfn \in \BbbZ m,

тобто правильним є спiввiдношення (13) i, отже, \bfx \ast є розв’язком рiвняння (3).
Теорему 1 доведено.
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Наслiдок 1. Нехай для елемента \bfh \in \frakM з передкомпактною множиною значень R(\bfh )
iснує компактна в M множина K, для якої пара (K,R(\bfh )) є допустимою для рiвняння (3)
щодо елементiв множини \frakP .

Тодi рiвняння (3) має хоча б один розв’язок \bfx \in \frakM , для якого R(\bfx ) \subset K.

Зазначимо, що в теоремi 1 суттєвою є вимога передкомпактностi множини значень
функцiї \bfh \in \frakM правої частини рiвняння (3). Ця вимога виконується, якщо, наприклад, \bfh є
майже перiодичним елементом простору \frakM або елементом множини \frakP . Випадок майже
перiодичних дискретних i, зокрема, рiзницевих рiвнянь дослiджувався у [12 – 17].

7. Додатковi зауваження. 1. Лему 1 про iснування локально збiжної послiдовностi
визначених i обмежених на групi \BbbZ m елементiв метричного простору \frakM наведено вперше.

2. Поняття допустимої пари компактних множин для дискретного рiвняння (3) стосовно
множини \frakP уведено до розгляду вперше. Це поняття не збiгається з поняттям допустимостi
пари банахових функцiональних просторiв для диференцiальних рiвнянь, що розглядалося
в [18].

3. Множина допустимих пар компактних множин для рiвняння (3) є не порожньою, що
пiдтверджено в п. 5.

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв.
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