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Models of dynamical systems of conflict (DSC) are studied for a pair of alternative opponents fighting
for the presence in different regions of a resource space. The new result establishes the existence of
compromise states (with simultaneous and constant presence of both opponents at least in one region)
under an external support of each opponent. It is known that in the purely conflict interaction where any
foreign aid is absent these states are impossible because only one rival wins in each region. We show that
in these states opponent statuses (values of the probability of presence) are determined by parameters of
the external aid rather than starting distributions. We give some computer examples that, in particular,
illustrate the duration of the struggle before reaching a compromise. Our results can be used, for instance,
in the theory of belief formation.

Дослiджуютьсямоделi динамiчних системконфлiкту (ДСК) для пари альтернативних опонентiв,що
борються за присутнiсть у рiзних регiонах просторужиттєвих ресурсiв. Новий результат встановлює
iснування компромiсних станiв (iз одночасною й постiйною присутнiстю обох опонентiв хоча б у
одному регiонi) при наявностi зовнiшньої допомоги для кожного з опонентiв. Вiдомо, що у суто
конфлiктнiй взаємодiї, коли вiдсутня будь-яка зовнiшня пiдтримка, такi стани неможливi, оскiльки
в кожному регiонi перемагає лише один суперник. Показано, що в таких станах статуси гравцiв
(значення ймовiрностей присутностi) визначають параметри зовнiшньої допомоги, а не стартовi
розподiли. Наведено ряд комп’ютерних прикладiв, якi, зокрема, iлюструють тривалiсть боротьби
до моменту досягнення компромiсу. Результати придатнi для використання, наприклад, у теорiї
формування переконань.

1. Вступ. У цiй роботi ми дослiджуємо математичнi моделi динамiчних систем конфлiкту
(ДСК), якi описують поведiнку пари альтернативних опонентiв (позначимо їх A та B ) у
боротьбi за присутнiсть чи володiння рiзними регiонами абстрактного ресурсного простору
\Omega . По сутi, ми дослiджуємо два основнi питання:

1. У яких регiонах перемогу чи поразку здобуває або зазнає той чи iнший опонент i
яким чином результат боротьби залежить вiд стартових розподiлiв, величини зовнiшньої
допомоги та стратегiї використання такої допомоги?

2. У яких випадках боротьба у фiксованому регiонi завершується не перемогою або
поразкою, а компромiсом?
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Пiд компромiсом тут розумiємо одночасну взагалi рiзну, але незмiнну присутнiсть обох
опонентiв у фiксованому регiонi. Iснування компромiсу— це явище своєрiдної динамiчної
рiвноваги у боротьбi альтернативних опонентiв.

Альтернативнiсть означає, що конфлiктна взаємодiя вiдбувається за законом взаємного
вiдштовхування (витiснення) у ймовiрнiсному сенсi. Варто пояснити це детальнiше.

Нехай PA = PA(\Delta ), PB = PB(\Delta ) позначає ймовiрнiсть присутностi A, B у якомусь
спiрному регiонi \Delta \subset \Omega у початковий момент дискретного часу. Тодi одноразовий акт
конфлiктної боротьби мiж альтернативними опонентами змiнює цi стартовi ймовiрностi
на новi згiдно з формулами

PA
new(\Delta ) = PA(1 - PB), PB

new(\Delta ) = PB(1 - PA),

у яких праворуч є добутки двох величин: ймовiрностi бути для одного з опонентiв у регiонi
\Delta та ймовiрностi не бути для другого в цьому ж регiонi. Якщо повторювати цей закон для
нескiнченної послiдовностi актiв боротьби, то виникає динамiчна система. Дослiдження
властивостей такої динамiчної системи [1, 2] доводять iснування граничних рiвноважних
станiв, якi можна iнтерпретувати як встановлення перемог чи поразок кожного з опонентiв
у рiзних локальних регiонах.

У неперервному часi закон альтернативної боротьби породжує еволюцiю, яку можна
записати евристично у виглядi системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь

d

dt
PA \sim = PA

\bigl( 
1 - PB

\bigr) 
,

d

dt
PB \sim = PB

\bigl( 
1 - PA

\bigr) 
.

Щоб надати цьому закону точного змiсту, розкладаємо ресурсний простiр конфлiкту \Omega 
на скiнчену множину фiксованих регiонiв

\Omega =

m\bigcup 
i=1

\Omega i, 2 \leq m < \infty . (1.1)

Зауважимо, що такий розклад є природним, оскiльки фактично всi конфлiктнi процеси
розгортаються на певному просторi, який завжди подiлений на окремi частини (регiо-
ни). Вони явно вiдокремленi один вiд одного i в кожному з них виникають свої локальнi
спiввiдношення присутностi конфлiктуючих сторiн (опонентiв).

Нехай PA
i \equiv PA(\Omega i, t) i PB

i \equiv PB(\Omega i, t) позначають незалежнi ймовiрностi присутностi
чи захоплення опонентами A та B регiонiв \Omega i у момент часу t. Тодi, якщо припустити
рiвномiрнiсть цих розподiлiв по кожному з регiонiв \Omega i, то наведений вище закон можна
записати у виглядi системи 2m диференцiальних рiвнянь

d

dt
PA
i = \lambda PA

i

\bigl( 
1 - PB

i

\bigr) 
,

d

dt
PB
i = \lambda PB

i

\bigl( 
1 - PA

i

\bigr) 
, i \in 1,m,

де \lambda є коефiцiєнтом нормування на одиницю.
У цiй статтi використовуємо дискретний час, тому замiсть наведених вище диференцi-

альних рiвнянь переходимо до рiзницевих:

pt+1
i = \lambda pti

\bigl( 
1 - rti

\bigr) 
, rt+1

i = \lambda rti
\bigl( 
1 - pti

\bigr) 
, t = 0, 1, . . . , (1.2)
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де введено позначення pti := PA(\Omega i, t), r
t
i = PB(\Omega i, t). Оскiльки ми використовуємо стати-

стичний пiдхiд, то вектори pt =
\bigl( 
pt1, . . . , p

t
m

\bigr) 
, rt =

\bigl( 
rt1, . . . , r

t
m

\bigr) 
при кожному t є стохастич-

ними:
m\sum 
i=1

pti = 1 =
m\sum 
i=1

rti , pt, rt \in \BbbR m
+,1.

Бачимо, що коефiцiєнт нормування \lambda у (1.2) залежить вiд часу i має вигляд

\lambda = 1/zt, zt = 1 - \theta t, \theta t :=
\bigl( 
pt, rt

\bigr) 
=
\sum 
i

ptir
t
i .

Моделi динамiчних систем конфлiкту\bigl\{ 
pt, rt

\bigr\} 
\rightarrow 
\bigl\{ 
pt+1, rt+1

\bigr\} 
, t = 0, 1, . . . ,

згенерованi системою рiзницевих рiвнянь типу (1.2), вже дослiджувалися в рядi публiкацiй
(див. [1 – 10] i наведеннi там посилання). Основний результат цих дослiджень стверджує
збiжнiсть траєкторiй таких систем до рiвноважних станiв. Сформулюємо цей результат.

Теорема 1.1 (теорема про конфлiкт). Кожна траєкторiя
\bigl\{ 
pt, rt

\bigr\} 
динамiчної системи,

породженої системою рiвнянь (1.2), що стартує з довiльної точки
\bigl\{ 
p0, r0

\bigr\} 
, заданої парою

стохастичних векторiв p0, r0 \in \BbbR m
+,1 з умовою

\bigl( 
p0, r0

\bigr) 
\not = 1, збiгається до граничного рiвно-

важного стану (fixed point) \bigl\{ 
pt, rt

\bigr\} 
 - \rightarrow \{ p\infty , r\infty \} , t  - \rightarrow \infty ,

який складається з ортогональних векторiв, p\infty \bot r\infty . При цьому, якщо у початковий
момент часу для якихось координат виконувалася нерiвнiсть p0i > r0i , то p\infty i > 0, r\infty i = 0,
якщо p0k < r0k, то p\infty k = 0, r\infty k > 0, а якщо p0j = r0j , то p\infty j = r\infty j = 0. Значення ненульових
граничних координат p\infty i > 0, r\infty k > 0 є пропорцiйними початковим рiзницям di = p0i  - r0i ,
dk = r0k  - p0k, а саме: p\infty i = di/D, r\infty k = dk/D, де коефiцiєнт пропорцiї D є незалежним вiд
iндексiв ненульових координат.

Таким чином, опоненти, якi ведуть боротьбу за володiння регiонами простору (1.1),
здатнi лише перерозподiлити початковi значення ймовiрностей своєї присутностi у рiзних
регiонах згiдно з законом альтернативного конфлiкту вигляду (1.2).Перерозподiлити таким
чином, щоб розiйтися по рiзних регiонах. По сутi, наведена вище теорема про конфлiкт
стверджує, що всi траєкторiї динамiчної системи (1.2) збiгаються до рiвноважних станiв
(нерухомих точок), заданих ортогональними векторами.

Принципово, що згiдно з законом (1.2), у рiвноважних станах ймовiрнiсть одночасного
перебування альтернативних опонентiв в одному й тому ж регiонi з необхiднiстю є нульо-
вою. Отже, в цiй постановцi компромiсних регiонiв, тобто таких \Omega i, де одночасно p\infty i > 0,
r\infty i > 0, не iснує.

Значно складнiша ситуацiя, яка дослiджується в цiй статтi, виникає, якщо опоненти
одержують зовнiшню допомогу чи пiдсилення. Математично це записується введенням
адитивних зсувiв координат у векторах ймовiрнiсної присутностi опонентiв у рiзних ре-
гiонах (див. далi формули (2.2), (3.2)). У цiй роботi доводимо, що тодi компромiси стають
можливими. Звичайно, конкретна поведiнка у кожному з регiонiв (перемога, поразка чи
компромiс iз можливим домiнуванням одного з опонентiв) iстотно залежить вiд величини
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зовнiшньої допомоги та способу (стратегiї) її використання. В загальному випадку динамiч-
на картина досить складна й нетривiальна. Тут ми наводимо найпростiшi спостереження i
демонструємо на комп’ютерних моделях лише деякi варiанти поведiнки.

Далi задачею про компромiс ми називаємо пошук умов, при яких альтернативнi опо-
ненти здатнi одночасно спiвiснувати в одному чи декiлькох регiонах iз постiйними строго
додатними ймовiрностями.

По сутi, основним результатом цiєї статтi (див. твердження 2.1, 3.1, 3.2) є встановлення
iснування позитивних розв’язкiв задачi про компромiс при наявностi зовнiшньої допомоги.
При цьому важливо, що обоє з альтернативних опонентiв мають отримувати якусь допомо-
гу. Лише тодi вони не обов’язково розходяться по рiзних регiонах, а можуть компромiсно
уживатися в одному й тому ж регiонi, взагалi з рiзними i постiйними ймовiрностями. Щоб
математично реалiзувати такий сценарiй, у формули конфлiктної динамiки достатньо вве-
сти члени у виглядi доданкiв зовнiшньої допомоги i регулювати їхнi величини.

Зазначимо, що в статтях [5, 6] ми вже дослiджували моделi конфлiктної взаємодiї мiж
елементами абстрактного суспiльства при наявностi зовнiшнього впливу. Без такого впливу
динамiку конфлiкту характеризує вiдома теза “Winner take all”. Виявлено, що зовнiшнє
пiдсилення кардинально змiнює цю динамiчну картину. Так, у [5] показано, що в моделях
абстрактного суспiльства, де перерозподiл соцiальної енергiї iндивiдiв визначають два
фактори (конкурентна боротьба та зовнiшнiй вплив), поведiнка траєкторiй iстотно рiзна.
Зокрема показано, що iндивiди, навiть з найбiльшою початковою енергiєю, приреченi на
поразку, якщо деякий слабший iндивiд отримує досить сильну зовнiшню пiдтримку. Важ-
ливим моментом є вибiр формули конфлiктної взаємодiї та способу введення зовнiшнього
впливу. Питання про компромiснi стани там ще не вивчалися.

У роботi [6] дослiджували математичну модель суспiльства як складну динамiчну си-
стему з конфлiктною взаємодiєю при наявностi постiйного впливу зовнiшнього середовища
одночасно для всiх iндивiдiв. Знайдено умови iснування рiвноважних станiв переважно для
моделi з трьома елементами (гравцями). Дослiджено стiйкiсть таких станiв та її залежнiсть
вiд параметра зовнiшнього впливу, частково описано басейни притягання. Варто зауважи-
ти, що в [6] простiр конфлiкту є одновимiрним (статус iндивiда), а також одержано систему
рiвнянь, яка дає критерiй для знаходження всiх рiвноважних станiв. Показано, що iснує
порiг величини впливу зовнiшнього середовища, при перевищеннi якого iснує лише єдиний
стiйкий рiвноважний стан, а також знайдено необхiдну умову iснування такого стану —
подiл суспiльства на два класи iндивiдiв iз рiзними статусами.

Пiдкреслимо, що у цiй статтi, на вiдмiнну вiд [5, 6], ми вивчаємо ДСК та будуємо
конкретнi моделi опису боротьбимiжпароюальтернативних опонентiв на багатовимiрному
(регiоналiзованому) просторi, для того щоб вияснити роль зовнiшньої допомоги у задачi
про компромiс. Важливо, що в загальному випадку допомога є рiзною по регiонах i може
змiнюватися за часом.

2. Задача про компромiс iз несиметричними пiдсиленнями у фiксованому регiонi. У цьому
пунктi показано, що задача про компромiс має явнi розв’язки, якщо опоненти A та B
одержують несиметричнi (див. формули (2.1), (2.2)) зовнiшнi пiдсилення i лише в одному
фiксованому регiонi. Покладемо, що кiлькiсть регiонiв конфлiкту дорiвнює 4 , тобто m = 4,
а зовнiшнiй вплив здiйснюється у третьому регiонi. З подальшого викладу стає зрозумiлим,
що аналогiчний результат є справедливим для будь-якого m \geq 4.

Отже, припустимо, що в регiонi \Omega 3 у початковий момент виконується нерiвнiсть
0 < p3 < r3 < 1. Тодi, при вiдсутностi зовнiшнього впливу, згiдно з теоремою 1 про
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конфлiкт для альтернативних опонентiв (див. також [1, 2]) при t \rightarrow \infty має бути p\infty 3 = 0,
r\infty 3 > 0. Це зокрема означає, що в результатi конфлiктної взаємодiї опонент A повнiстю
втрачає цей регiон. Але якщо включити можливiсть вибору iнших стратегiй поведiнки у
боротьбi, наприклад, залучення зовнiшньої допомоги, то описаний граничний результат
може кардинально змiнитися.Математично це забезпечує введення у формулу конфлiктної
взаємодiї (1.2) параметрiв зовнiшнього пiдсилення для кожного з опонентiв.

Опишемо цей ефект детальнiше. Оскiльки, за припущенням, у початковий момент
p3 < r3, то евристично зрозумiло, що опонент A здатен “вижити” у регiонi \Omega 3, тобто
забезпечити граничну умову p\infty 3 > 0, лише якщо вiн буде отримувати достатнє зовнiшнє
пiдсилення, яке пропорцiйне силi переваги опонента B у цьому регiонi. У свою чергу,
опонент B, реагуючи на таку стратегiю A, для того щоб зберегти або хоча б не втратити
цього регiону, також змiнює свою стратегiю, але несиметрично. Наприклад, мобiлiзує для
себе пiдсилення з iнших регiонiв або в крайньому разi залучає якесь зовнiшнє пiдсилення.
Результат боротьби визначають спiввiдношення мiж величинами таких пiдсилень. Новий
факт полягає у можливостi виникнення компромiсу. Далi встановлено, що при виконаннi
певної нерiвностi для параметрiв пiдсилення в регiонi \Omega 3 для опонентiв A та B iснують ста-
ни динамiчної компромiсної рiвноваги. Отже, обидва граничнi значення їхньої присутностi
в \Omega 3 можуть стати строго додатними i постiйними одночасно, p\infty 3 , r\infty 3 > 0. Зрозумiло, що
конкретнi значення цих граничних ймовiрностей iстотно залежать вiд спiввiдношень мiж
величинами зовнiшнiх пiдсилень.

Формули, якi вiдповiдають описаному сценарiю, мають такий вигляд:

pt+1
i =

pti
\bigl( 
1 - rti

\bigr) 
ztp

, rt+1
i =

rti
\bigl( 
1 - pti

\bigr) 
ztr

\forall i \not = 3, (2.1)

pt+1
3 =

\bigl( 
pt3 + hp3r

t
3

\bigr) \bigl( 
1 - rt3

\bigr) 
ztp

, rt+1
3 =

\bigl( 
rt3 + hr3

\bigr) \bigl( 
1 - pt3

\bigr) 
ztr

, (2.2)

де 0 < hp3, hr3 позначають параметри пiдсилення у регiонi \Omega 3 для опонентiв A та B вiд-
повiдно. Зазначимо несиметричнiсть доданкiв пiдсилення у формулах (2.2). Нормувальнi
знаменники ztp, ztr у (2.1), (2.2)), як легко переконатися, мають складнiший, нiж ранiше,
вигляд, а саме:

ztp = 1 - \theta t + hp3r
t
3

\bigl( 
1 - rt3

\bigr) 
, ztr = 1 - \theta t + hr3

\bigl( 
1 - pt3

\bigr) 
, (2.3)

де, як i вище, \theta t =
\sum 

i
ptir

t
i .

Якщо припустити, що у системи iснує компромiсний стан, позначимо його \{ x, y\} ,
x, y \in \BbbR 4

+,1, то його координати мають задовольняти такi рiвняння компромiсу:

xi = xi(1 - yi)/zx, i \not = 3, yi = yi(1 - xi)/zy, i \not = 3, (2.4)

x3 = (x3 + hx3y3)(1 - y3)/zx, y3 = (y3 + hy3)(1 - x3)/zy, (2.5)

де зараз нормувальнi знаменники (2.3) не залежать вiд часу i мають вигляд

zx = 1 - \theta + hx3y3(1 - y3), zy = 1 - \theta + hy3(1 - x3), \theta = (x, y). (2.6)

При цьому координати, вiдповiднi регiону \Omega 3, обов’язково мають бути строго додатними,
0 < x3, y3 < 1.
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Твердження 2.1. Якщо для параметрiв пiдсилення динамiчної системи конфлiкту, зада-
ної рiвняннями (2.1), (2.2), виконується нерiвнiсть

hp3 \geq 
4hr3

(1 + hr3)2
, (2.7)

то у неї iснує принаймнi два компромiснi стани.
Доведення. Припустимо, що стан \{ x, y\} є рiвноважним i для нього виконуються

рiвняння компромiсу (2.4), (2.5). Перепозначимо координати x3, y3 та параметри допо-
моги hx3, hy3 через u, v i hu, hv вiдповiдно. Тепер нормувальнi знаменники (2.6) мають
вигляд

zx = 1 - \theta + huv(1 - v), zy = 1 - \theta + hv(1 - u). (2.8)

Покажемо, що в цьому разi iснує не менше двох компромiсних станiв iз координатами
x3 = u\pm , y3 = v\mp , якi є розв’язками квадратних рiвнянь iз коефiцiєнтами, заданими
параметрами допомоги hu, hv (див. далi (2.9), (2.10)).

З цiєю метою розглянемо пару векторiв x\prime , y\prime \in \BbbR m - 1
+ , якi утворенi з x, y вилученням

координат x3, y3. Неважко зрозумiти, що при m = 4 рiвняння (2.4) можуть виконуватися,
лише якщо x\prime \bot y\prime i zx = 1 = zy. Це означає, що у кожного з векторiв x\prime , y\prime є як
нульовi, так i не нульовi координати. Так само тодi з рiвнянь (2.5), (2.8) випливає, що
\theta = huv(1 - v) = hv(1 - u). Тому рiвняння (2.5) набувають вигляду

u = (u+ huv)(1 - v), v = (v + hv)(1 - u).

З них легко одержуємо пару нових рiвнянь

u = hu(1 - v), uv = hv(1 - u).

Пiсля пiдстановки u = hv/(v+hv) у перше з цих рiвнянь маємо квадратне рiвняння для v :

v2  - (1 - hv)v + hv/hu(1 - hu) = 0. (2.9)

Його розв’язки мають вигляд

v\pm =
1 - hv

2
\pm 

\sqrt{} \biggl( 
1 - hv

2

\biggr) 2

 - hv/hu(1 - hu)

=
1

2

\left(  1 - hv \pm 

\sqrt{} 
(1 - hv)2  - 4

hv(1 - hv)

hu

\right)  .

А якщо пiдставити в перше рiвняння v = hv(1 - u)/u, то виникає рiвняння для u :

u2  - hu(1 + hv)u+ huhv = 0, (2.10)

яке має розв’язки вигляду

u\pm =
hu(1 + hv)

2
\pm 
\sqrt{} 

(hu)2(1 + hv)2

4
 - huhv =

hu
2

\Biggl( 
1 + hv \pm 

\sqrt{} 
(1 + hv)2  - 4

hv
hu

\Biggr) 
.
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Позначимо

D :=

\sqrt{} 
(1 + hv)2  - 4

hv
hu

=

\sqrt{} 
(1 - hv)2  - 4

hv(1 - hu)

hu
.

Тодi зв’язок мiж рiзними розв’язками можна записати у виглядi

u\pm =
hu
2

[1 + hv \pm D], v\pm =
1

2
[1 - hv \mp D], (2.11)

оскiльки взагалi u = hu(1 - v). Отже,

u\pm = hu(1 - v\mp ).

Зрозумiло, що цi розв’язки iснують, якщо лише величина D є невiд’ємною, D \geq 0.
Таким чином, для iснування компромiсних станiв для параметрiв допомоги потрiбно при-
пускати додаткову умову

hu \geq 4hv
(1 + hv)2

,

яка тотожна нерiвностi (2.7) i забезпечує невiд’ємнiсть D. Цю умову не можна замiнити
симетричною перестановкою позначень hu, hv, тому що у рiвняннях (2.2) використовують
несиметричнi стратегiї урахування зовнiшньої допомоги.

Отже, доведено, що пара станiв \{ x\pm , y\mp \} є компромiсною, якщо вектори x\pm , y\mp мають
координати

x\pm = (0, 0, u\pm , 1 - u\pm ), y\mp = (0, 1 - v\mp , v\mp , 0),

де u\pm , v\mp задано рiвностями (2.11).
Зауважимо, що стан \{ x, y\} , для якого x3 = u = 0, y3 = v = 1 або u = 1, v = 0, а для

решти координат виконано спiввiдношення, за яких \theta = 0, zx = 1, zy = 1 + hv є очевидно
нерухомим, але не компромiсним. Нерухомiсть перевiряємо безпосередньо пiдстановкою
координат x, y у рiвняння (2.4), (2.5). Але цей стан не є компромiсним, тому що в регiонi
\Omega 3 одна з координат, u або v, є нульовою.

Для iлюстрацiї динамiки встановлення компромiсу у регiонi \Omega 3 наведемо пару комп’ю-
терних прикладiв (див. рис. 1) iз рiзними значеннями параметрiв допомоги та рiзними
початковими координатами векторiв у цьому регiонi.

Варто доповнити аналiз поведiнки траєкторiй компромiсних координат.
Зокрема з графiка (а) видно, що незважаючи на стартову перевагу присутностi опонента

B в третьому регiонi, p3 < r3, що забезпечує йому тривалий прiоритет протягом майже
250 крокiв конфлiктної боротьби, завдяки зовнiшнiй пiдтримцi для опонента A настає
момент, коли ймовiрнiсть присутностi B у цьому регiонi рiзко спадає (пунктирна крива) i
пiсля 300-го кроку вiн втрачає своє домiнування над опонентом A (суцiльна крива). Цей
ефект є наслiдком зовнiшньої допомоги опоненту A з достатньо великою рiзницею hu - hv.

На графiку (б) еволюцiї координат pt3, rt3 мають протилежнi тенденцiї порiвняно з ва-
рiантом (а). Причиною є зменшення зовнiшньої допомоги опоненту A у тому ж третьому
регiонi. А саме, величина допомоги опоненту A, яка була у попередньому варiантi, змi-
нюється з hp3 = 0,2 на hp3 = hu = 0,1. Це призводить до втрати значного прiоритету
опонента A над B у початковий момент, p03 = u = 0,9 > r03 = v = 0,01. У резуль-
татi граничний компромiсний стан установлюється з великим домiнуванням B над A :
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Рис. 1. Iснування компромiсних значень присутностi опонентiв у третьому регiонi. Еволюцiю координат pt3,
rt3 зображено суцiльною та пунктирною лiнiями вiдповiдно. (а) Якщо значення початкових координат
i параметрiв допомоги дорiвнюють вiдповiдно p3 = 0,4 < r3 = 0,55, hp3 = 0,2 > hr3 = 0,02,
то компромiснi значення координат є близькими до p\infty 3 \simeq 0,18 > r\infty 3 \simeq 0,1. (б) При p3 = 0,9 >
r3 = 0, 01 i hp3 = 0,1, hr3 = 0,02 еволюцiї координат мають протилежнi тенденцiї порiвняно з
попереднiм варiантом. Попри домiнування A над B у початковий момент, граничний компромiсний
стан r\infty 3 \simeq 0,22 > p\infty 3 \simeq 0,07 виявляє значний прiоритет B над A. В обох випадках виникає ефект
змiни домiнуючого опонента пiсля 300 кроку конфлiктної боротьби.

v - = r\infty 3 \simeq 0,22 > u+ = p\infty 3 \simeq 0,07. Критичний момент змiни домiнування у цьому випадку
вiдбувається аж пiсля 400-го кроку боротьби. Вирiшальне значення має постiйна допо-
мога hr3 = 0,02 опоненту B. Цiкавим моментом цього прикладу є той факт, що опонент
B стає домiнуючим у компромiсному регiонi незважаючи на те, що зовнiшня пiдтримка
для нього менша за пiдтримку для A, hr3 < hp3. Цей ефект можна пояснити динамi-
кою боротьби у iнших регiонах, де зовнiшнє пiдсилення вiдсутнє, а домiнування здобуває
опонент A.

3. Iснування компромiсних станiв при симетричних зовнiшнiх пiдсиленнях. У цьому
пунктi доводимо iснування компромiсних станiв при симетрично взаємозалежних страте-
гiях отримання зовнiшньої пiдтримки (див. далi рiвняння (3.2)). Зауважимо, що в загаль-
ному випадку, коли кiлькiсть регiонiв довiльна, задача про iснування компромiсних станiв
для ДСК iз довiльними зовнiшнiми пiдсиленнями у рiзних регiонах є досить складною
задачею. Нагадаємо, що при m = 1 близька задача вивчалася в [5], а в [6] — з трьома
опонентами. Випадки m = 2, m = 3 заслуговують окремих дослiджень. Тут ми вивчаємо
лише спрощенi варiанти загальної ситуацiї при m \geq 4. У кiнцi пункту повертаємося до
несиметричного варiанту задачi, щоб пояснити виникнення додаткової умови на зовнiшнiй
вплив.

Отже, розглянемо динамiчну систему конфлiкту\bigl\{ 
p0, r0

\bigr\} 
\rightarrow 
\bigl\{ 
pt, rt

\bigr\} 
, t = 0, 1, . . . , (3.1)

мiж умовною парою альтернативних опонентiв A та B. Покладаємо, що еволюцiя системи
описується в термiнах стохастичних векторiв pt, rt \in \BbbR m

+,1, m \geq 4, у дискретному часi
згiдно з системою рiзницевих рiвнянь для координат
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pt+1
i =

\bigl( 
pti + hpir

t
i

\bigr) \bigl( 
1 - rti

\bigr) 
ztp

, rt+1
i =

\bigl( 
rti + hrip

t
i

\bigr) \bigl( 
1 - pti

\bigr) 
ztr

, i \in 1,m, (3.2)

де параметри hpi, hri \geq 0 мають iнтерпретацiю параметрiв зовнiшньої допомоги (пiдсилен-
ня) опонентам A та B вiдповiдно у регiонi \Omega i. Нормувальнi знаменники при цьому мають
вигляд

ztp =
m\sum 
i=1

\bigl( 
pti + hpiri

\bigr) \bigl( 
1 - rti

\bigr) 
= 1 - \theta t +

m\sum 
i=1

hpir
t
i

\bigl( 
1 - rti

\bigr) 
,

ztr = 1 - \theta t +

m\sum 
i=1

hrip
t
i

\bigl( 
1 - pti

\bigr) 
, \theta t =

m\sum 
i=1

ptir
t
i =

\bigl( 
pt, rt

\bigr) 
i забезпечують стохастичнiсть векторiв у кожен момент часу.

Зазначимо, що доданки зовнiшньої допомоги hpir
t
i , hrip

t
i у формулах (3.2) мають симет-

ричну форму стосовно опонентiв, тобто значення кожного з них є пропорцiйним “силi”
протилежної сторони у регiонi \Omega i. Зрозумiло, що цi доданки не можуть перевищувати
значень координат rti , p

t
i. Тому покладаємо, що

0 \leq hpi, hri \leq 1 \forall i.

Стан \{ x, y\} , x, y \in \BbbR m
+,1, динамiчної системи (3.1) називаємо компромiсним для опонен-

тiв A та B, якщо цей стан є рiвноважним, тобто є нерухомою точкою вiдображення (3.2), та
iснує хоча б один регiон \Omega k, в якому обидва опоненти A та B мають ненульову й постiйну
ймовiрнiсть одночасної присутностi: 0 < xk, yk < 1.

Твердження 3.1. У динамiчних систем конфлiкту (3.1), породжених рiвняннями (3.2),
iснують компромiснi стани.

Доведення. Оскiльки всi параметри пiдсилення не вiд’ємнi, hpi, hri \geq 0 \forall i, то з (3.2)
легко випливає, що для координат xi, yi компромiсного стану \{ x, y\} мають виконуватися
такi рiвняння:

xi =
1 - Hi(1 - yi)

zx(1 + yi)
, yi =

1 - hi(1 - xi)

zy(1 + xi)
, (3.3)

де

zx = 1 - \theta +
m\sum 
i=1

Hiyi(1 - yi), zy = 1 - \theta +
m\sum 
i=1

hixi(1 - xi), \theta =
m\sum 
i=1

xiyi = (x, y)

i де ми спростили позначення параметрiв пiдсилення, Hi = hpi, hi = hri.
Далi продовжуємо доведення з певними додатковими обмеженнями.
Розглянемо систему рiвнянь (3.2) у випадку, коли лише для одного довiльного фiксова-

ного регiону \Omega k, 1 \leq k \leq m, обидва параметри допомоги є строго додатними, а решта —
нульовi,

hpk > 0, hrk > 0, hpi = 0 = hri \forall i \not = k. (3.4)

Тодi з (3.2) випливає, що стан \{ x, y\} , x, y \in \BbbR m, є компромiсним тодi й тiльки тодi, коли
координати векторiв x, y замiсть (3.3) задовольняють рiвняння

xi = xi(1 - yi)/zx, i \not = k, yi = yi(1 - xi)/zy, i \not = k, (3.5)
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u = (u+Hv)(1 - v)/zx, v = (v + hu)(1 - u)/zy, (3.6)

де координати xk, yk, i параметри допомоги hp,k, hr,k з метою спрощення запису пере-
позначили на u, v i H, h вiдповiдно. В цих позначеннях нормувальнi знаменники мають
вигляд

zx = 1 - \theta +Hv(1 - v), zy = 1 - \theta + hu(1 - u), \theta = (x, y). (3.7)

Покажемо, що для динамiчної системи (3.1), (3.2) з умовами (3.4) стан \{ x, y\} є компро-
мiсним, якщо вектори x i y мають координати

xk = u =
H(1 - h)

1 - Hh
, yk = v =

h(1 - H)

1 - Hh
, Hh \not = 1, (3.8)

xi > 0, i \not = k, l, xl = 0, yl = 1 - v > 0, yi = 0, i \not = k, l, (3.9)

з деяким l \not = k. При цьому завдяки стохастичностi маємо\sum 
i \not =k,l

xi = 1 - u.

Щоб переконатися, що такi вектори iснують, використаємо рiвностi zx = zy = 1,
якi випливають iз (3.9) i рiвнянь (3.5). Дiйсно, оскiльки xi > 0, а yi = 0, то з рiвностi
xi = xi(1  - yi)/zx випливає, що zx = 1. Аналогiчно, з xl = 0 i yl > 0 згiдно з рiвнiстю
yl = yl(1 - xl)/zy одержуємо zy = 1.

Тепер iз рiвнянь (3.6), (3.7) для координат xk = u, yk = v завдяки zx = zy = 1 одержуємо
такi рiвностi:

u = (u+Hv)(1 - v), v = (v + hu)(1 - u).

Вони легко спрощуються:

u = H(1 - v), v = h(1 - u)

i мають явнi розв’язки у виглядi (3.8). Це доводить, що стан \{ x, y\} динамiчної системи (3.1),
заданий векторами

x = (xi > 0, xl = 0, xk = u), y = (yi = 0, yl = 1 - v, yk = v),

є компромiсним при довiльних 0 < H, h < 1, Hh \not = 1.
Аналогiчним чином доводимо iснування компромiсних станiв для системи (3.1) i у

бiльш загальному випадку, коли лише для довiльної пари регiонiв, скажiмо \Omega i, \Omega l, пара-
метри пiдсилення є нульовими:

hpl = hrl = hpi = hri = 0, Hk = hpk > 0, hk = hrk > 0 \forall k \not = i, l.

У цьому разi координати векторiв x, y компромiсного стану \{ x, y\} описуємо так:

x = (xi > 0, xl = 0, xk = uk), y = (yi = 0, yl > 0, yk = vk),

де
xi = 1 - 

\sum 
k

uk, yl = 1 - 
\sum 
k

vk,
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а всi координати xk, yk заданi явно у термiнах параметрiв пiдсилення:

xk = uk =
Hk(1 - hk)

1 - Hkhk
, yk = vk =

hk(1 - Hk)

1 - Hkhk
. (3.10)

Зрозумiло, що у цьому разi вiд параметрiв пiдтримки необхiдно вимагати додатковi умови,
якi записуємо у виглядi\sum 

k \not =i,l

Hk(1 - hk)

1 - Hkhk
< 1,

\sum 
k \not =i,l

hk(1 - Hk)

1 - Hkhk
< 1.

Цi умови гарантують додатнiсть координат xi, yl. А це завдяки xl = 0, yi = 0 приводить до
рiвностей zx = zy = 1. Так само тодi для координат xk = uk, yk = vk, одержуємо систему
рiвнянь

uk = (uk +Hkvk)(1 - vk), vk = (vk + hkuk)(1 - uk), k \not = i, l,

яка має явнi розв’язки вигляду (3.10).
Зазначимо, що згiдно з (3.8), (3.10) компромiснi значення координат у регiонах \Omega k

визначаємо тiльки параметрами допомоги i вони не залежать вiд значень координат почат-
кових векторiв. Цей факт iлюструємо на рис. 2.

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 40 12080

t

3 3p ,  r

Рис. 2. Прифiксованих параметрах допомоги hp,k = H, hr,k = h усi траєкторiї координат ptk, rtk збiгаються до
тих самих граничних (компромiсних) значень u, v, визначених формулами (3.8). Вони є незалежними
вiд початкових розподiлiв векторiв pt, rt.

У загальному випадку, коли всi параметри пiдсилення строго додатнi, hp,i > 0, hr,i > 0,
система нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3.3) є досить складною. Встановити iснування
її розв’язкiв при довiльних значеннях параметрiв пiдсилення без умов типу (3.9) є вiд-
критою проблемою. Хоча комп’ютернi симуляцiї показують, що такi розв’язки iснують у
багатьох випадках. Їх можна апроксимувати з довiльною точнiстю, якщо задано початковi
координати векторiв i значення параметрiв пiдсилення. Рисунок 3 iлюструє цей факт. Рiв-
новагу встановлено пiсля досить тривалої боротьби. Лише на момент t = 400 конфлiктної
взаємодiї траєкторiї усiх координат стають вiзуально паралельними й ненульовими.

Якщо у формулах (3.2) доданки hrip
t
i замiнити на hri, то пiдсилення вже не матимуть

симетричної форми. Зокрема, за умов (3.4) достатньо лише доданок hrkp
t
k замiнити на

постiйну величину hrk = h. Тодi з урахуванням спрощення позначень i умов

hpk = H > 0, hrk = h > 0, hpi = 0 = hri \forall i \not = k, (3.11)
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Рис. 3. Iснування компромiсних розподiлiв одночасно в усiх m = 4 регiонах при початкових розподiлах iз
умовами pi < ri, i = 1, 2, 4, p3 > r3, i параметрами пiдсилення hp1 = 0,19, hp2 = 0,085, hp3 =
0,086, hp4 = 0,18 для координат вектора p i hr1 = 0,09, hr2 = 0,15, hr3 = 0,02, hr4 = 0,198 для
вектора r вiдповiдно. Графiки траєкторiй демонструють iснування компромiсу в усiх регiонах, а також
кардинальну змiну спiввiдношень домiнування мiж опонентами в рiзних регiонах. А саме, в трьох
регiонах початковi нерiвностi змiнюються на протилежнi: p\infty 3 > r\infty 3 , p\infty i < r\infty i , i = 2, 4, а в першому
регiонi нерiвнiсть p\infty 1 > r\infty 1 така ж, як початкова, але обидва граничнi значення суттєво меншi за
початковi.

з довiльним 1 \leq k \leq m, для граничних координат p\infty k \equiv xk = u, r\infty k \equiv yk = v мiркуван-
нями, аналогiчними доведенню твердження 2.1, отримуємо двi рiвностi:

Hv(1 - v) = h(1 - u), (1 +Hv/u)(1 - v) = (1 + h/v)(1 - u).

Пiсля спрощень виникає пара рiвнянь

u = (u+Hv)(1 - v), v = (v + h)(1 - v).

Звiдси одержуємо
u = H(1 - v), uv = h(1 - u).

Пiсля пiдстановки u = h/(v + h), а потiм v = h(1  - u)/u, у перше рiвняння виникає пара
квадратних рiвнянь для v i u, аналогiчних до (2.9), (2.10):

v2  - (1 - h)v + h/H(1 - H) = 0, u2  - H(1 + h)u+Hh = 0. (3.12)

Зрозумiло, що розв’язки цих рiвнянь будуть мати такий же вигляд, як у випадку m = 4 :

u\pm = H/2(1 + h\pm D), v\pm = 1/2(1 - h\pm D), D =
\bigl( 
(1 + h)2  - 4h/H

\bigr) 1/2
. (3.13)

Значення u\pm , v\pm дiйснi й строго додатнi, якщо величина D \geq 0, щоеквiвалентно нерiвностi
для параметрiв допомоги

H \geq 4h

(1 + h)2
. (3.14)

При цьому компромiснi значення пов’язанi рiвнiстю

u\pm = H(1 - v\mp ). (3.15)

Справедливе таке твердження.
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Твердження 3.2. Для динамiчних систем конфлiкту довiльної розмiрностi, m \geq 4, з
несиметричними пiдсиленнями i при виконаннi нерiвностi (3.14) i умов (3.11) iснує принаймнi
пара компромiсних станiв iз ненульовими координатами у довiльному фiксованому регiонi
\Omega k, 1 \leq k \leq m, якi є розв’язками вигляду (3.13) квадратних рiвнянь (3.12).

Варто зауважити, що так само, як у випадку з пiдсиленнями, заданими симетричними
формулами, граничнi значення компромiсних координат xk = u\pm , yk = v\pm визначають
лише параметри зовнiшньої допомоги 0 < h, H < 1 (див. (3.13)), пов’язанi мiж собою
згiдно з формулами (3.15), i вони не залежать вiд початкових розподiлiв.

4.Питання стiйкостi. Розглянемо коротко питання стiйкостi компромiсних станiв лише
для випадку m = 4 i з несиметричним варiантом пiдсилення. Для цього використовуємо
стандартний метод оцiнки модуля власних значень вiдповiдної матрицi Якобi в нерухомих
точках. Зараз ця матриця складається з 4-х блокiв:

J =

\Biggl( 
F p
ij Gr

ij

Gp
ij F r

ij

\Biggr) 
,

де кожен блок — це набiр (4 \times 4) матричних елементiв (похiдних вiд функцiй Fi, Gi,
i \in 1, 4, заданих далi). Верхнi iндекси p, r позначають вектори, за координатами яких
беремо чотири частиннi похiднi, j \in 1, 4.

Функцiї Fi, Gi заданi формулами конфлiктної взаємодiї

Fi(p1, . . . , p4, r1, . . . , r4) = (pi + hpiri)(1 - ri)/zp, zp = 1 - 
4\sum 

i=1

piri +
4\sum 

i=1

hpiri(1 - ri),

Gi(p1, . . . , p4, r1, . . . , r4) = (ri + hri)(1 - pi)/zr, zr = 1 - 
4\sum 

i=1

piri +

4\sum 
i=1

hri(1 - pi).

Отже,

F p
ij =

\partial Fi

\partial pj
, F r

ij =
\partial Fi

\partial rj
,

Gp
ij =

\partial Gi

\partial pj
, Gr

ij =
\partial Gi

\partial rj
,

де
\partial Fi

\partial pi
= ((1 - ri)zp + (pi + hpiri)(1 - ri)ri)/z

2
p ,

\partial Fi

\partial ri
= ((hpi(1 - ri) - (pi + hpiri))zp + (pi + hpiri)(1 - ri)(pi  - hpi(1 - ri) + hpiri))/z

2
p ,

\partial Gi

\partial pi
=  - ((ri + hri)zr  - (ri + hri)(1 - pi)(ri + hri))/z

2
r ,

\partial Gi

\partial ri
= ((1 - pi)zr + (ri + hri)(1 - pi)pi)/z

2
r ,

\partial Fi

\partial pj
= (pi + hpiri)(1 - ri)rj/z

2
p ,
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\partial Fi

\partial rj
= (pi + hpiri)(1 - ri)(pj  - hpj + 2hpjrj)/z

2
p ,

\partial Gi

\partial pj
= (ri + hri)(1 - pi)(rj + hrj)/z

2
r ,

\partial Gi

\partial rj
= (ri + hri(1 - pi)pj/z

2
r .

Тепер, пiдставляючи в цi формули координати нерухомих точок i конкретнi значення пара-
метрiв пiдтримки hpi, hri, знаходимо явно елементи матрицi Якобi. Для безпосереднього
обчислення власних значень \mu i матрицi J використовували Scilab — пакет прикладних
математичних програм (https://en.wikipedia.org/wiki/Scilab). У випадку з несиметричними
формулами i ненульовими значеннями пiдтримки лише в одному регiонi: hpi = 0, hri = 0
\forall i \not = 3, hp3 = H, hr3 = h, якi задовольняють умову (2.7), вивчали нерухомi точки вигляду

p = x = (x1, x2, x3, x4), x3 = x3,\pm =
H(1 + h)

2
\pm 
\sqrt{} 

(H(1 + h))2

4
 - Hh,

r = y = (y1, y2, y3, y4), y3 = y3,\mp =
1 - h

2
\mp 

\sqrt{} \biggl( 
(1 - h)2

4
 - h/H(1 - H)

\biggr) 
,

x1 = c1(1 - x3,\pm ), x2 = c2(1 - x3,\pm ), x4 = 0,

y1 = 0, y2 = 0, y4 = 1 - y3,\mp 

при довiльних c1, c2 \geq 0, c1 + c2 = 1.

У результатi пiдрахунку модулiв власних значень матрицi J при рiзних значеннях па-
раметрiв H, h не отримали жодного випадку, в якому всi модулi власних значень були б
меншi одиницi. Цей факт пiдштовхує до гiпотези, що взагалi, у варiантi з несиметрични-
ми формулами зовнiшньої пiдтримки в одному фiксованому регiонi, нерухомi точки не є
стiйкими. Хоча графiчно (див. рис. 4) спостерiгаємо деяку стiйкiсть граничних векторiв
p\infty , r\infty .

При цьому спостерiгаємо таку залежнiсть. Якщо рiзниця H  - h > 0 є достатньо вели-
кою, то безпосереднiй пiдрахунок абсолютних величин власних значень якобiана систе-
ми (2.1) – (2.3) пiдтверджує вiзуальну стiйкiсть граничного стану, але при додатковiй умовi
на координати третього регiону: 1/2 > u+ > v - . Якщо ж v+ > 1/2 > u - , то стiйкостi
не iснує. Звичайно, такого типу стiйкiсть не означає асимптотичної стiйкостi граничних
станiв системи. При зменшеннi рiзницi H - h > 0 вiдбувається iнверсiя описаної залежно-
стi, певну стiйкiсть демонструють стани з умовою 1/2 > v - > u+, а при u - > 1/2 > v+
стiйкостi немає.

Лише в окремих випадках чисельнi методи дають можливiсть припустити iснування
стiйких нерухомих станiв у випадку з несиметричними формулами i ненульовими значен-
нями всiх параметрiв пiдтримки (див. рис. 5, який пiдтверджує припущення про асимп-
тотичну стiйкiсть). Наприклад, при hp1 = 0,6, hp2 = 0,3, hp3 = 0,2, hp4 = 0,3, hr1 = 0,3,
hr2 = 0,12, hr3 = 0,02, hr4 = 0,32 отримуємо вiзуально стiйкий нерухомий стан. Модулi
всiх власних значень матрицi J у цьому випадку мають вигляд
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Рис. 4. Замiна початкових векторiв p = (0,2303, 0,1771, 0,434, 0,1586), r = (0,3133, 0,1227, 0,3248, 0,2392) на
довiльнi iншi, наприклад, такi: \~p = (0,3102, 0,1587, 0,3890, 0,1421), \~r = (0,2663, 0,1043, 0,276, 0,3533)
демонструє деяку стiйкiсть компромiсного граничного стану при таких значеннях параметрiв пiдсилен-
ня у третьому регiонi: h = 0,02, H = 0,2 .
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Рис. 5. Вiзуальна стiйкiсть компромiсного граничного стану при наявностi пiдтримки в усiх регiонах.

| \mu 1| = 0,1866729, | \mu 2| = 0,4555339, | \mu 3| = 0,6111156, | \mu 4| = 0,9952471,

| \mu 5| = 0,9404919, | \mu 6| = 0,8726908, | \mu 7| = 0,7678225, | \mu 8| = 0,7437917

i не перевищують одиницi. Нерухомi точки мають координати, близькi до

pt=1000 = (0,4719667, 0,246396, 0,1686617, 0,1129756),

rt=1000 = (0,1940278, 0,1530527, 0,032403, 0,6205165).

5. Аналiз окремих моделей ДСК. 5.1. Випадок постiйної допомоги. Розглядаємо кон-
кретнi комп’ютернi приклади ДСК iз рiзними способами пiдсилення по регiонах. Спо-
чатку побудуємо модель у випадку, коли ймовiрнiснi розподiли присутностi опонентiв
A, B на просторi конфлiкту \Omega =

\bigcup m
i=1\Omega i, 4 \leq m < \infty , описують стохастичнi вектори
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pt =
\bigl( 
pt1, . . . , p

t
m

\bigr) 
, rt =

\bigl( 
rt1, . . . , r

t
m

\bigr) 
\in \BbbR m

+,1, залежнiсть яких вiд часу задано рiвняннями з
постiйними зовнiшнiми пiдсиленнями

pt+1
i =

\bigl( 
pti + hp,i

\bigr) \bigl( 
1 - rti

\bigr) 
/ztp, rt+1

i =
\bigl( 
rti + hr,i

\bigr) \bigl( 
1 - pti

\bigr) 
/ztr, t = 0, 1, . . . ,

ztp = 1 - \theta t + \| hp\| 1  - 
\bigl( 
hp, p

t
\bigr) 
, ztr = 1 - \theta t + \| hr\| 1  - 

\bigl( 
hr, p

t
\bigr) 
,

(5.1)

де

\theta t =

m\sum 
i=1

ptir
t
i ,

\bigl( 
hp, p

t
\bigr) 
=

m\sum 
i=1

hp,ip
t
i,

\bigl( 
hr, p

t
\bigr) 
=

m\sum 
i=1

hr,ir
t
i ,

а hp,i, hr,i \geq 0 позначають не залежнi вiд часу параметри пiдсилення, заданi ненормованими
векторами

hp = \{ hp,i\} mi=1, hr = \{ hr,i\} mi=1,

\| hp\| 1, \| hr\| 1 — l1-норми цих векторiв.
Iнтерпретацiя параметрiв пiдсилення залежить вiд вибору прикладної моделi. Зокре-

ма, числа hp,i, hr,i можуть позначати постiйнi надходження чи регiональнi прибутки,
наприклад, вiд копалин, або керованi перемiщення наявних ресурсiв iз iнших регiонiв, або
величин зовнiшньої (вiйськової) допомоги якомусь iз опонентiв у певному регiонi, де вiн
зазнає агресiї вiд другого опонента.

У такiй загальнiй постановцi поведiнка координат pti, rti , i \in 1,m, є досить специфiч-
ною i практично непередбачуваною, бо має багато невизначеностей. Проте, перебираючи
рiзнi варiанти задання початкових розподiлiв i параметрiв пiдсилення, ми досить часто
спостерiгаємо виникнення компромiсних розподiлiв одночасно в усiх регiонах. Зокрема це
виникає у разi, коли пiдсилення в усiх регiонах однакове для обох опонентiв. Тодi рiвноваж-
ний стан компромiсу iснує та реалiзується досить швидко. При цьому граничнi значення
координат рiзнi i чутливо залежать вiд початкових розподiлiв, що демонструє рис. 6.

Отже, якщо пiдсилення дiє в усiх регiонах i однакове для обох опонентiв, то рiвновага
(компромiс) реалiзується в кожному з регiонiв, але по-рiзному, залежно вiд початкових
розподiлiв. Але якщо значення однакового пiдсилення збiльшувати, то залежнiсть вiд по-
чаткових розподiлiв нiвелюється, в усiх регiонах опоненти стають рiвними. Такий результат
неважко пояснити математично.
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Рис. 6. Типова динамiка збiжностi траєкторiй до компромiсних розподiлiв одночасно в усiх регiонах при
однакових допомогах: hpi = 0,1, hri = 0,1 \forall i.
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Зафiксуємо певний стартовий розподiл опонентiв по регiонах:

p = (p1 = 0,274, p2 = 0,412, p3 = 0,045, p4 = 0,269),

r = (r1 = 0,259, r2 = 0,375, r3 = 0,197, r4 = 0,169)

i будемо змiнювати лише значення параметрiв пiдсилення. У випадку вiдсутностi пiдсилен-
ня у жодному з регiонiв, тобто коли всi параметри hpi = hri = 0 завдяки pi > ri, i =
1, 2, 4, згiдно з теоремою 1.1 про конфлiкт (див. також [1, 2]), при t \rightarrow \infty опонент A
залишається в усiх регiонах, де вiн одразу має перевагу, тобто в \Omega i, i = 1, 2, 4, а B повнiстю
концентрується лише в \Omega 3 (див. рис. 7 (а)). Близький до цього результат виникає й у
випадку, коли пiдсилення дуже мале, тодi воно практично не працює.
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(а) hpi = hri = 0 \forall i
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(б) hr,1 = 0,2, hp,i = 0 = hr,i \forall i \not = 1

Рис. 7. Принципова змiна динамiчної поведiнки траєкторiй при наявностi пiдтримки лише в одному регiонi.
(a) При вiдсутностi будь-яких пiдсилень опонент A захоплює три регiони, \Omega i, i = 1, 2, 4, а супротивник
повнiстю концентрується в єдиному регiонi \Omega 3. (б) Надання постiйної допомоги опоненту B лише в
першому регiонi, br1 = 0,2, забезпечує йому там абсолютну перемогу, r\infty 1 = 1. Решту регiонiв захоплює
опонент A згiдно з законом альтернативного конфлiкту.

Нехай пiдсилення вiдбувається лише в одного опонента i лише в одному регiонi. Напри-
клад, hr,1 = 0,2, водночас як усi iншi параметрипiдсилення є нульовими. Тодi асимптотична
картина при t  - \rightarrow \infty цiлком змiнюється (див. рис. 7 (б)).

Дiйсно, тепер, незважаючи на те що p1 > r1, координата rt1 прямує до одиницi, а
всi iншi координати rti прямують до нуля. Цей факт iлюструє ключову роль наявностi
пiдсилення для опонента B саме в першому регiонi. Вiдповiдно для опонента A тiльки
одна координата його розподiлу pt1 прямує до нуля. Решта стають стабiльно додатними,
включно з pt3, всупереч початковому прiоритету опонента B над A у цьому регiонi, p3 < r3.
Останнiй факт можна iнтерпретувати як втрату опонентом B цiлком прiоритетного для
нього регiону \Omega 3 задля абсолютної (з iмовiрнiстю 1) присутностi у регiонi \Omega 1.

Отже, постiйне пiдсилення присутностi опонента B в одному фiксованому регiонi вiд-
бувається за рахунок зменшення до нуля його присутностi в iнших регiонах. Тому збiльшен-
ня rt1 призводить до втрати його позицiй у рештi регiонiв, де всi rti \rightarrow 0, а перевагу в цих
регiонах здобуває опонент A.

Швидкiсть такої динамiчної картини залежить вiд величини пiдсилення.
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Рис. 8. Роль величини допомоги опоненту A в третьому регiонi, де вiн має найменшу ймовiрнiсть початкової
присутностi. (а) Незважаючи на невелике значення цiєї допомоги, вона забезпечує опоненту A повне
захоплення цього регiону пiсля тривалої боротьби i з втратою початково прiоритетного четвертого
регiону. (б) Збiльшення величини допомоги приводить до швидшого зростання pt3 при одночаснiй
втратi опонентом A усiх iнших регiонiв, \Omega i, i = 1, 2, 4, якi захоплює опонент B.

Для iлюстрацiї наведемо ще один приклад (див. рис. 8), у якому пiдсилення отримує
опонент A в третьому регiон \Omega 3, де його присутнiсть є найменшою. Вона в рази менша за
його присутнiсть у iнших регiонах.

На рис. 8 (а) наведено поведiнку траєкторiї, коли hp3 = 0,04, hpi = 0 \forall i \not = 3, hri = 0
\forall i, а на рис. 8 (б) — при значно бiльшому значеннi параметра, hp3 = 0,12. Так, при неве-
ликiй зовнiшнiй пiдтримцi перерозподiл (зростання pt3 ) iде з помiтною затримкою. Слiд
нагадати, що сума всiх величин присутностей опонентiв у регiонах є сталою величиною.
Тому збiльшення такої величини в якомусь одному регiонi вiдбувається при автоматично-
му їхньому зменшеннi в рештi регiонiв. Оскiльки r3 > p3 i, до того ж, рiзниця r3  - p3 є
досить великою, то дiя ефекту пiдсилення для опонента A в третьому регiонi потребує
часу для накопичення достатньої ваги. Так, спочатку координата pt3 повiльно збiльшується
за рахунок зменшення координати p1, для якої рiзниця p1  - r1 мiнiмальна. Зi свого боку
зменшення p1 веде до дужешвидкого програшу опонентом A першого регiону. Ця коорди-
ната майже одразу прямує до нуля згiдно з твердженнями з теореми про конфлiкт. Зовсiм
iнша картина у другому регiонi. Оскiльки рiзниця p2  - r2 значно бiльша, нiж у першому,
то опонент A деякий час тут залишається i навiть утримує прiоритет. Але дiя пiдсилення
hp3 приводить до того, що згодом увесь ресурс опонента A з \Omega 2 також переходить у регiон
\Omega 3. Нарештi, в регiонi \Omega 4, де рiзниця p4 - r4 є максимальною, координата p4 завдяки зако-
ну альтернативного конфлiкту спочатку стрiмко зростає. Але згодом, через продовження
дiї пiдсилення в регiонi \Omega 3, ця координата починає неухильно спадати до нуля. Можна
спостерiгати й бiльш тонкий ефект, коли координата pt3 пiсля невеликого зростання на по-
чатку знову спадає i протягом перiоду накопичення ваги в регiонi \Omega 3 тримається майже на
одному рiвнi, тому що рiзниця r3  - p3 є великою i її зростанню протидiє опонент B згiдно
з законом альтернативного конфлiкту. Але згодом опонент B у цьому регiонi змушений
зазнати поразки. Ймовiрнiсть його присутностi rt3 починає рiзко спадати. Увесь ресурс
опонента B переходить у регiон \Omega 1, у якому рiзниця p1  - r1 була мiнiмальною.
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При значно бiльшiй величинi параметра hp3 (рис. 8 (б)) еволюцiя вiдбувається дуже
швидко. Регiон \Omega 3, у якому опонент A отримує допомогу, швидко повнiстю перетягує на
себе всi свої ресурси з iнших регiонiв i повнiстю концентрується i залишається тiльки в
цьому регiонi. За рахунок швидкої втрати присутностi A в регiонах \Omega i, i = 1, 2, 3, 4, його
конкурент B має можливiсть захопити цi регiони iз бiльшою, нiж початкова, ймовiрнiстю
присутностi. Очевидно, що на граничний розподiл при t \rightarrow \infty суттєво впливають початковi
рiзницi pi - ri. Присутнiсть B буде бiльшою у тому регiонi, в якому була меншою величина
pi  - ri, тобто в регiонi, в якому A втрачає присутнiсть у першу чергу. У цьому прикладi це
перший регiон.

Проаналiзуємо детальнiше роль початкових розподiлiв.
Для рiзних початкових даних вимальовується така картина. Якщо пiдсилення отримує

один iз опонентiв, у одному регiонi, то вiн максимально укрiплюється в тому регiонi, де є
пiдтримка, i зосереджує у ньому всю вагу своєї окупацiйної присутностi. Усi iншi регiони
вiн втрачає (вiдповiднi координати дорiвнюють нулю). При цьому для другого опонента
можливi три варiанти (при m = 4). Вiн може залишитися в одному, двох, чи у трьох
регiонах. Усе залежить вiд спiввiдношення величини пiдтримки i початкових розподiлiв.

Подiбна ситуацiя має мiсце, якщо обидва опоненти отримують постiйну пiдтримку в
одномуфiксованому регiонi. Їхня остаточна присутнiсть у кожному з регiонiв буде залежати
вiн спiввiдношення величини пiдтримки i початкових розподiлiв. Пiдкреслимо, що при
постiйному пiдсиленнi лише одного з опонентiв тiльки в одному регiонi компромiснi стани
не виникають.

5.2. Випадок взаємозалежної симетричної допомоги. Якщо стратегiю допомоги удоско-
налено, а саме: коли пiдсилення вибираємо пропорцiйним “силi” опонента у вiдповiдному
регiонi (див. далi формули (5.2)), то динамiка стає значно складнiшою, нiж при постiйних
пiдсиленнях. Далi розглянуто приклади комп’ютерних моделей, у яких закон конфлiктної
взаємодiї задано формулами

pt+1
i =

\bigl( 
pti + hpir

t
i

\bigr) \bigl( 
1 - rti

\bigr) 
/ztp, rt+1

i =
\bigl( 
rti + hrip

t
i

\bigr) \bigl( 
1 - pti

\bigr) 
/ztr, (5.2)

де

ztp =

m\sum 
i=1

\bigl( 
pti + hpiri

\bigr) \bigl( 
1 - rti

\bigr) 
= 1 - \theta t +

m\sum 
i=1

hpir
t
i

\bigl( 
1 - rti

\bigr) 
,

ztr = 1 - \theta t +

m\sum 
i=1

hrip
t
i

\bigl( 
1 - pti

\bigr) 
, \theta t =

m\sum 
i=1

ptir
t
i =

\bigl( 
pt, rt

\bigr) 
.

Покладемо hp3 = hr3 = 0,15, hpi = hri = 0 \forall i \not = 3 i розглянемо динамiку при двох
рiзних початкових розподiлах (див. рис. 9, (а), (б)). При цьому спостерiгаємо у третьому
регiонi новий порiвняно з моделлю (5.1) ефект втрати залежностi компромiсних розподiлiв
вiд початкових даних. Установлюється певний динамiчний компромiс: обидва опоненти за-
лишаються з додатними ймовiрностями своєї присутностi. При цьому граничнi координати
p\infty 3 , r\infty 3 визначають згiдно з твердженням 3.1 лише параметри пiдсилення. У нашому при-
кладi цi координати збiгаються, тому що параметри пiдсилення у них є рiвними. Початкове
домiнування когось iз опонентiв втрачає своє значення, зовнiшнiй вплив їх вирiвнює. У тих
регiонах, де немає пiдсилення, граничнi значення координат залежать вiд спiввiдношення
стартових даних.
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Рис. 9. Iснування компромiсу в третьому регiонi, де обидва опоненти отримують однакове пiдсилення: hp,3 =
hr,3 = 0,15, hp,i = hr,i = 0 \forall i \not = 3. Вiдмiннiсть рис. (а) та (б), особливо в регiонах \Omega i, i = 1, 2, 3, 4,
обумовлено рiзними стартовими розподiлами опонента A.

Якщо значення параметрiв пiдсилення помiрно змiнювати, то динамiка залишається
подiбною, змiнюється лише швидкiсть встановлення компромiсних режимiв.

У випадку великих i однакових значень hpi, hri зсуви hpir
t
i , hrip

t
i iстотно залежать

не лише вiд величин цих параметрiв, а й нелiнiйно вiд значень координат протилежної
сторони rti , p

t
i. Тодi ми спостерiгаємо ще два зовсiм новi цiкавi ефекти (див. рис. 10).

Так, при hp,3 = hr,3 = 1, hp,i = hr,i = 0 \forall i \not = 3 компромiсний стан у третьому регiонi
зберiгається, але граничнi значення p\infty 3 , r\infty 3 вже не є рiвними, не дивлячись на рiвнiсть
параметрiв пiдсилення. Присутнiсть опонента B має значну перевагу над присутнiстю
A (див. рис. 10 (а)). А при параметрах допомоги, яка перевищує 2 , перемогу здатен здо-
бути навiть опонент iз початково меншою ймовiрнiстю своєї присутностi у регiонi (див.
рис. 10 (б)). Схоже, що в цьому випадку можливiсть встановити компромiс взагалi втраче-
но. Великий зовнiшнiй вплив призводить до непередбачуваних наслiдкiв.

Отже, опоненти здатнi “домовитися” на компромiс тiльки при помiрних значеннях
параметрiв зовнiшнього впливу.

6. До теорiї поширення та боротьби переконань. Наведенi вище результати придатнi
до застосування в моделях, якi описують процеси формування, поширення та боротьби
мiж альтернативними полiтичними поглядами чи iдеологiями (див. [11, 12]) або мiж будь-
якими iншими взаємно виключними тенденцiями у свiтi, наприклад, ворогуючими бiоло-
гiчними популяцiями на спiльному життєвому просторi. Пошуку умов iснування рiвноваж-
них станiв методами теорiї iгор присвячено багато робiт у контекстi поняття рiвноваги
за Нешем [13, 14], особливо у постановцi задач iз застосуванням теорiї стохастичних
iгор [15 – 17].

Далi, як i ранiше, спiльний життєвий простiр для опонентiв позначаємо через \Omega i
припускаємо, що вiн подiлений на окремi частини (регiони \Omega i, i = 1, . . . ,m). Тут, як i
вище, ми розглядаємо лише двi протилежнi системи переконань, A та B.

Припустимо, що у початковий момент часу t = 0 у кожному регiонi \Omega i поширення по-
лiтичних переконань A чи B оцiнюють статистично у вiдсотковому спiввiдношеннi. Задля
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Рис. 10. p = (0,274, 0,412, 0,045, 0,269), r = (0,259, 0,375, 0,197, 0,169), hp,i = hr,i = 0 \forall i \not = 3. (а) Iснування
компромiсу в третьому регiонi при однакових параметрах пiдсилення, рiвних 1 . Домiнує опонент B,
який мав початкову перевагу. (б) При збiльшеннi параметрiв пiдсилення до 2 i вище, домiнування
в регiонi \Omega 3 здобуває опонент A, який початково не мав тут прiоритету. Цей новий ефект можна
пояснити нелiнiйнiстю у формулах конфлiктної взаємодiї (див. (5.2)).

математичної зручностi переходимо до ймовiрнiсної iнтерпретацiї таких даних i задаємо
початковий розподiл переконань числами 0 \leq pi, ri \leq 1, вiдповiдно для A та B. Далi
враховуємо лише два важливi, можливо головнi, чинники, якi впливають на змiну пере-
конань. Це природний процес внутрiшньої конфлiктної боротьби в кожному з регiонiв. За
основу для опису закону формування i змiн переконань беремо формули (1.2)). Тодi залежнi
вiд часу характеристики pti, rti еволюцiонують згiдно з теоремою 1.1. Насправдi завжди
присутнiй другий (зовнiшнiй) чинник: iдеологiчнi впливи, якi поширюються централiзова-
ними органами пропаганди з рiзною iнтенсивнiстю у регiонах \Omega i кожною iз протилежних
сторiн. Iнтенсивнiсть таких впливiв задається величинами 0 \leq hp,i, hr,i \leq 1. Як саме дiє
такий вплив i який його ефект, залежить вiд обраної стратегiї боротьби iдеологiй. Мате-
матично це описує один iз варiантiв формул вiдповiдної динамiчної системи конфлiкту,
наприклад, (5.1), (5.2)) чи, можливо, бiльш удосконалений закон.

Однiєю з основних задач теорiї формування та поширення переконань є вибiр кожною iз
протилежних сторiн оптимальної стратегiї засобiв впливу. Типовою є така задача. За яким
правилом i якi значення треба взяти для параметрiв hp,i, щоб у максимальнiй кiлькостi
регiонiв домiнували показники pti, вiдповiднi до поширення iдеологiї сторони A? Тобто
щоб виконувалася нерiвнiсть pti > rti для всiх t > tN . Звичайно, аналогiчну задачу має i
протилежна сторона. Тому тут, як i в теорiї стохастичних iгор, виникає проблема iснування
та опису рiвноважних станiв (певного сорту компромiсiв). Цi задачi є вельми нетривiаль-
ними навiть у спрощених варiантах, оскiльки закони та процеси боротьби та поширення
переконань є суттєво нелiнiйними з рiзних причин. Тому наївно думати, що вибiр бiльших
значень параметрiв впливу у бiльшостi регiонiв, тобто виконання нерiвностей hp,i > hr,i,
приведе сторону A до успiху у розумiннi переважного домiнування над B.

Спираючись на результати статтi [18], де дослiджували задачу про оптимальну страте-
гiю перерозподiлу ресурсного простору, у цiй роботi формулюємо гiпотетичне твердження
щодо формування переконань при додатковому припущеннi. А саме: нехай регiони \Omega i
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мають оцiнку своєї величини. Тобто поставимо у вiдповiднiсть кожному \Omega i додатне число
\lambda i = \lambda (\Omega i), яке характеризує кiлькiсть iндивiдiв, здатних подiляти одне з переконань, A
чи B, де \lambda позначає нормовану на одиницю мiру на просторi \Omega .

Нехай \Omega t,A (вiдповiдно \Omega t,B ) позначає об’єднання тих регiонiв \Omega i, в яких домiнує
переконання A у розумiннi виконання нерiвностi pti > rti у момент часу t (або, навпаки,
pti < rti для \Omega t,B ).

Твердження 6.1. Якщо параметри hp,i, hr,i впливу переконань A та B вiдповiдно вибранi
таким чином, що виконується нерiвнiсть

m\sum 
i=1

\lambda i ln
hp,i
hr,i

> 0,

то iснує момент часу tN такий, що для всiх t > tN переконання A домiнує над B на бiльшiй
за мiрою \lambda територiї:

\lambda 
\bigl( 
\Omega A,t

\bigr) 
> \lambda 

\bigl( 
\Omega B,t

\bigr) 
.

Доведення цього твердження використовує припущення про самоподiбну або струк-
турно самоподiбну, по сутi фрактальну [19, 20], форму середовища (простору \Omega ). Це
припущення є природним, тому що насправдi фрактальна структурованiсть генетично
закладена в еволюцiю циклiчної повторюваностi багатьох фiзичних явищ, якi, зокрема, з
розвитком живої речовини трансформуються у переконання, що традицiйно, з певними
флуктуацiями, повторюються у своїх проявах вiд поколiння до поколiння.

Насамкiнець зазначимо, що одержанi вище твердження 2.1 i 3.1 про iснування компро-
мiсних станiв придатнi до застосування i в теорiї формування та поширення переконань
для знаходження достатнiх умов встановлення консенсусу у сенсi робiт [21, 22].

Автори щиро вдячнi за часткову фiнансову пiдтримку за проєктом “Математичне
моделювання складних динамiчних систем та процесiв, актуальних для безпеки держа-
ви”, № 0123U100853.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.
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