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The weakly nonlinear impulsive boundary-value problem is considered in the critical case of the second
order. We obtain sufficient solvability conditions and propose a convergent algorithm for construction of
solutions of these problems. The obtained results agree with known results of the theory of boundary-value
problems for ordinary differential systems and generalize them to the case of the impulsive system.

Для iмпульсної слабконелiнiйної крайової задачi розглянуто критичний випадок другого порядку.
Отримано достатнi умови розв’язностi та запропоновано збiжний алгоритм побудови розв’язкiв
таких задач. Одержанi результати узгоджуються з ранiше вiдомою теорiєю крайових задач для
звичайних диференцiальних систем i узагальнюють її для випадку наявностi в системi iмпульсної
дiї.

Робота має теоретичний характер, узагальнює й поглиблює ранiш вiдомi результати з лiнiй-
них i слабконелiнiйних перiодичних крайових задач для загального випадку, коли крайовi
умови задано слабконелiнiйним векторним функцiоналом, а кiлькiсть крайових умов не
спiвпадає з порядком диференцiальної системи [1 – 3]. Практичну цiннiсть обумовлено
тим, що питання iснування й побудови розв’язкiв крайових задач iз iмпульсною дiєю за-
ймають важливе мiсце у якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь, широким застосуванням
теорiї крайових задач iз iмпульсною дiєю в рiзноманiтних за фiзичною природою i функ-
цiональним призначенням технiчних задачах, а також конструктивнiстю запропонованих
у цiй роботi достатнiх умов iснування розв’язкiв i збiжного алгоритму їхньої побудови.

Розглянемо слабконелiнiйну крайову задачу для системи диференцiальних рiвнянь iз
iмпульсною дiєю вигляду [4, 5]\left\{           

\.z = A(t)z + f(t) + \varepsilon Z(z, t, \varepsilon ), t \not = \tau i \in [a, b],

\Delta z| t=\tau i  - Siz(\tau i  - 0) = ai + \varepsilon Ji(z(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon ), i = 1, . . . , k,

lz = \alpha + \varepsilon J(z(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ),

(1)

де A(t), f(t) — (n \times n)-вимiрнi матричнi та (n \times 1)-вимiрнi векторнi функцiї, компо-
ненти яких належать просторовi C([a, b]\setminus \{ \tau i\} I) неперервних чи кусково-неперервних на
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[a, b]\setminus \{ \tau i\} функцiй, що мають розриви першого роду за t при t = \tau i; Si — (n\times n)-вимiрнi
сталi матрицi такi, що (E+Si) невиродженi; ai — n-вимiрний вектор-стовпець констант:

ai \in \BbbR n,  - \infty < a < \tau 1 < . . . < \tau i < . . . < \tau p < b < +\infty , i = 1, . . . , p,

l = col (l1, . . . , lm) — лiнiйний обмежений m-вимiрний векторний функцiонал;
\alpha = col (\alpha 1, . . . , \alpha m) \in \BbbR m; Z(z, t, \varepsilon ) — нелiнiйна n-вимiрна вектор-функцiя

Z(\bullet , t, \varepsilon ) \in C1[\| z  - z0\| < q], Z(z, \bullet , \varepsilon ) \in C([a, b]\setminus \{ \tau i\} I), Z(z, t, \bullet ) \in C[0, \varepsilon 0],

Ji(z(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon ), J(z(\bullet , \varepsilon ), \varepsilon ) — нелiнiйнi n- i m-вимiрнi векторнi функцiонали за пер-
шим аргументом z, неперервно диференцiйовнi (за Фреше), а як вектор-функцiї другого
аргументу — неперервнi за \varepsilon \in [0, \varepsilon 0].

Виконавши в (1) замiну змiнної z(t, \varepsilon ) = z0
\bigl( 
t, c\ast r

\bigr) 
+x(t, \varepsilon ), в якiй вектор констант c\ast r \in \BbbR r

задовольняє рiвняння для породжуючих амплiтуд крайової задачi з iмпульсною дiєю (1):

F (c\ast r) = PQ\ast 
d

\Biggl\{ 
J(z0(\cdot , c\ast r), 0) - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )Z(z0(\tau , c
\ast 
r), \tau , 0) d\tau 

 - l

p\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)Ji(z0(\tau i  - 0, c\ast r), 0)

\Biggr\} 
= 0, (\ast )

одержимо крайову задачу з iмпульсною дiєю\left\{           
\.x = A(t)x+ \varepsilon Z(z0(t, c

\ast 
r) + x((t, \varepsilon ), t, \varepsilon )), t \not = \tau i,

\Delta x| t=\tau i = Six(\tau i  - 0) + \varepsilon Ji(z0(\tau i  - 0, c\ast r) + x((\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )),

lx = \varepsilon J(z0(\cdot , c\ast r) + x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ).

(2)

Прийнято такi позначення: Q = lX(\bullet ) — (m\times n)-вимiрна стала матриця, rankQ = n1,

X(t), K(t, \tau ) — фундаментальна й Кошi матрицi диференцiальної системи (1) при \varepsilon = 0;

B0 — (d\times r)-вимiрна матриця (r = n - n1, d = m - n1 ), яка визначається формулою

B0 = PQ\ast 
d

\left\{   l1Xr(\bullet ) - l

b\int 
a

K(\bullet , \tau )A1(\tau )Xr(\tau ) d\tau  - l

p\sum 
i=1

K(\bullet , \tau i + 0)A1iX(\tau i  - 0)

\right\}   ,

PB0 — (r\times r)-вимiрна матриця (ортопроєктор), що проєктує \BbbR r на N(B0), PB\ast 
0
— (d\times d)-

вимiрна матриця, що проєктує \BbbR d на N
\bigl( 
B\ast 

0

\bigr) 
; PQ — (n \times n)-вимiрна матриця (ортопро-

єктор), що проєктує \BbbR n на нуль-простiр N(Q) матрицi Q : PQ : \BbbR n \rightarrow N(Q); аналогiчно
PQ\ast — (m\times n)-вимiрна матриця: \BbbR m \rightarrow N

\bigl( 
Q\ast \bigr) ; PQr — (n\times r)-вимiрна матриця, стовпцi

якої — r -лiнiйно незалежнi стовпцi матрицi PQ, r = n  - n1, PQ\ast 
d
— (d \times m)-вимiрна

матриця, рядки якої — d-лiнiйно незалежнi рядки матрицi PQ\ast 
d
, d = m - n1.

Нехай PQ \not = 0 \Leftarrow \Rightarrow rankQ = n1 < n i виконується умова PB0 \not = 0 \Leftarrow \Rightarrow rankB0 < r.
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1. Припускаємо, що вектор-функцiї R(x, t, \varepsilon ) \in C1[x], C[t], C[\varepsilon ], Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon ) \in 
C1[x], C[\varepsilon ], R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) \in C1[x], C[\varepsilon ] такi, що виконуються умови

R(0, t, 0) = 0,
\partial R(0, t, \varepsilon )

\partial x
= 0,

Ri(0, 0) = 0,
\partial R(0, \varepsilon )

\partial x
= 0, (3)

R0(0, 0) = 0,
\partial R0(0, \varepsilon )

\partial x
= 0.

Рiвняння

B0c =  - PQ\ast 
d

\Biggl\{ 
l1x

(1)(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(1)(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l
P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(1)(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

розв’язне тодi й тiльки тодi, коли

PB\ast 
0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(1)(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(1)(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(1)(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

= 0, (4)

i при цьому має розв’язок у виглядi прямої суми

c = c(0) + c(1), (5)

де

c(0) =  - B+
0 PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(1)(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(1)(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(1)(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 
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= (Ir  - PB0)c
(0) \in \BbbR r \circleddash N(B0),

c(1) —довiльна r -вимiрна константа з N(B0) : c(1) = PB0c = PB0c
(1) \in N(B0). Враховуючи

зображення (5), отримаємо такий вираз:

x(1)(t, \varepsilon ) = \varepsilon G1(t)PB0c
(1) + x(2)(t, \varepsilon ), (6)

де G1(t) — (n\times r)-вимiрна матриця, яка має вигляд

G1(t) =

\Biggl( 
G

\Biggl[ 
A1(\tau )Xr(\tau )

A1iXr(\tau i  - 0)

\Biggr] \Biggr) 
(t) +X(t)Q+l1Xr(\cdot ),

а вектор-функцiя x(2)(t, \varepsilon ) має вигляд

x(2)(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\left(        G

\left[        
Z(z0, \tau , 0) +A1(\tau )

\Bigl[ 
Xr(\tau )(Ir  - PB0)c

(0)

+ \varepsilon G1(\tau )PB0c
(1) + x(2)

\Bigr] 
+R(x, \tau , \varepsilon )

Ii(z0, 0) +A1i

\Bigl[ 
Xr(\tau i  - 0)(Ir  - PB0)c

(0)

+ \varepsilon G1(\tau i  - 0)PB0c
(1) + x(2)

\Bigr] 
+Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\right]        

\right)        (t)

+ \varepsilon X(t)Q+
\Bigl[ 
I(z0(\cdot , c\ast r), 0)

+ l1

\Bigl[ 
Xr(\cdot )(Ir  - PB0)c

(0) + \varepsilon G1(\cdot )PB0c
(1) + x(2)

\Bigr] 
+R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] 
.

Враховуючи зображення (6), приходимо до алгебраїчної системи для визначення c(1) \in 
N(B0) :

\varepsilon B1c
(1) + PB\ast 

0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(2)(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(2)(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(2)(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

= 0, (7)

де B1 — (d\times r)-вимiрна матриця, яка має вигляд

B1 = PB\ast 
0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1G1(\cdot )PB0  - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )A1(\tau )G1(\tau )PB0 d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)A1iG1(\tau i  - 0)PB0

\Biggr\} 
. (8)
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Тодi необхiдна й достатня умова розв’язностi (7) має вигляд

PB\ast 
1
PB\ast 

0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(2)(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(2)(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(2)(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

= 0, (9)

де PB1 — (r \times r)-вимiрна матриця (ортопроєктор), яка проєктує r -вимiрний евклiдiв
простiр \BbbR r на нуль-простiр N(B1) (d \times r)-вимiрної матрицi B1, а через PB\ast 

1
— (d \times d)-

вимiрна матриця (ортопроєктор), яка проєктує d-вимiрний простiр \BbbR d на нуль-простiр
N
\bigl( 
B\ast 

1

\bigr) 
(r \times d)-вимiрної матрицi B\ast 

1 = BT
1 . За цiєї умови система (7) розв’язна щодо

\varepsilon c(1) \in N(B0) :

\varepsilon c(1) =  - B+
1 PB\ast 

0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(2)(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(2)(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l
P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(2)(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

+ c(2), (10)

де c(2) — довiльний вектор iз N(B0) \cap N(B1),

c(2) = PB1c
(1) = PB1PB0c

(1) \in N(B0) \cap N(B1).

Припустимо, що перетин нуль-просторiв N(B0) i N(B1) нульовий, тобто PB0PB1 = 0, тодi
(7) має єдиний розв’язок (10) (c(2) = 0). Достатньою умовою виконання рiвностi (9) є
вимога, щоб перетин нуль-просторiв N

\bigl( 
B\ast 

0

\bigr) 
, N

\bigl( 
B\ast 

1

\bigr) 
i N
\bigl( 
Q\ast \bigr) був нульовим:

PB\ast 
1
PB\ast 

0
PQ\ast 

d
= 0.

Таким чином, за умов

PB0 \not = 0, PB0PB1 = 0, PB\ast 
1
PB\ast 

0
PQ\ast 

d
= 0 (11)

приходимо до операторної системи

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 2



266 ЗОЯ ОРДИНСЬКА, РАЇСА ОВЧАР\left\{                                                                                                             

x(t, \varepsilon ) = Xr(t)(Ir  - PB0)c
(0) + \varepsilon G1(t)PB0c

(1) + x(2)(t, \varepsilon ),

c(0) =  - B+
0 PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1
\bigl[ 
\varepsilon G1(\cdot )PB0c

(1) + x2(\cdot , \varepsilon )
\bigr] 
+R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl\{ 
A1(\tau )

\Bigl[ 
\varepsilon G1(\tau )PB0c

(1) + x(2)(\tau , \varepsilon )
\Bigr] 
+R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )

\Bigr\} 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1i

\Bigl[ 
\varepsilon G1(\tau i  - 0)PB0c

(1) + x(2)(\tau i  - 0, \varepsilon )
\Bigr] 
+Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] \Biggr\} 
,

\varepsilon c(1) =  - B+
1 PB\ast 

0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(2)(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(2)(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(2)(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

,

x(2)(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\left(        G

\left[        
Z(z0, \tau , 0) +A1(\tau )

\Bigl[ 
Xr(\tau )(Ir  - PB0)c

(0)

+\varepsilon G1(\tau )PB0c
(1) + x(2)(\tau , \varepsilon )

\Bigr] 
+R(x, \tau , \varepsilon )

Ji(z0, 0) +A1i

\Bigl[ 
Xr(\tau i  - 0)(Ir  - PB0)c

(0)

+ \varepsilon G1(\tau i  - 0)PB0c
(1) + x(2)(\tau i  - 0, \varepsilon )

\Bigr] 
+Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\right]        

\right)        (t)

+ \varepsilon X(t)Q+
\Bigl[ 
J(z0(\cdot , c\ast r), 0) + l1

\Bigl[ 
Xr(\cdot )(Ir  - PB0)c

(0)

+ \varepsilon G1(\cdot )PB0c
(1) + x(2)(\cdot , \varepsilon )

\Bigr] 
+R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] 
,

(12)

для розв’язання якої застосовується збiжний метод простих iтерацiй.
2. Для дослiдження крайової задачi з iмпульсною дiєю (2) в загальному випадку, коли

виконуються умови

R(0, t, 0) = 0,
\partial R(0, t, 0)

\partial x
= 0,

Ri(0, 0) = 0,
\partial Ri(0, 0)

\partial x
= 0, (13)

R0(0, 0) = 0,
\partial R0(0, 0)

\partial x
= 0,

запишемо у явному виглядi лiнiйнi по x i \varepsilon доданки, якi входять у R(x, t, \varepsilon ), Ri(x, \varepsilon ),

R0(x, \varepsilon ). При цьому необхiднi додатковi умови неперервної диференцiйованостi вектор-
функцiї Z(z, t, \varepsilon ) i вектор-функцiоналiв Ji(z, \varepsilon ), J(z, \varepsilon ) по \varepsilon мають вигляд

Z(z, t, \varepsilon ) \in C1[\varepsilon ], Ji(z, \varepsilon ) \in C1[\varepsilon ], J(z, \varepsilon ) \in C1[\varepsilon ].
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Для нелiнiйностей Z(z0 + x, t, \varepsilon ), J(z0 + x, \varepsilon ), J(z0 + x, \varepsilon ) отримаємо такi розклади:
Z(z0 + x, t, \varepsilon ) = Z(z0(t, c

\ast 
r), t, 0) +A1(t)x+ \varepsilon A2(t)x+R(x, t, \varepsilon ),

де

A2(t) = A2(t, c
\ast 
r) =

\partial 2Z(z, t, \varepsilon )

\partial \varepsilon \partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(t,c\ast r),
\varepsilon =0

\in C(t)

(у розглянутому вище випадку (3) A2(t) = 0),
Ji(z0 + x, \varepsilon ) = Ji(z0(\tau i  - 0, c\ast r), 0) +A1ix(\tau i  - 0, \varepsilon )

+ \varepsilon A2ix(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon ), (14)
де

A2i =
\partial 2Ji(z, \varepsilon )

\partial \varepsilon \partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(t,c\ast r),
\varepsilon =0

(у розглянутому вище випадку (3) A2i = 0),
J(z0 + x, \varepsilon ) = J(z0(\cdot , c\ast r), 0) + l1x(\cdot , \varepsilon ) + \varepsilon l2x(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

(у розглянутому вище випадку (3) l2 = 0).
Аналогiчно з попереднiми мiркуваннями вiд крайової задачi\left\{                   

\.x = A(t)x+ \varepsilon \{ Z(z0(t, c
\ast 
r), t, 0) +A1(t)x+ \varepsilon A2(t)x+R(x, t, \varepsilon )\} , t \not = \tau i,

\Delta x| t=\tau i = Six(\tau i  - 0) + \varepsilon 
\Bigl\{ 
Ji(z0(\tau i  - 0, c\ast r), 0) +A1ix(\tau i  - 0, \varepsilon )

+ \varepsilon A2ix(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr\} 
,

lx = \varepsilon \{ J(z0(\cdot , c\ast r), 0) + l1x(\cdot , \varepsilon ) + \varepsilon l2x(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )\} 

(15)

приходимо до еквiвалентної на множинi кусково неперервно диференцiйовних по t з роз-
ривами першого роду при t = \tau i, неперервних по \varepsilon \in [0, \varepsilon 0], x(t, 0) = 0 вектор-функцiй
x(t, \varepsilon ) операторної системи

x(t, \varepsilon ) = Xr(t)c+ x(1)(t, \varepsilon ),

B0c =  - PQ\ast 
d

\Biggl\{ 
l1x

(1)(\cdot , \varepsilon ) + \varepsilon l2

\Bigl[ 
Xr(\cdot )c+ x(1)(\cdot , \varepsilon )

\Bigr] 

+R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(1)(\tau , \varepsilon ) + \varepsilon A2(\tau )
\bigl[ 
Xr(\tau )c+ x(1)(\tau , \varepsilon )

\Bigr] 

+R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau  - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(1)(\tau i  - 0, \varepsilon )

+ \varepsilon A2i

\Bigl[ 
Xr(\tau i  - 0)c+ x(1)(\tau i  - 0, \varepsilon )

\Bigr] 
+Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] \Biggr\} 
, (16)
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x(1)(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\Biggl( 
G

\Biggl[ 
Z(z0, \tau , 0) + [A1(\tau ) + \varepsilon A2(\tau )]x(\tau , \varepsilon ) +R(x, \tau , \varepsilon )

Ji(z0, 0) + [A1i + \varepsilon A2i]x(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\Biggr] \Biggr) 
(t)

+ \varepsilon X(t)Q+
\bigl[ 
J(z0(\cdot , c\ast r), 0) + [l1 + \varepsilon l2]x(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\bigr] 
.

Друге рiвняння (16) розв’язне тодi й тiльки тодi, коли

PB\ast 
0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(1)(\cdot , \varepsilon ) + \varepsilon l2

\Bigl[ 
Xr(\cdot )c+ x(1)(\cdot , \varepsilon )

\Bigr] 
+R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(1)(\tau , \varepsilon ) + \varepsilon A2(\tau )
\Bigl[ 
Xr(\tau )c+ x(1)(\tau , \varepsilon )

\Bigr] 

+R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau  - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(1)(\tau i  - 0, \varepsilon )

+ \varepsilon A2i

\Bigl[ 
Xr(\tau i  - 0)c+ x(1)(\tau i  - 0, \varepsilon )

\Bigr] 
+Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] \Biggr\} 
= 0 (17)

i при виконаннi цiєї умови має розв’язок у виглядi прямої суми c = c(0) + c(1), де

c(0) =  - B+
0 PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(1)(\cdot , \varepsilon ) + \varepsilon l2x(\cdot , \varepsilon ) +R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(1)(\tau , \varepsilon ) + \varepsilon A2(\tau )x(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l
P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(1)(\tau i  - 0, \varepsilon ) + \varepsilon A2ix(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

= (Ir  - PB0)c
(0) \in \BbbR r \circleddash N(B0),

c(1) = PB0c = PB0c
(1) \in N(B0).

Iз третього рiвняння операторної системи (16), враховуючи зображення константи c, отри-
маємо

x(1)(t, \varepsilon ) = \varepsilon G1(t)PB0c
(1) + x(2)(t, \varepsilon ),

де (n \times r)-вимiрна матриця G1(t) така ж, що i в формулi (6), а вектор-функцiя x(2)(t, \varepsilon )

має вигляд
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x(2)(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\left(          
G

\left[          

Z(z0, \tau , 0) + [A1(\tau ) + \varepsilon A2(\tau )]

\times 
\bigl( 
Xr(\tau )(Ir  - PB0)c

(0) + x(1)(\tau , \varepsilon )
\bigr) 
+R(x, \tau , \varepsilon )

Ji(z0, 0) + [A1i + \varepsilon A2i]
\bigl( 
Xr(\tau i  - 0)(Ir  - PB0)c

(0)

+x(1)(\tau i  - 0, \varepsilon )
\bigr) 
+Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\right]          

\right)          
(t)

+ \varepsilon X(t)Q+
\Bigl[ 
J(z0(\cdot , c\ast r), 0) + [l1 + \varepsilon l2]

\times 
\Bigl( 
Xr(\cdot )(Ir  - PB0)c

(0) + x(1)(\cdot , \varepsilon )
\Bigr) 
+R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] 
.

Враховуючи x(1)(t, \varepsilon ) i c, з умови (17) розв’язностi другого рiвняння (16) отримаємо алгеб-
раїчну систему для визначення c(1) \in N(B0) :

\varepsilon B1c
(1) + PB\ast 

0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(2) + \varepsilon l2

\Bigl[ 
Xr(\cdot )(Ir  - PB0)c

(0) + x(1)
\Bigr] 

+R0(x, \varepsilon ) - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(2)

+ \varepsilon A2(\tau )
\Bigl[ 
Xr(\tau )(Ir  - PB0)c

(0) + x(1)
\Bigr] 

+R(x, \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau  - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(2)

+ \varepsilon A2i

\Bigl[ 
Xr(\tau i  - 0)(Ir  - PB0)c

(0) + x(1)
\Bigr] 
+Ri(x, \varepsilon )

\bigr] \Biggr\} 
= 0,

де, на вiдмiну вiд (8), (d\times r)-вимiрна матриця B1 записується так:

B1 = PB\ast 
0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
[l1G1(\cdot ) + l2Xr(\cdot )]PB0

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )[A1(\tau )G1(\tau ) +A2(\tau )Xr(\tau )]PB0 d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)[A1iG1(\tau i  - 0) +A2iXr(\tau i  - 0)]PB0

\Biggr\} 
. (18)

Позначаючи через PB1 i PB\ast 
1
ортопроєктори на нуль-простори N(B1) i N

\bigl( 
B\ast 

1

\bigr) 
матриць B1

(18) i B\ast 
1 = BT

1 , за умов (11) вiд операторної системи (16) приходимо до системи
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x(t, \varepsilon ) = Xr(t)(Ir  - PB0)c
(0) + \varepsilon G1(t)PB0c

(1) + x(2)(t, \varepsilon ),

c(0) = B+
0 PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1

\Bigl[ 
\varepsilon G1(\cdot )PB0c

(1) + x(2)
\Bigr] 
+ \varepsilon l2x(\cdot , \varepsilon )

+ R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )

\Bigl( 
\varepsilon G1(\tau )PB0c

(1) + x(2)
\Bigr) 

+ \varepsilon A2(\tau )x(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1i

\Bigl( 
\varepsilon G1(\tau i  - 0)PB0c

(1) + x(2)
\Bigr) 

+ \varepsilon A2ix(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

,

\varepsilon c(1) =  - B+
1 PB\ast 

0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(2)(\cdot , \varepsilon ) + \varepsilon l2x(\cdot , \varepsilon )

+ R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(2)(\tau , \varepsilon )

+ \varepsilon A2(\tau )x(\tau , \varepsilon ) +R(x(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )
\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(2)(\tau i  - 0, \varepsilon ) + \varepsilon A2ix(\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] \Biggr\} 

,

x(2)(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\left(          
G

\left[          

Z(z0, \tau , 0) + [A1(\tau ) + \varepsilon A2(\tau )]
\bigl( 
Xr(\tau )(Ir  - PB0)c

(0)

+ \varepsilon G1(\tau )PB0c
(1) + x(2)(\tau , \varepsilon )

\bigr) 
+R(x, \tau , \varepsilon )

Ji(z0, 0) + [A1i + \varepsilon A2i]
\bigl( 
Xr(\tau i  - 0)(Ir  - PB0)c

(0)

+ \varepsilon G1(\tau i  - 0)PB0c
(1)x(2)(\tau i  - 0, \varepsilon )

\bigr) 
+Ri(x(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\right]          

\right)          
(t)

+ \varepsilon X(t)Q+
\Bigl[ 
J(z0(\cdot , c\ast r), 0) + [l1 + \varepsilon l2]

\times 
\bigl( 
Xr(\cdot )(Ir  - PB0)c

(0) + \varepsilon G1(\cdot )PB0c
(1) + x(2)(\cdot , \varepsilon )

\bigr) 
+R0(x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] 
.

(19)

Система (19) належить до класу операторних систем, для яких застосовується метод
простих iтерацiй [2, 6, 7]. Схема дослiдження й розв’язання (19) аналогiчна схемi дослi-
дження та розв’язання (12).

Iтерацiйний процес для (19) розглянуто на прикладi системи (12), тобто за умов (3).
За допомогою методу простих iтерацiй для операторної системи (12) побудовано iте-

рацiйний процес вiдшукання розв’язку x(t, \varepsilon ) : x(\cdot , \varepsilon ) \in C1([a, b]/\{ \tau i\} I), x(t, \cdot ) \in C[\varepsilon ],

\varepsilon \in [0, \varepsilon 0], x(t, 0) = 0 крайової задачi з iмпульсною дiєю (2):
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\varepsilon c
(1)
k - 1 =  - B+

1 PB\ast 
0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(2)
k (\cdot , \varepsilon ) + R0(xk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(2)
k (\tau , \varepsilon ) +R(xk(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )

\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(2)
k (\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri(xk(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] \Biggr\} 
,

c
(0)
k =  - B+

0 PQ\ast 
d

\Biggl\{ 
l1

\Bigl( 
\varepsilon G1(\cdot )PB0c

(1)
k - 1 + x

(2)
k (\cdot , \varepsilon )

\Bigr) 
+R0(xk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )

\Bigl( 
\varepsilon G1(\tau )PB0c

(1)
k - 1 + x

(2)
k (\tau , \varepsilon )

\Bigr) 
+R(xk(\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon )

\Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1i

\Bigl( 
\varepsilon G1(\tau i  - 0)PB0c

(1)
k - 1 + x

(2)
k (\tau i  - 0, \varepsilon )

\Bigr) 
+Ri(xk(\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] \Biggr\} 
,

x
(2)
k+1(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\left(           
G

\left[           

Z(z0, \tau , 0) +A1(\tau )
\Bigl[ 
Xr(\tau )(Ir  - PB0)c

(0)
k

+ \varepsilon G1(\tau )PB0c
(1)
k - 1 + x

(2)
k

\Bigr] 
+R(xk, \tau , \varepsilon )

Ji(z0, 0) +A1i

\Bigl[ 
Xr(\tau i  - 0)(Ir  - PB0)c

(0)
k

+ \varepsilon G1(\tau i  - 0)PB0c
(1)
k - 1 + x

(2)
k

\Bigr] 
+Ri(xk, \varepsilon )

\right]           

\right)           
(t) + \varepsilon X(t)Q+

\times 
\Bigl[ 
J(z0(\cdot , c\ast r), 0) + l1

\Bigl( 
Xr(\cdot )(Ir  - PB0)c

(0)
k + \varepsilon G1(\cdot )PB0c

(1)
k - 1 + x

(2)
k (\cdot , \varepsilon )

\Bigr) 
+ R0(xk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] 
,

xk+1(t, \varepsilon ) = Xr(t)(Ir  - PB0)c
(0)
k + \varepsilon G1(t)PB0c

(1)
k - 1 + x

(2)
k+1(t, \varepsilon ), k = 0, 1, 2, . . . ,

x0(t, \varepsilon ) = x
(2)
0 (t, \varepsilon ) = 0.

(20)

Збiжнiсть iтерацiйного процесу (20) встановлюється методом мажорантних рiвнянь Ляпу-
нова, схему якого описано в [3].

Таким чином, довели таку теорему.
Теорема. Нехай крайова задача з iмпульсною дiєю (1) задовольняє вказаним вище умовам

таким чином, що має мiсце критичний випадок (rankQ = n1 < n), i вiдповiдна породжуюча
крайова задача з iмпульсною дiєю

\.z = A(t)z + f(t), t \not = \tau i, \Delta z| t=\tau i = Siz + ai, \tau i \in [a, b], i \in \BbbZ ,

lz = \alpha , \alpha \in \BbbR m, t \in [a, b],
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при умовi

PQ\ast 
d

\left\{   \alpha  - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )f(\tau ) d\tau  - l

p\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)ai

\right\}   = 0, d = m - n1,

i тiльки при нiй має r -параметричну сiм’ю (r = n - n1) породжуючих розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +

\Biggl( 
G

\Biggl[ 
f

ai

\Biggr] \Biggr) 
(t) +X(t)Q+\alpha . (\ast \ast )

Розглянемо випадок

PB0 \not = 0, PB0PB1 = 0.

Тодi для кожного значення вектора cr = c\ast r \in \BbbR r, який задовольняє рiвняння для породжуючих
амплiтуд (\ast ), за умов

PB\ast 
1
PB\ast 

0
PQ\ast 

d
= 0,

PB\ast 
0
PQ\ast 

d

\Biggl\{ 
l1x

(2)
1 (\cdot , \varepsilon ) +R0

\Bigl( 
x
(2)
1 (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\Bigr) 

 - l

b\int 
a

K(\cdot , \tau )
\Bigl[ 
A1(\tau )x

(2)
1 (\tau , \varepsilon ) +R

\Bigl( 
x
(2)
1 (\tau , \varepsilon ), \tau , \varepsilon 

\Bigr) \Bigr] 
d\tau 

 - l

P\sum 
i=1

K(\cdot , \tau i)
\Bigl[ 
A1ix

(2)
1 (\tau i  - 0, \varepsilon ) +Ri

\Bigl( 
x
(2)
1 (\tau i  - 0, \varepsilon ), \varepsilon 

\Bigr) \Bigr] \Biggr\} 
= 0

крайова задача з iмпульсною дiєю (2) має єдиний розв’язок x(t, \varepsilon ) : x(\cdot , \varepsilon ) \in C1([a, b]/\{ \tau i\} I),
x(t, \cdot ) \in C[\varepsilon ], \varepsilon \in [0, \varepsilon 0], який обертається в нуль при \varepsilon = 0. Цей розв’язок можна знайти за
допомогою збiжного на [0, \varepsilon \ast ] iтерацiйного процесу (20). Крайова задача з iмпульсною дiєю (1)
має при цьому єдиний розв’язок z(t, \varepsilon ) : z(\cdot , \varepsilon ) \in C1([a, b]/\{ \tau i\} I), z(t, \cdot ) \in C[\varepsilon ], \varepsilon \in [0, \varepsilon \ast ],

який обертається при \varepsilon = 0 у породжуючий розв’язок z0
\bigl( 
t, c\ast r

\bigr) 
(\ast \ast ). Цей розв’язок можна

визначити за допомогою iтерацiйного процесу (20) i формули

zk+1(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
r) + xk+1(t, \varepsilon ), k = 0, 1, 2, . . . .

Таким чином, у цiй роботi дослiджено питання розв’язностi слабконелiнiйної крайової
задачi для диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю (1) у випадку PB0 \not = 0, rankB0 < r,

який будемо називати критичним випадком другого порядку. Для таких задач отримано
ефективнi достатнi умови iснування та запропоновано збiжний iтерацiйний процес по-
будови розв’язкiв. Показано, що iснування розв’язку залежить вiд умови, визначеної за
допомогою нелiнiйностi й першого наближення до шуканого розв’язку. Сформульовано й
доведено теорему, яка дозволяє розв’язати поставлену задачу.

Автори висловлюють подяку проф. О. А. Бойчуку за увагу до роботи.
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