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By using the theory of generalized inversion of operators and integral operators, we obtain the solvability
criterion for solutions and the general form of solutions of boundary-value problems for Fredholm integro-
differential equations with degenerate kernel with control in Banach spaces. We establish the general form
of the control for which these solutions exist.

З використанням теорiї узагальненого обернення операторiв i узагальненого обернення iнтеграль-
них операторiв отримано критерiй розв’язностi та загальний вигляд розв’язкiв крайових задач
для iнтегро-диференцiальних рiвнянь Фредгольма з виродженим ядром iз керуванням у банахових
просторах. Одержано зображення загального вигляду керування, при якому цi розв’язки iснують.

Ця робота є продовженням статтi [1], у якiй встановлено умови розв’язностi та вигляд
загальних розв’язкiв iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз виродженим ядром iз керуванням
у банаховому просторi, а також отримано зображення загального вигляду керування, при
якому цi розв’язки iснують.

Дослiдження умов розв’язностi крайових задач для не всюди розв’язних [2] лiнiйних
операторних рiвнянь є достатньо складною проблемою.Проблему нерозв’язностi цих задач
можна вирiшити за допомогою введення керування у рiвняння та крайовi умови.

Загальний пiдхiд до дослiдження крайових задач iз керуванням для не всюди розв’язних
операторних рiвнянь у банахових просторах розроблено в [3], але при розглядi крайових
задач для конкретних рiвнянь виникають специфiчнi проблеми, якi необхiдно вирiшувати.

Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь у банахових прострах належать
саме до такого типу задач, оскiльки iнтегро-диференцiальний оператор не є всюди розв’яз-
ним, тобто не має оберненого [4].

До розв’язанняпроблеми встановлення умов розв’язностi та побудови загальних розв’язкiв
крайових задач для не всюди розв’язних лiнiйних операторних рiвнянь iснують рiзнi пiд-
ходи: слабке збурення правої частини цього рiвняння та крайової умови з подальшим
застосуванням методу Вiшика –Люстерника [5, 6], введення в крайову задачу iмпульсної
дiї [7 – 9] або сталого керування [10].
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Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь Фредгольма з виродженим ядром
i керуванням у банахових просторах не дослiджувалися, тому актуальною є задача про
встановлення умов керованостi, побудови в аналiтичному виглядi загальних розв’язкiв i
вiдповiдних загальних керувань цих задач.

Для встановлення умов керованостi крайових задач iз керуванням для не всюди розв’яз-
них iнтегро-диференцiальних рiвнянь у банаховихпросторах буде застосовуватися загальна
теорiя дослiдження не всюди розв’язних iнтегральних [11], iнтегро-диференцiальних [12]
рiвнянь, з використанням проєкторiв, узагальненого обернення операторiв у банахових
просторах, яку розроблено в [13, 14].

1. Постановка задачi. Нехай \bfB , \bfB i, i = 1, 3, — банаховi простори, \scrI = [a, b] —
скiнченний промiжок. Позначимо через \bfC (\scrI ,\bfB i), i = 1, 3, банаховi простори неперервних
вектор-функцiй.

Розглянемо крайову задачу з керуванням для iнтегро-диференцiального рiвняння

\.z(t) - 
b\int 

a

\Biggl[ 
n\sum 

i=1

Pi(t)Wi(s)z(s) +
n\sum 

i=1

Qi(t)Vi(s) \.z(s)

\Biggr] 
ds = f(t) +

b\int 
a

K(t, s)u(s) ds, (1)

\ell z(\cdot ) = \alpha +Gu(\cdot ). (2)

Пiсля позначень операторних матриць

P (t) =
\bigl[ 
P1(t), . . . , Pn(t)

\bigr] 
, Q(s) =

\bigl[ 
Q1(t), . . . , Qn(t)

\bigr] 
,

W (t) = col
\bigl[ 
W1(t), . . . ,Wn(t)

\bigr] 
, V (s) = col

\bigl[ 
V1(s), . . . , Vn(s)

\bigr] 
крайова задача (1), (2) набуде вигляду

(Lz)(t) :\equiv \.z(t) - 
b\int 

a

[P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s) \.z(s)]ds = f(t) +

b\int 
a

K(t, s)u(s) ds, (3)

\ell z(\cdot ) = \alpha +Gu(\cdot ), (4)

де оператор-функцiї P (t) i Q(t) дiють iз \bfB 1 у \bfB 2, сильно неперервнi з нормами | | | P | | | =
supt\in \scrI \| P (t)\| \bfB 1\rightarrow \bfB 2 < \infty i | | | Q| | | = supt\in \scrI \| Q(t)\| \bfB 1\rightarrow \bfB 2 < \infty , а оператор-функцiї W (t) i
V (t) дiють iз \bfB 2 у \bfB 1, сильно непрервнi з нормами | | | W | | | = supt\in \scrI \| W (t)\| \bfB 2\rightarrow \bfB 1 < \infty i
| | | V | | | = supt\in \scrI \| V (t)\| \bfB 2\rightarrow \bfB 1 < \infty , оператор-функцiя K(t, s) визначена у квадратi \scrI \times \scrI та
дiє з банахового простору \bfB 2 у \bfB 2 за змiнною t i з банахового простору \bfB 3 у \bfB 3 —за змiн-
ною s, сильно неперервна по t, s, з нормою | | | K| | | = supt,s\in \scrI \| K(t, s)\| \bfB 2\times \bfB 3 < \infty , вектор-
функцiї f(t) \in \bfC (\scrI ,\bfB 2), u(t) \in \bfC (\scrI ,\bfB 3) визначенi на тому ж промiжку \scrI зi значеннями у
банахових просторах \bfB 2 i \bfB 3 iз нормами | | | f | | | = supt\in \scrI \| f(t)\| \bfB 2 i | | | u| | | = supt\in \scrI \| u(t)\| \bfB 3 ,
\ell : \bfC (\scrI ,\bfB 2) \rightarrow \bfB i G : \bfC (\scrI ,\bfB 3) \rightarrow \bfB — лiнiйнi обмеженi вектор-функцiонали, \alpha \in \bfB .

Розв’язком z(t) крайової задачi (3), (4) для iнтегро-диференцiального рiвняння з ке-
руванням будемо називати таку пару вектор-функцiй z(t) i u(s), якi задовольняють рiвня-
ння (3) i крайову умову (4). При цьому z(t) \in \bfC 1(\scrI ,\bfB 2), \.z(t) \in \bfC (\scrI ,\bfB 2), де \bfC 1(\scrI ,\bfB 2) —
банаховий простiр неперервно-диференцiйовних вектор-функцiй iз нормою | | | z| | | =
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k=0
supt\in \scrI 

\bigm\| \bigm\| z(k)(t)\bigm\| \bigm\| , де z(k)(t) — k -та похiдна вiд z(t). Похiдну \.z(t) будемо розумi-
ти в сенсi [15, c. 140].

Мета цiєї роботи: отримати умови iснування та зображення загальних розв’язкiв z(t)
крайової задачi з керуванням (3), (4) i знайти зображення загального керування u(t), при
якому такi розв’язки iснують.

Для зручностi викладення отриманих результатiв наведемо необхiднi вiдомостi та по-
значення.

Попереднi вiдомостi.У [16] одержано умови розв’язностi та загальний вигляд розв’язкiв
рiвняння (3) без керування (u(s) = 0).

Замiною \.z(t) = y(t) або

z(t) =

t\int 
a

y(s)ds+ c2, c2 \in \bfB 2, (5)

рiвняння (3) без керування (u(s) = 0) зводимо до iнтегрального рiвняння [11]

(L1y)(t) := y(t) - M(t)

b\int 
s

N(s)y(s) ds = g(t), (6)

де

M(t) =
\bigl[ 
P (t), Q(t)

\bigr] 
, N(s) = col

\Bigl[ \widetilde W (s), V (s)
\Bigr] 
,

g(t) = f(t) + P (t)Wc2, \widetilde W (s) =

b\int 
s

W (\tau ) d\tau , W = \widetilde W (a).

(7)

Нехай D = I\bfB 1\times \bfB 1 - 
\int b

a
N(s)M(s) ds, D : \bfB 1\times \bfB 1 \rightarrow \bfB 1\times \bfB 1 —узагальнено оборотний

оператор. Тодi iснують обмеженi проєктори [17] \scrP N(D) : \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow N(D) на нуль-простiр
N(D) i \scrP YD

: \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow YD на пiдпростiр YD = \bfB 1 \times \bfB 1 \ominus R(D) оператора D; D - —
обмежений узагальнено обернений оператор до оператора D [14].

Оскiльки оператор D — це (2\times 2)-вимiрна операторна матриця, то проєктори \scrP N(D),
\scrP YD

— це теж (2\times 2)-вимiрнi операторнi матрицi, якi мають структуру

\scrP N(D) =

\Biggl[ 
p11 p12

p21 p22

\Biggr] 
, \scrP YD

=

\Biggl[ 
\~p11 \~p12

\~p21 \~p22

\Biggr] 
.

Надалi клас обмежених узагальнено оборотних операторiв, якi дiють iз банахового
простору \bfX у банаховий простiр \bfY , будемо позначати \bfG \bfI (\bfX ,\bfY ) (generalized inverse).

Iнтегральне рiвняння (6) розв’язне для тих i лише тих правих частин, для яких викону-
ється умова [11]

\scrP YD

b\int 
a

N(s)g(s) ds = \scrP YD

b\int 
a

N(s)[f(s) + P (s)Wc2]ds = 0. (8)
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При цьому воно має сiм’ю розв’язкiв

y(t) = M(t)\scrP N(D)

\Biggl[ 
\^c1

\^c1

\Biggr] 
+
\bigl( 
L - 
1 g

\bigr) 
(t), (9)

де \^c1 —довiльний елемент банахового простору \bfB 1, L
 - 
1 — узагальнено обернений опера-

тор до iнтегрального оператора L1 [11],

\bigl( 
L - 
1 f

\bigr) 
(t) = f(t) +M(t)D - 

b\int 
a

N(s)f(s) ds.

З (8) отримаємо операторне рiвняння

Sc2 = f0, (10)

з якого знайдемо значення c2 \in \bfB 2, при якому iнтегральне рiвняння (6) буде розв’язним.
Тут

S = \scrP YD

b\int 
a

N(s)P (s)W ds, S : \bfB 2 \rightarrow \bfB 1 \times \bfB 1,

f0 =  - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s) ds, f0 \in \bfB 1 \times \bfB 1.

(11)

Нехай оператор S — узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’язний [18]. То-
дi iснують обмеженi проєктори PN(S) : \bfB 2 \rightarrow N(S), \scrP YS

: \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow YS i обмежений
узагальнено обернений оператор S - : \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow \bfB 2 до оператора S.

Операторне рiвняння (10) розв’язне тодi й лише тодi, коли виконується умова [14]

\scrP YS
\scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s) ds = 0, (12)

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

c2 = PN(S)\^c2 + S - f0,

де \^c2 — довiльний елемент банахового простору \bfB 2.
Пiдставиши g(s) iз (7) у розв’язок (9) iнтегрального рiвняння (6) i врахувавши замiну (5),

отримаємо розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння без керування (3) (u(s) = 0) [16]:

z(t) = [X1(t), X2(t)]

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+
\bigl( \widetilde L - 

1 f
\bigr) 
(t) +

\bigl( \widetilde L - 
1 P

\bigr) 
(t)WS - f0 + S - f0,

де

\bigl( \widetilde L - 
1 f

\bigr) 
(t) =

t\int 
a

\bigl( 
L - 
1 f

\bigr) 
(s) ds,

\bigl( \widetilde L - 
1 P

\bigr) 
(t) =

t\int 
a

\bigl( 
L - 
1 P

\bigr) 
(s) ds,
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X1(t) =

t\int 
a

X1(s) ds, X2(t) =
\bigl( \widetilde L - 

1 P
\bigr) 
(t)WPN(S) + PN(S), (13)

X1(t) = P (t)(p11 + p12) +Q(t)(p21 + p22).

За аналогiєю з [12] можна показати, що оператор

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t) =

\bigl( \widetilde L - 
1 f

\bigr) 
(t) - 

\Bigl[ \bigl( \widetilde L - 
1 P

\bigr) 
(t)W + I\bfB 2

\Bigr] 
S - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s) ds

є узагальнено оберненим оператором до iнтегро-диференцiального оператора L. Тодi за-
гальний розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння (3) без керування (u(s) = 0) буде
мати вигляд

z(t) = [X1(t), X2(t)]

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t), (14)

де \^ci — довiльнi елементи банахових просторiв \bfB i, i = 1, 2.
Нехай умова розв’язностi (12) iнтегро-диференцiального рiвняння (3) без керування не

виконується. Знайдемо умови, за яких рiвняння (3) з керуванням стане розв’язним.
З рiвностi (12)маємо,що iнтегро-диференцiальне рiвняння з керуванням (3)має розв’язок

для тих i лише тих правих частин, якi задовольняють умову [11, 14]

\scrP YS
\scrP YD

b\int 
a

N(s)

\left[  f(s) + b\int 
a

K(s, \tau )u(\tau ) d\tau 

\right]  ds = 0. (15)

З рiвняння (15) отримаємо операторне рiвняння
b\int 

a

T (s)u(s)ds = \scrP YS
f0, (16)

де

T (s) = \scrP YS
\scrP YD

b\int 
a

N(\tau )K(\tau , s) d\tau ,

а елемент f0 визначено рiвнiстю (11).
Розв’язок рiвняння (16) будемо шукати у виглядi

u(s) = \Phi (s)u, (17)

де \Phi (t) =
\bigl( 
\varphi 1(t), \varphi 2(t), \varphi 3(t), . . . , \varphi i(t), . . .

\bigr) 
— оператор-функцiя, утворена з базисних век-

торiв банахового простору \bfC (\scrI ,\bfB 3), u \in \bfB 3 — сталий вектор.

Нехай оператор U =

\int b

a
T (s)\Phi (s) ds узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’яз-

ний. Тодi при виконаннi умови

\scrP YU
\scrP YS

f0 =  - \scrP YU
\scrP YS

\scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s) ds = 0 (18)
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i лише при нiй операторне рiвняння

Uu = \scrP YS
f0

розв’язне стосовно сталого вектора u i при цьому має сiм’ю розв’язкiв

u = \scrP N(U)\^u+ U - \scrP YS
f0, (19)

де \scrP N(U) : \bfB 3 \rightarrow N(U), \scrP YU
: \bfB 2 \rightarrow YU — обмеженi проєктори, U - : \bfB 2 \rightarrow \bfB 3 — обмеже-

ний узагальнено-обернений оператор [14], \^u —довiльний вектор банахового простору \bfB 3.

Пiдставивши (19) у (17), отримаємо сiм’ю керувань

u(s) = \Phi (s)\scrP N(U)\^u+ \Phi (s)U - \scrP YS
f0,

при яких за формулою (14) рiвняння з керуванням (3) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) = [X1(t), X2(t)]

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t)

+

\left(  L - 
b\int 

a

K(\cdot , s)
\bigl[ 
\Phi (s)\scrP N(U)\^u+ \Phi (s)U - \scrP YS

f0
\bigr] 
ds

\right)  (t).

Таким чином, для iнтегро-диференцiального рiвняння (3) з керуванням справедлива
така теорема.

Теорема 1 [1]. Нехай D \in \bfG \bfI (\bfB 1 \times \bfB 1,\bfB 1 \times \bfB 1), S \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB 1 \times \bfB 1) i U \in \bfG \bfI (\bfB 3,
\bfB 2) — узагальнено оборотнi оператори.

Тодi при виконаннi умови (18) i лише при нiй iнтегро-диференцiальне рiвняння (3) з керу-
ванням має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
\bigl[ 
X1(t), X2(t), U(t)

\bigr] \left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]    + (L - f)(t) + (L - [K\Phi ])(t)U - \scrP YS
f0, (20)

де X1(t), X2(t) визначено рiвностями (13),

[K\Phi ](t) =

b\int 
a

K(t, s)\Phi (s) ds,

U(t) =
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(t)\scrP N(U), \^ci \in \bfB i, i = 1, 2, \^u \in \bfB 3

— довiльнi сталi. При цьому воно має сiм’ю допустимих керувань

u(s) = \Phi (s)\scrP N(U)\^u+ \Phi (s)U - \scrP YS
f0. (21)
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Промiжний результат. Для вирiшення поставленої проблеми необхiдно розв’язати зада-
чу про умови розв’язностi та вигляд загального розв’язку лiнiйного рiвняння з операторною
матрицею-рядком

\scrQ 

\left[    
\=c1

\=c2

\=c3

\right]    = \alpha , (22)

де \scrQ = [Q1, Q2, Q3], Qi, i = 1, 3, — лiнiйнi обмеженi оператори, \scrQ : \bfB 1 \times \bfB 2 \times \bfB 3 \in \bfB .

Зобразимо операторну матрицю \scrQ у виглядi \scrQ = [Q, Q3], де Q = [Q1, Q2].

Нехай оператори Q1 \in \bfG \bfI (\bfB 1,\bfB ) i \widehat Q2 = \scrP YQ1
Q2 \in \bfG \bfI (\bfB 3,\bfB ) узагальнено оборотнi.

Тодi iснують обмеженi проєктори \scrP N(Q1) : \bfB 1 \rightarrow N(Q1), \scrP YQ1
: \bfB \rightarrow \bfB \ominus R(Q1) i \scrP N( \widehat Q2)

:
\bfB 3 \rightarrow N

\bigl( \widehat Q2

\bigr) 
, \scrP Y \widehat Q2

: \bfB \rightarrow \bfB \ominus R
\bigl( \widehat Q2

\bigr) 
[17], а також обмеженi узагальнено оберненi опе-

ратори Q - 
1 ,

\widehat Q - 
2 [14]. У цьому випадку операторна матриця Q = [Q1, Q2] узагальнено

оборотна [19, с. 545] i для неї iснує обмежена узагальнено обернена операторна матриця

Q - =

\Biggl[ 
Q - 

1

\bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\bigr) 
\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Biggr] 
. (23)

При цьому обмеженi проєктори \scrP YQ
i \scrP N(Q) мають вигляд

\scrP YQ
= \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
, \scrP N(Q) =

\Biggl[ 
\scrP N(Q1)  - Q - 

1 Q2\scrP N( \widehat Q2)

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\Biggr] 
. (24)

Застосуємо цi формули до узагальненого обернення матрицi \scrQ .

За теоремою 3 [19, с. 545] при виконаннi умов Q \in \bfG \bfI (\bfB 1 \times \bfB 2,\bfB ) i \widehat Q3 = \scrP YQ
Q3 \in 

\bfG \bfI (\bfB 3,\bfB ) оператора матриця \scrQ буде мати обмежену узагальнено обернену

\scrQ  - =

\left[  Q - 
\Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP YQ

\Bigr) 
\widehat Q - 
3 \scrP YQ

\right]  (25)

i проєктори

\scrP Y\scrQ = \scrP Y \widehat Q3
\scrP YQ

, \scrP N(\scrQ ) =

\left[  \scrP N(Q)  - Q - Q3\scrP N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]  . (26)

Пiдставивши (23) у (25), отримаємо операторну матрицю

\scrQ  - =

\left[      
\left[  Q - 

1

\Bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigr) 
\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\right]  \Bigl( I\bfB  - Q3
\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\right]      
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або пiсля перетворень

\scrQ  - =

\left[     
Q - 

1

\Bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigr) \Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\right]     , (27)

де \widehat Q3 = \scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

Q3.

Аналогiчно, пiдставивши (24) у (26), одержимо

\scrP Y\scrQ = \scrP Y \widehat Q3
\scrP YQ

= \scrP Y \widehat Q3
\scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
, (28)

\scrP N(\scrQ ) =

\left[     
\Biggl[ 
\scrP N(Q1)  - Q - 

1 Q2\scrP N( \widehat Q2)

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\Biggr] \left[   - Q - 
1

\Bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigr) 
 - \widehat Q - 

2 \scrP YQ1

\right]  Q3\scrP N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]     
або пiсля перетворень

\scrP N(\scrQ ) =

\left[     
\scrP N(Q1)  - Q - 

1 Q2\scrP N( \widehat Q2)
 - Q - 

1

\Bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigr) 
Q3\scrP N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

 - \widehat Q - 
2 \scrP YQ1

Q3\scrP N( \widehat Q3)

0 0 \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]     . (29)

Теорема 2. Нехай Q1 \in \bfG \bfI (\bfB 1,\bfB ), \widehat Q2 \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB ) i \widehat Q3 \in \bfG \bfI (\bfB 3,\bfB ) — узагальнено
оборотнi оператори. Тодi операторне рiвняння (22) має розв’язки для тих i тiльки тих \alpha ,
якi задовольняють умову

\scrP Y\scrQ \alpha = \scrP Y \widehat Q3
\scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
\alpha = 0,

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв\left[    
\=c1

\=c2

\=c3

\right]    = \scrP N(\scrQ )

\left[    
\^c1

\^c2

\^c3

\right]    +\scrQ  - \alpha , (30)

де \scrP Y\scrQ — проєктор (28) на пiдпростiр Y\scrQ = \bfB \ominus R(\scrQ ), \scrP N(\scrQ ) — проєктор (29) на нуль-
простiр N(\scrQ ) оператора \scrQ , \scrQ  - — узагальнено обернена операторна матриця (27) до
операторної матрицi \scrQ , \^ci \in \bfB i, i = 1, 3, — довiльнi елементи.

Спочатку покажемо, що оператор (27) є обмеженим узагальнено оберненим до опера-
тора \scrQ . Для цього необхiдно й достатньо показати, що \scrQ  - задовольняє умови [13, 18]

1) \scrQ \scrQ  - \scrQ = \scrQ , 2) \scrQ  - \scrQ \scrQ  - = \scrQ  - . (31)

Перевiримо умову 1):

\scrQ \scrQ  - = [Q1, Q2, Q3]

\left[     
Q - 

1

\Bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigr) \Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\right]     
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= Q1Q
 - 
1

\Bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigr) \Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
+Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
+Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
.

Пiсля перетворень отримаємо

\scrQ \scrQ  - = I\bfB  - \scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

+
\Bigl( 
I\bfB  - \scrP Y \widehat Q3

\Bigr) 
\scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

= I\bfB  - \scrP Y \widehat Q3
\scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
. (32)

Далi обчислимо

\scrQ \scrQ  - \scrQ =
\Bigl( 
I\bfB  - \scrP Y \widehat Q3

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigr) 
[Q1, Q2, Q3]

= [Q1, Q2, Q3] - 
\Bigl( 
\scrP Y \widehat Q3

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigr) 
[Q1, Q2, Q3]

= \scrQ  - 
\Bigl[ 
\scrP Y \widehat Q3

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

Q1, \scrP Y \widehat Q3
\scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
Q2, \scrP Y \widehat Q3

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

Q3

\Bigr] 
= \scrQ , (33)

оскiльки \scrP YQ1
Q1 = 0, \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
Q2 = \scrP Y \widehat Q2

\widehat Q2 = 0, \scrP Y \widehat Q3
\scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
Q3 = \scrP Y \widehat Q3

\widehat Q3 = 0.

Умова 2) з (31) є наслiдком умови 1) [18], але її можна перевiрити безпосередньо.
Далi покажемо, що \scrP Y\scrQ = \scrP Y \widehat Q3

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

є проєктором на пiдпростiр Y\scrQ , тобто задо-
вольняє умови

1) \scrP 2
Y\scrQ = \scrP Y\scrQ , 2) \scrP Y\scrQ \scrQ = 0.

Очевидно, що

\scrP 2
Y\scrQ =

\Bigl[ 
\scrP Y \widehat Q3

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigr] 2
=

\bigl[ 
I\bfB  - \scrQ \scrQ  - \bigr] 2

= I\bfB  - 2\scrQ \scrQ  - +\scrQ \scrQ  - \scrQ \scrQ  - =
\bigl[ 
I\bfB  - \scrQ \scrQ  - \bigr] = \scrP Y \widehat Q3

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

,

оскiльки, як було показано вище, \scrQ \scrQ  - \scrQ = \scrQ .
Другу умову \scrP Y\scrQ \scrQ = 0 перевiрено в (33).
Таким чином, \scrP Y\scrQ — проєктор на пiдпростiр Y\scrQ = \bfB \ominus R(\scrQ ). Його обмеженiсть є

наслiдком обмеженостi операторiв, iз яких вiн складається.
Аналогiчно можна перевiрити, що оператор (29) \scrP N(\scrQ ) є обмеженим проєктором на

нуль-простiр N(\scrQ ) оператора \scrQ , тобто задовольняє умови

1) \scrP 2
N(\scrQ ) = \scrP N(\scrQ ), 2) \scrQ \scrP N(\scrQ ) = 0. (34)

З (32) i (34) маємо, що (30) є розв’язком рiвняння (22) при виконаннi умови (28).
2. Основний результат. 2.1. Крайовi задачi з керуванням для iнтегро-диференцiальних рiв-

нянь у банахових просторах. Пiдставимо загальнийрозв’язок (20) iнтегро-диференцiального
рiвняння (3) i вiдповiдне допустиме керування (21) у крайову умову (4). Отримаємо

\ell z(\cdot ) =
\Bigl[ 
\ell X1(\cdot ), \ell X2(\cdot ), \ell X3(\cdot )

\Bigr] \left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]    + \ell 
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ) + \ell 

\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot )U - \scrP YS

f0

= \alpha +G
\bigl[ 
\Phi (\cdot )\scrP N(U)\^u+ \Phi (\cdot )U - \scrP YS

f0
\bigr] 
.
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Позначивши

Q1 = \ell X1(\cdot ), Q1 : \bfB 1 \rightarrow \bfB , Q2 = \ell X2(\cdot ), Q2 : \bfB 2 \rightarrow \bfB ,

Q3 = \ell X3(\cdot ) - G\Phi (\cdot )\scrP N(U), Q3 : \bfB 3 \rightarrow \bfB .

пiсля перетворень одержимо операторне рiвняння

\scrQ 

\left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]    = \alpha  - \ell 
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ) - 

\bigl[ 
\ell 
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr] 
U - \scrP YS

f0, (35)

де \scrQ = [Q1, Q2, Q3].
Нехай виконуються умови теореми 2. Тодi оператор \scrQ буде нормально розв’язним.
Нормально розв’язне рiвняння (35) може бути: однозначно розв’язним (\scrP N(\scrQ ) \equiv 0),

всюди розв’язним (\scrP Y\scrQ \equiv 0), неоднозначно i не всюди розв’язним (\scrP N(\scrQ ) \not = 0, \scrP Y\scrQ \not =
0) [2].

Розглянемо найбiльш загальний випадок, коли рiвняння (35) неоднозначно i не всюди
розв’язне, тобто \scrP N(\scrQ ) \not = 0, \scrP Y\scrQ \not = 0. Оскiльки оператор \scrQ нормально розв’язний, то,
використовуючи теорему 2, маємо, що рiвняння (35) має розв’язок тодi й лише тодi, коли
виконується умова [14]

\scrP Y\scrQ 

\Bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ) - 

\bigl[ 
\ell 
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr] 
U - \scrP YS

f0

\Bigr\} 
= 0.

При виконаннi цiєї умови рiвняння (35) має сiм’ю розв’язкiв\left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]    = \scrP N(\scrQ )

\left[    
\=c1

\=c2

\=u

\right]    +\scrQ  - 
\Bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ) - 

\bigl[ 
\ell 
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr] 
U - \scrP YS

f0

\Bigr\} 
, (36)

де \^ci \in \bfB i, i = 1, 2, \^u \in \bfB 3 — довiльнi елементи.
Позначивши для скорочення записiв\widetilde Q1 = Q - 

1

\Bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigr) \Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
,

\widetilde Q2 = Q - 
2
\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigr) 
, \widetilde Q3 = \widehat Q - 

3 \scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

,

(37)

\scrP N(\scrQ ) =

\left[     
\scrP N(Q1)

\widetilde \scrP 
N
\bigl( \widehat Q2

\bigr) \widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N
\bigl( \widehat Q2

\bigr) \widehat \scrP 
N( \widehat Q3)

0 0 \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]     , (38)

де \widetilde \scrP 
N
\bigl( \widehat Q2

\bigr) =  - Q - 
1 Q2\scrP N( \widehat Q2),

\widetilde \scrP 
N( \widehat Q3) =  - Q - 

1

\Bigl( 
I\bfB  - Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

\Bigr) 
Q3\scrP N( \widehat Q3),\widehat \scrP 

N( \widehat Q3) =  - \widehat Q - 
2 \scrP YQ1

Q3\scrP N( \widehat Q3),

(39)
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розв’язок (36) запишемо у виглядi\left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]    =

\left[     
\scrP N(Q1)

\widetilde \scrP 
N
\bigl( \widehat Q2

\bigr) \widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N
\bigl( \widehat Q2

\bigr) \widehat \scrP 
N( \widehat Q3)

0 0 \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]     
\left[    
\=c1

\=c2

\=u

\right]    

+

\left[    
\widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2\widetilde Q - 
3

\right]    \Bigl\{ \alpha  - \ell 
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ) - 

\bigl[ 
\ell 
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr] 
U - \scrP YS

f0

\Bigr\} 
, (40)

де \^ci \in \bfB i, i = 1, 2, \^u \in \bfB 3 — довiльнi елементи.
Пiдставимо (40) у (20)

z(t) = [X1(t), X2(t), U(t)]

\times 

\left\{       \scrP N(\scrQ )

\left[    
\=c1

\=c2

\=u

\right]    +\scrQ  - \bigl[ \alpha  - \ell 
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ) - 

\bigl( 
\ell 
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr) 
U - \scrP YS

f0
\bigr] \right\}       

+
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t) +

\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(t)U - \scrP YS

f0.

Позначивши \scrX (t) =
\bigl[ 
X1(t), X2(t), U(t)

\bigr] 
, отримаємо

\scrX (t)\scrP N(\scrQ ) =
\bigl[ 
X1(t), X2(t), U(t)

\bigr] 
\left[     
\scrP N(Q1)

\widetilde \scrP 
N
\bigl( \widehat Q2

\bigr) \widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N
\bigl( \widehat Q2

\bigr) \widehat \scrP 
N( \widehat Q3)

0 0 \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]     
=

\Bigl[ 
X1(t)\scrP N(Q1), X1(t) \widetilde \scrP N

\bigl( \widehat Q2

\bigr) +X2(t)\scrP N( \widehat Q2)
,

X1(t) \widetilde \scrP N( \widehat Q3) +X2(t) \widehat \scrP N( \widehat Q3) + U(t)\scrP 
N( \widehat Q3)

\Bigr] 
,

\scrX (t)\scrQ  - =
\bigl[ 
X1(t), X2(t), U(t)

\bigr] \left[    
\widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2\widetilde Q - 
3

\right]    = X1(t) \widetilde Q - 
1 +X2(t) \widetilde Q - 

2 + U(t) \widetilde Q - 
3 .

Тодi загальний розв’язок крайової задачi (3), (4) запишемо у виглядi

z(t) = \scrX (t)\scrP N(\scrQ )

\left[    
\=c1

\=c2

\=u

\right]    + \scrX (t)\scrQ  - \alpha +
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t) - \scrX (t)\scrQ  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot )

+
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(t)U - \scrP YS

f0  - \scrX (t)\scrQ  - \bigl[ \ell \bigl( L - [K\Phi ]
\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr] 
U - \scrP YS

f0.
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З урахуваням позначень (37) i (38) з рiвняння (40) знайдемо

\^u(t) = \scrP 
N( \widehat Q3)\=u+ \widetilde Q - 

3

\Bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ) - 

\bigl[ 
\ell 
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr] 
U - \scrP YS

f0

\Bigr\} 
.

Пiдставивши \^u з (26) у (21), отримаємо сiм’ю допустимих керувань для крайової зада-
чi (3), (4):

u(s) = \Phi (s)\scrP N(U)\scrP N( \widehat Q3)\^u

+ \Phi (s)
\Bigl[ \widetilde Q - 

3

\bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ) - 

\bigl[ 
\ell 
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr] 
U - \scrP YS

f0
\bigr\} \Bigr] 

+ \Phi (s)U - \scrP YS
f0.

Таким чином, для крайової задачi (3), (4) справедлива така теорема.
Теорема 3. Нехай D \in \bfG \bfI (\bfB 1\times \bfB 1,\bfB 1\times \bfB 1), S \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB 1\times \bfB 1) i U \in \bfG \bfI (\bfB 3,\bfB 2) —

узагальнено оборотнi оператори.
Тодi якщо оператори Q1 \in \bfG \bfI (\bfB 1,\bfB ), \widehat Q2 \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB ) i \widehat Q3 \in \bfG \bfI (\bfB 3,\bfB ) узагальнено

оборотнi, то крайова задача з керуванням (3), (4) розв’язна для тих i лише тих f(t) \in 
\bfC (\scrI ,\bfB 2) i \alpha \in \bfB , якi задовольняють систему умов\left\{     \scrP YU

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)f(s) ds = 0,

\scrP Y\scrQ \{ \alpha  - \ell (L - f)(\cdot ) - [\ell (L - [K\Phi ])(\cdot ) - G\Phi (\cdot )]U - \scrP YS
f0\} = 0,

при виконаннi яких вона має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = \scrX (t)\scrP N(\scrQ )

\left[    
\=c1

\=c2

\=u

\right]    + \scrX (t)\scrQ  - \alpha +
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t) - \scrX (t)\scrQ  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot )

+
\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(t)U - \scrP YS

f0  - \scrX (t)\scrQ  - \bigl[ \ell \bigl( L - [K\Phi ]
\bigr) 
(\cdot ) - G\Phi (\cdot )

\bigr] 
U - \scrP YS

f0,

де \^ci \in \bfB i, i = 1, 2, \^u \in \bfB 3 — довiльнi елементи.
При цьому згадана задача має сiм’ю допустимих керувань

u(s) = \Phi (s)\scrP N(U)\scrP N( \widehat Q3)
\^u+ \Phi (s) \widetilde Q - 

3 \alpha  - \Phi (s) \widetilde Q - 
3 \ell (L

 - f)(\cdot )

 - \Phi (s) \widetilde Q - 
3 \ell 

\bigl( 
L - [K\Phi ]

\bigr) 
(\cdot ) - \Phi (s)

\Bigl[ 
I\bfB 3  - \widetilde Q - 

3 G\Phi (\cdot )
\Bigr] 
U - \scrP YS

f0.

2.2. Особливi випадки крайових задач iз керуванням для iнтегро-диференцiальних рiвнянь.
Далi розглянемо два особливi випадки: 1) iнтегро-диференцiальне рiвняння (1) — всюди
розв’язне (\scrP YL

= \scrP YS
\scrP YD

= 0) i 2) iнтегральне рiвняння (6) — однозначно розв’язне
(\scrP N(D) = 0).

2.2.1. Нехай iнтегро-диференцiальний оператор L узагальнено оборотний i \scrP YL
=

\scrP YS
\scrP YD

= 0. Тодi операторне рiвняння (3) d-нормальне (dimYL = 0), тобто всюди роз-
в’язне [2]. Тому умови (12) i (15) будуть завжди виконуватися.
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Отже, оператор-функцiю K(t, s) можна покласти рiвною нулю, оскiльки керування u
не впливає на розв’язнiсть iнтегро-диференцiального рiвняння (1). Але у крайовiй умовi (4)
керування залишимо, оскiльки воно може вплинути на розв’язнiсть крайової задачi (3), (4).
У результатi отримаємо крайову задачу

(Lz)(t) : \equiv \.z(t) - 
b\int 

a

\bigl[ 
P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s) \.z(s)

\bigr] 
ds = f(t), (41)

\ell z(\cdot ) = \alpha +Gu(\cdot ). (42)
У цьому випадку рiвняння (41) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
\bigl[ 
X1(t), X2(t)

\bigr] \Biggl[ \=c1
\=c2

\Biggr] 
+
\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(t), (43)

де X1(t), X2(t) визначенi рiвностями (13), \^ci, i = 1, 2, —довiльнi елементи, L - 
r —правий

обернений оператор до iнтегро-диференцiльного оператора L [14, c. 139].
Як i ранiше, керування u(t) будемо шукати у виглядi

u(t) = \Phi (t)\=u, (44)
де \=u — довiльний елемент банахового простору \bfB 3.

Пiдставивши розв’язок (43) i керування (44) у крайову умову (4), отримаємо операторне
рiвняння стосовно \=c1, \=c2 та \=u :

\ell z(\cdot ) =
\bigl[ 
\ell X1(\cdot ), \ell X2(\cdot )

\bigr] \Biggl[ \=c1
\=c2

\Biggr] 
+ \ell 

\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(\cdot ) = \alpha +G\Phi (\cdot )\=u.

Позначивши
Q1 = \ell X1(\cdot ), Q1 : \bfB 1 \rightarrow \bfB , Q2 = \ell X2(\cdot ), Q2 : \bfB 2 \rightarrow \bfB ,

Q3 =  - G\Phi (\cdot ), Q3 : \bfB 3 \rightarrow \bfB ,

пiсля перетворень отримаємо

\scrQ 1

\left[    
\=c1

\=c2

\=u

\right]    = \alpha  - \ell 
\bigl( 
L - 1
r f

\bigr) 
(\cdot ), (45)

де \scrQ 1 = [Q1, Q2, Q3].
Нехай оператор \scrQ 1 задовольняє умови теореми2. Тодi рiвняння (45) нормально розв’язне

i при виконаннi умови [14]
\scrP Y\scrQ 1

\bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - 1
r f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} 
= 0

воно має сiм’ю розв’язкiв\left[    
\=c1

\=c2

\=u

\right]    = \scrP N(\scrQ 1)

\left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]     - \scrQ  - 
1

\bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - 1
r f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} 
,

де \scrP YQ
, Q - , \scrP N(Q) визначенi рiвностями, аналогiчними (27) – (29).
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Враховуючи позначення (37) – (39), з останньої рiвностi отримаємо\Biggl[ 
\=c1

\=c2

\Biggr] 
=

\left[  \scrP N(Q1)
\widetilde \scrP 
N( \widehat Q2)

\widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\widehat \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]  
\left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]    +

\Biggl[ \widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2

\Biggr] \bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} 
, (46)

\=u = \scrP 
N( \widehat Q3)

\^u+ \widetilde Q - 
3

\bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} 
, (47)

де \^ci \in \bfB i, i = 1, 2, \^u \in \bfB 3 — довiльнi елементи.
Пiдставивши (46) у (43), отримаємо розв’язок крайової задачi (1), (2):

z(t) = [X1(t), X2(t)]

\times 

\left\{       
\left[  \scrP N(Q1)

\widetilde \scrP 
N( \widehat Q2)

\widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\widehat \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]  
\left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]    +

\Biggl[ \widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2

\Biggr] \bigl( 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr) \right\}       +
\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(t).

Позначивши \scrX 1(t) = [X1(t), X2(t)], одержимо

\scrX 1(t)\scrQ  - 
1 = [X1(t), X2(t)]

\Biggl[ \widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2

\Biggr] 
= X1(t) \widetilde Q - 

1 +X2(t) \widetilde Q - 
2 ,

\scrX 1(t)\scrP N(\scrQ 1) = [X1(t), X2(t)]

\left[  \scrP N(Q1)
\widetilde \scrP 
N( \widehat Q2)

\widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\widehat \scrP 
N( \widehat Q3)

\right]  
=

\Bigl[ 
X1(t)\scrP N(Q1), X1(t) \widetilde \scrP N( \widehat Q2)

+X2(t)\scrP N( \widehat Q2)
, X1(t) \widetilde \scrP N( \widehat Q3)

+X2(t) \widehat \scrP N( \widehat Q3)

\Bigr] 
.

Тодi загальний розв’язок крайової задачi (3), (4) запишемо у виглядi

z(t) = \scrX 1(t)\scrP N(\scrQ 1)

\left[    
\^c1

\^c2

\^u

\right]    + \scrX 1(t)\scrQ  - 
1 \alpha +

\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(t) - \scrX 1(t)\scrQ  - 

1 \ell 
\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(\cdot ). (48)

Пiдставивши (47) у (44), здобудемо загальний вигляд керування u(t), при якому крайова
задача (1), (2) буде розв’язною:

u(t) = \Phi (t)\scrP 
N( \widehat Q3)

\^u+ \Phi (t) \widetilde Q - 
3

\bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - 
r f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} 
, (49)

де \^u \in \bfB 3 — довiльний елемент.
Теорема 4. Нехай D \in \bfG \bfI (\bfB 1 \times \bfB 1,\bfB 1 \times \bfB 1), S \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB 1 \times \bfB 1) — узагальнено

оборотнi оператори i \scrP YL
= \scrP YS

\scrP YD
= 0.

Тодi, якщо оператори Q1 \in \bfG \bfI (\bfB 1,\bfB ), \widehat Q2 \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB ) i \widehat Q3 \in \bfG \bfI (\bfB 3,\bfB ) узагальнено
оборотнi, то крайова задача з керуванням (41), (42) розв’язна для тих i лише тих f(t) \in 
\bfC (\scrI ,\bfB 2) i \alpha \in \bfB , якi задовольняють умову

\scrP Y\scrQ 1

\bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - 1
r f

\bigr) 
(\cdot )

\bigr\} 
= 0,

при виконаннi якої вона має сiм’ю розв’язкiв (48).
При цьому вона має сiм’ю допустимих керувань (49).
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2.2.2. Розглянемо питання про однозначну розв’язнiсть iнтегро-диференцiального рiв-
няння (3). З формул (13) маємо, що X1(t) i X2(t) будуть дорiвнювати нулю, коли \scrP N(D) = 0
i \scrP N(S) = 0. Але рiвнiсть нулю проєктора \scrP N(D) обумовлює рiвнiсть нулю проєктора \scrP YD

,
а це означає, що оператор S рiвний нулю, а \scrP N(S) = I\bfB 2 . Тобто X2(t) не може бути
нульовим.

Тому розглянемо випадок, коли \scrP N(D) = 0, тобто iнтегральне рiвняння (6) однозначно
i всюди розв’язне, а оператор L1 має обернений оператор L - 1

1 .

Розв’язок рiвняння (6) у цьому випадку має вигляд

y(t) =
\bigl( 
L - 1
1 g

\bigr) 
(t),

де L - 1
1 —обернений оператор до iнтегрального оператора L1, дiя якого на вектор-функцiю

g(t) вiдбувається за правилом

\bigl( 
L - 1
1 g

\bigr) 
(t) = g(t) +M(t)D - 1

b\int 
a

N(s)g(s) ds.

Пiдставивши g(t) = f(t) + P (t)Wc2, отримаємо загальний розв’язок iнтегрального
рiвняння (6)

y(t) =
\bigl( 
L - 1
1 P

\bigr) 
(t)Wc2 +

\bigl( 
L - 1
1 f

\bigr) 
(t),

де

\bigl( 
L - 1
1 P

\bigr) 
(t) = P (t) +M(t)D - 1

b\int 
a

N(s)P (s) ds,

\bigl( 
L - 1
1 f

\bigr) 
(t) = f(t) +M(t)D - 1

b\int 
a

N(s)f(s) ds.

Враховуючи замiну (5), знайдемо загальний розв’язок iнтегро-диференцiального рiв-
няння (3) без керування

z(t) = X2(t)\=c2 +
\Bigl( \widetilde L - 1

1 f
\Bigr) 
(t), (50)

де \=c2 = c2 \in \bfB 2 — довiльний елемент,

X2(t) =
\Bigl( \widetilde L - 1

1 P
\Bigr) 
(t)W + I\bfB 2 ,

\Bigl( \widetilde L - 1
1 f

\Bigr) 
(t) =

t\int 
a

\bigl( 
L - 1
1 f

\bigr) 
(s) ds,

\Bigl( \widetilde L - 1
1 P

\Bigr) 
(t) =

t\int 
a

\bigl( 
L - 1
1 P

\bigr) 
(s) ds.
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Як i ранiше, керування u(t) будемо шукати у виглядi u(t) = \Phi (t)\=u, де \=u — довiльний
елемент банахового простору \bfB 3.

Пiдставивши розв’язок (50) у крайову умову (2), отримаємо операторне рiвняння сто-
совно \=c2 i \=u :

\ell z(\cdot ) = \ell X2(\cdot )\=c2 + \ell 
\Bigl( \widetilde L - 1

1 f
\Bigr) 
(\cdot ) = \alpha +G\Phi (\cdot )\=u.

Позначивши

Q2 = \ell X2(\cdot ), Q2 : \bfB 2 \rightarrow \bfB , Q3 =  - G\Phi (\cdot ), Q3 : \bfB 3 \rightarrow \bfB .

пiсля перетворень будемо мати

\scrQ 2

\Biggl[ 
\=c2

\=u

\Biggr] 
= \alpha  - \ell 

\Bigl( \widetilde L - 1
1 f

\Bigr) 
(\cdot ), (51)

де \scrQ 2 = [Q2, Q3].
Нехай оператори Q2 \in \bfG \bfI (\bfB 1,\bfB ) i \widehat Q3 = \scrP YQ2

Q3 \in \bfG \bfI (\bfB 3,\bfB ) узагальнено оборотнi.
Тодi iснують обмеженi проєктори \scrP N(Q2) : \bfB 2 \rightarrow N(Q2), \scrP YQ2

: \bfB \rightarrow \bfB \ominus R(Q2) i \scrP N( \widehat Q3) :

\bfB 3 \rightarrow N
\Bigl( \widehat Q3

\Bigr) 
, \scrP Y \widehat Q3

: \bfB \rightarrow \bfB \ominus R
\Bigl( \widehat Q3

\Bigr) 
[17], а також обмеженi узагальнено оберненi

оператори Q - 
2 ,

\widehat Q - 
3 [14]. У цьому випадку операторна матриця \scrQ 2 = [Q2, Q3] узагальнено

оборотна [19, с. 545] i для неї iснує обмежена узагальнено обернена операторна матриця

\scrQ  - 
2 =

\left[  Q - 
2

\Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP YQ2

\Bigr) 
\widehat Q - 
3 \scrP YQ2

\right]  . (52)

При цьому обмеженi проєктори \scrP Y\scrQ 2
i \scrP N(\scrQ 2) мають вигляд

\scrP Y\scrQ 2
= \scrP Y \widehat Q3

\scrP YQ2
, \scrP N(\scrQ 2) =

\Biggl[ 
\scrP N(Q2)  - Q - 

2 Q3\scrP N( \widehat Q3)

0 \scrP 
N( \widehat Q3)

\Biggr] 
. (53)

Таким чином, рiвняння (51) нормально розв’язне i при виконаннi умови [14]

\scrP Y\scrQ 2

\Bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\Bigl( \widetilde L - 1
1 f

\Bigr) 
(\cdot )

\Bigr\} 
= 0

i лише при нiй має сiм’ю розв’язкiв\Biggl[ 
\=c2

\=u

\Biggr] 
= \scrP N(\scrQ 2)

\Biggl[ 
\^c2

\^u

\Biggr] 
 - \scrQ  - 

2

\Bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\Bigl( \widetilde L - 1
1 f

\Bigr) 
(\cdot )

\Bigr\} 
, (54)

де \scrP N(Q), \scrP YQ
, Q - визначено рiвностями (52), (53).

Позначивши

\widetilde Q - 
2 = Q - 

2

\Bigl( 
I\bfB  - Q3

\widehat Q - 
3 \scrP YQ2

\Bigr) 
, \widetilde Q - 

3 = \widehat Q - 
3 \scrP YQ2

,

\widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

=  - Q - 
2 Q3\scrP N( \widehat Q3)

,
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з (54) з урахуванням (53) отримаємо

\=c2 = \scrP N(Q2)\^c2 +
\widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

\^u+ \widetilde Q - 
2

\Bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\Bigl( \widetilde L - 1
1 f

\Bigr) 
(\cdot )

\Bigr\} 
, (55)

\=u = \scrP 
N( \widehat Q3)

\^u+ \widetilde Q - 
3

\Bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\Bigl( \widetilde L - 1
1 f

\Bigr) 
(\cdot )

\Bigr\} 
, (56)

де \^c2 \in \bfB 2, \^u \in \bfB 3 — довiльнi елементи.
Пiдставивши (55), (56) у (50), отримаємо загальний розв’язок крайової задачi (1), (2)

z(t) = X2(t)
\Bigl[ 
\scrP N(Q2)\^c2 +

\widetilde \scrP 
N( \widehat Q3)

\^u
\Bigr] 
+ \widetilde Q - 

2

\Bigl( 
\alpha  - \ell 

\Bigl( \widetilde L - 1
1 f

\Bigr) 
(\cdot )

\Bigr) 
+
\Bigl( \widetilde L - 1

1 f
\Bigr) 
(t). (57)

Теорема 5. Нехай оператор D : \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow \bfB 1 \times \bfB 1 оборотний.
Тодi, якщо Q2 \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB ) та \widehat Q3 \in \bfG \bfI (\bfB 3,\bfB ) — узагальнено оборотнi оператори, то

крайова задача з керуванням (3), (4) розв’язна для тих i лише тих f(t) \in \bfC (\scrI ,\bfB 2) i \alpha \in \bfB ,
якi задовольняють умову

\scrP Y\scrQ 2

\Bigl\{ 
\alpha  - \ell 

\Bigl( \widetilde L - 1
1 f

\Bigr) 
(\cdot )

\Bigr\} 
= 0,

при виконаннi якої вона має сiм’ю розв’язкiв (57).
При цьому вона має сiм’ю допустимих керувань (56).
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