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For the Lax-type Hamiltonian flows on the dual space to the Lie algebra of fractional integro-differential
operators, we develop the rational factorizationmethodwhich allows one to obtain new integrable hierarchi-
es of nonlinear fractional-differential dynamical systems on the Lie algebra of ordinary integro-differential
operators and infinite sequences of their conservation laws. By using the Backlund transformation, we
show that the system of two such flows for a pair of fractional integro-differential operators related by a
guage transformation is equivalent to a system of two evolutionary equations for the fractional differential
operators which determine the corresponding rational factorization and find the Hamiltonian representati-
on for this system of evolutionary equations. We establish that its quasiclassical approximation is a system
of two evolutionary equations for polynomials of fractional degree of some complex parameter.

Themethod is used for the construction of a new integrable hierarchy of nonlinear fractional-differential
systems on the Lie algebra of ordinary integro-differential operators and an infinite sequence of its
conservation laws as well as a new integrable hierarchy of hydrodynamic Benney-type systems, which is
its quasiclassical approximation.

Для гамiльтонових потокiв типу Лакса на спряженому просторi до алгебри Лi дробових iнтегро-
диференцiальних операторiв розвиненометод рацiональноїфакторизацiї, якийдозволяє отримувати
новi iнтегровнi iєрархiї нелiнiйних дробово-диференцiальних динамiчних систем на алгебрi Лi зви-
чайних iнтегро-диференцiальних операторiв i нескiнченнi послiдовностi їхнiх законiв збереження.
За допомогою перетворення Беклунда показано, що система двох таких потокiв для пари дробових
iнтегро-диференцiальних операторiв, пов’язаних перетворенням подiбностi, еквiвалентна системi
двох еволюцiйних рiвнянь для дробових диференцiальних операторiв, що задають вiдповiдну рацiо-
нальну факторизацiю, знайдено гамiльтонове зображення для цiєї системи еволюцiйних рiвнянь.
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Встановлено, що її квазiкласичним наближенням є система двох еволюцiйних рiвнянь для дробових
символiв у виглядi полiномiв за дробовим степенем деякого комплексного параметра.

Метод використано дляпобудовинової iнтегровної iєрархiї нелiнiйнихдробово-диференцiальних
систем на алгебрi Лi звичайних iнтегро-диференцiальних операторiв та нескiнченної послiдовностi
її законiв збереження, а також нової iнтегровної iєрархiї гiдродинамiчних систем типу Беннi як її
квазiкласичного наближення.

1. Вступ. Нелiнiйнi динамiчнi системи, що мiстять дробовi похiднi за просторовою змiн-
ною, широко застосовуються для математичного моделювання руху хвиль у середовищах
iз самоподiбною неоднорiднiстю, фiзичних процесiв iз пам’яттю та iн. [1, 2]. Дослiдження
iнтегровностi таких систем є достатньо складним завданням, яке в окремих випадках може
бути вирiшене за допомогою Лi-алгебраїчних пiдходiв. У статтi [3] введено алгебру Лi дро-
бових iнтегро-диференцiальних операторiв iз iнварiантним стосовно комутатора скаляр-
ним добутком i розвинено Лi-алгебраїчний метод побудови iнтегровних iєрархiй нелiнiй-
них дробово-диференцiальних динамiчних систем на алгебрi Лi iнтегро-диференцiальних
операторiв, що мають нескiнченнi послiдовностi законiв збереження, з використанням
цiєї нової алгебри Лi. Згiдно з запропонованим методом системи такого типу виникають у
результатi редукування гамiльтонових потокiв типу Лакса, породжених \scrR -деформованою
дужкою Лi –Пуассона [3 – 9] i iнварiантами Казимiра на спряженому просторi до алгебри
Лi дробових iнтегро-диференцiальних операторiв, на орбiти коприєднаної дiї вiдповiдної
групи Лi.

Показано, що квазiкласичними наближеннями [7, 10, 11] побудованих систем є iнте-
гровнi гiдродинамiчнi системи типу Беннi [7, 10, 12 – 14] з нескiнченними послiдовностями
законiв збереження.

Новi iнтегровнi iєрархiї нелiнiйних дробово-диференцiальних систем, заданих на ал-
гебрi Лi iнтегро-диференцiальних операторiв, i пов’язанi з ними квазiкласичним набли-
женням новi iєрархiї гiдродинамiчних систем типу Беннi можна отримати за допомогою
рацiональної факторизацiї гамiльтонових потокiв типу Лакса на спряженому просторi до
алгебри Лi дробових iнтегро-диференцiальних операторiв.

Метод рацiональної факторизацiї для опису нових класiв iнтегровних нелiнiйних ди-
намiчних систем на функцiональних многовидах ранiше розглядався у роботах Л. Дiкого,
I. Кричевера, Д. Блекмора й А. Прикарпатського, М. Вовк, О. Гентош та iн. Такi систе-
ми отримувалися в результатi редукування на коприєднанi орбiти груп Лi, асоцiйованих
iз алгеброю Лi звичайних iнтегро-диференцiальних операторiв [15 – 17] i її центральним
розширенням [18], алгеброюЛi формальних рядiв Лорана за оператором зсуву неперервної
незалежної змiнної та її центральним розширенням [19], систем еволюцiйних рiвнянь для
двох операторiв, якi рацiонально факторизують елементи вiдповiдного спряженого про-
стору, з урахуванням породженого рацiональною факторизацiєю перетворення Беклунда
[7, 17]. Гамiльтонова структура систем такого типу, що виникають у результатi рацiональ-
ної факторизацiї потокiв Лакса на спряженому просторi до алгебри Лi звичайних iнтегро-
диференцiальних операторiв, за допомогою рiзних Лi-алгебраїчних пiдходiв вивчалась у
роботах [17, 20].

У цiй статтi метод рацiональної факторизацiї буде розвинено для гамiльтонових пото-
кiв типу Лакса на спряженому просторi до введеної у [3] алгебри Лi дробових iнтегро-
диференцiальних операторiв, надiленої iнварiантним стосовно комутатора скалярним до-
бутком. Цей метод дозволить конструювати новi iнтегровнi iєрархiї нелiнiйних динамiч-
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них систем, що мiстять дробовi похiднi за просторовою змiнною, на алгебрi Лi звичайних
iнтегро-диференцiальних операторiв, якi при квазiкласичному наближеннi задають новi
iнтегровнi iєрархiї гiдродинамiчних систем типу Беннi з нескiнченними послiдовностями
законiв збереження.

У п. 2 наведено деякi властивостi дробової похiдної Рiмана –Лiувiлля та алгебри дробо-
вих iнтегро-диференцiальних операторiв, необхiднi для розумiння змiсту статтi, доведено
два твердження про властивостi цiєї алгебри, якi були сформульованi без доведень у ро-
ботi [3], та описано загальну схему конструювання гамiльтонових потокiв типу Лакса на
її спряженому просторi. Пункт 3 мiстить теоретичне обґрунтування методу рацiональної
факторизацiї для алгебри Лi дробових iнтегро-диференцiальних операторiв, який дозволяє
отримувати новi iєрархiї iнтегровних нелiнiйних дробово-диференцiальних систем, зада-
них на алгебрi Лi звичайних iнтегро-диференцiальних операторiв. Доведено еквiвалент-
нiсть системи двох гамiльтонових потокiв типу Лакса на спряженому просторi до алгебри
Лi дробових iнтегро-диференцiальних операторiв i системи двох еволюцiйних рiвнянь для
дробових диференцiальних операторiв, що задають рацiональну факторизацiю вiдповiд-
них дробових iнтегро-диференцiальних операторiв, пов’язаних перетворенням подiбностi,
дослiджено гамiльтонову структуру згаданої системи двох еволюцiйних рiвнянь. У п. 4
розглянуто квазiкласичне наближення цiєї системи, з використанням розвиненого мето-
ду побудовано нову iнтегровну iєрархiю нелiнiйних дробово-диференцiальних систем на
алгебрi Лi звичайних iнтегро-диференцiальних операторiв i нескiнченну послiдовнiсть її
законiв збереження, а також нову iнтегровну iєрархiю гiдродинамiчних систем типу Беннi
як її квазiкласичне наближення.

2. Загальна Лi-алгебраїчна схема. Розглянемо алгебру \BbbA \alpha := \BbbA 0

\bigl\{ \bigl\{ 
D\alpha , D - \alpha 

\bigr\} \bigr\} 
[3], яку

утворюють дробовi iнтегро-диференцiальнi оператори у виглядi

a\alpha :=
\sum 
j\in \BbbZ +

ajD
\alpha (p\alpha  - j) \in \BbbA \alpha ,

де aj \in \BbbA 0, j \in \BbbZ +, p\alpha \in \BbbZ + — порядок дробового iнтегро-диференцiального оператора,
\BbbA 0 := A

\bigl\{ \bigl\{ 
D,D - 1

\bigr\} \bigr\} 
— алгебра Лi iнтегро-диференцiальних операторiв, елементами якої

є формальнi ряди Лорана за оператором звичайної просторової похiдної D : A \rightarrow A з
коефiцiєнтами, що належать алгебрi функцiй A := W\infty 

2 (\BbbR ;\BbbC )\cap W\infty 
\infty (\BbbR ;\BbbC ), D\alpha : A \rightarrow A —

оператор дробової похiдної Рiмана –Лiувiлля, \alpha \in \BbbC \# := \{ z \in \BbbC \setminus \BbbZ | Re z \not =0\} , який дiє за
правилом

D\alpha a(x) :=
1

\Gamma ( - \alpha )

x\int 
 - \infty 

a(y)dy

(x - y)\alpha +1
,

якщо Re\alpha < 0, i

D\alpha a(x) :=
1

\Gamma (n - \alpha )

dn

dxn

x\int 
 - \infty 

a(y)dy

(x - y)\alpha  - n+1
,

якщо Re\alpha > 0, [Re\alpha ] + 1 = n \in \BbbZ +, \Gamma (\cdot ) — гамма-функцiя Ейлера. Дробова похiдна має
властивiсть напiвгрупи [21], тобто

D\alpha (D\beta a) = D\alpha +\beta a (1)

для будь-якого a \in A, а також для неї виконується узагальнене правило Лейбнiца
[11, 21 – 23]
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D\alpha (a \cdot b) :=
\sum 
k\in \BbbZ +

\biggl( 
\alpha 

k

\biggr) 
(Dka) \cdot (D\alpha  - kb), (2)

де a, b \in A та
\biggl( 
\alpha 

k

\biggr) 
:=

\Gamma (\alpha + 1)

\Gamma (k + 1)\Gamma (\alpha  - k + 1)
для будь-якого k \in \BbbZ +.

Спряжений до дробової похiдної Рiмана –Лiувiлля D\alpha оператор
\bigl( 
D\alpha 
\bigr) \ast стосовно ска-

лярного добутку на алгебрi функцiй A

(a, b) =

\int 
\BbbR 

a(x)b(x) dx, a, b \in A,

задовольняє рiвнiсть
((D\alpha )\ast , b) = (a,D\alpha b),

для будь-яких a, b \in A i має вигляд

(D\alpha )\ast a(x) :=
( - 1)n

\Gamma (n - \alpha )

x\int 
 - \infty 

da(n - 1)(y)

(y  - x)\alpha  - n+1
,

для будь-якої функцiї f \in A i n = [Re\alpha ] + 1 \in \BbbZ +.

У статтi [3] сформульовано без доведень два твердження про властивостi алгебри \BbbA \alpha .

Твердження 1 [3]. Алгебра \BbbA \alpha , \alpha \in \BbbC \#, є асоцiативною та некомутативною стосовно
бiлiнiйної операцiї множення \circ : \BbbA \alpha \times \BbbA \alpha \rightarrow \BbbA \alpha , яка згiдно з формулою (2) дiє за правилом

D\alpha \circ a\alpha :=
\sum 
k\in \BbbZ +

\biggl( 
\alpha 

k

\biggr) \Bigl( 
Dka\alpha 

\Bigr) 
\circ D\alpha  - k,

тобто виконується рiвнiсть

(a\alpha \circ b\alpha ) \circ c\alpha = a\alpha \circ (b\alpha \circ c\alpha ) (3)

для будь-яких a\alpha , b\alpha i c\alpha \in \BbbA \alpha .

Доведення. Для довiльних елементiв a\alpha , b\alpha i c\alpha \in \BbbA \alpha у виглядi

a\alpha :=
\sum 
j\in \BbbZ +

a\alpha ,jD
\alpha (p\alpha  - j), p\alpha \in \BbbZ +,

b\alpha :=
\sum 
i\in \BbbZ +

b\alpha ,iD
\alpha (n\alpha  - i), n\alpha \in \BbbZ +,

c\alpha :=
\sum 
k\in \BbbZ +

c\alpha ,kD
\alpha (r\alpha  - k), r\alpha \in \BbbZ +,

з урахуванням спiввiдношення

D\alpha iqD - \alpha i =
\sum 
k\in \BbbZ +

\biggl( 
\alpha i

k

\biggr) \Bigl( 
Dkq

\Bigr) 
D - k = (P(\alpha i)q), (4)
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де q \in \BbbA 0 i i \in \BbbZ , та властивостi (1) знаходимо

(a\alpha \circ b\alpha ) \circ c\alpha =
\sum 
k\in \BbbZ +

\left(  \sum 
j,i\in \BbbZ +

a\alpha ,jD
\alpha (p\alpha  - j)b\alpha ,iD

\alpha (n\alpha  - i)

\right)  c\alpha ,kD
\alpha (r\alpha  - k)

=
\sum 

j,i,k\in \BbbZ +

\Bigl( 
a\alpha ,jD

\alpha (p\alpha  - j)D\alpha (n\alpha  - i)
\bigl( 
P\alpha ( - n\alpha +i)b\alpha ,i

\bigr) \Bigr) 
c\alpha ,kD

\alpha (r\alpha  - k)

=
\sum 

j,i,k\in \BbbZ +

a\alpha ,jD
\alpha ((p\alpha  - j)+(n\alpha  - i))(P\alpha ( - n\alpha +i)b\alpha ,i)c\alpha ,kD

\alpha (r\alpha  - k)

i

a\alpha \circ (b\alpha \circ c\alpha ) =
\sum 
j\in \BbbZ +

a\alpha ,jD
\alpha (p\alpha  - j)

\left(  \sum 
i,k\in \BbbZ +

b\alpha ,iD
\alpha (n\alpha  - i)c\alpha ,kD

\alpha (r\alpha  - k)

\right)  
=

\sum 
j,i,k\in \BbbZ +

a\alpha ,jD
\alpha (p\alpha  - j)

\Bigl( 
D\alpha (n\alpha  - i)

\bigl( 
P\alpha ( - n\alpha +i)b\alpha ,i

\bigr) 
c\alpha ,kD

\alpha (r\alpha  - k)
\Bigr) 

=
\sum 

j,i,k\in \BbbZ +

a\alpha ,jD
\alpha ((p\alpha  - j)+(n\alpha  - i))(P\alpha ( - n\alpha +i)b\alpha ,i)c\alpha ,kD

\alpha (r\alpha  - k).

Тобто виконується рiвнiсть (3).
Твердження 1 доведено.
Асоцiативнiсть алгебри \BbbA \alpha дозволяє ввести на нiй звичайний комутатор

ada\alpha b\alpha := [a\alpha , b\alpha ] = a\alpha \circ b\alpha  - b\alpha \circ a\alpha , (5)

для будь-яких a\alpha , b\alpha \in \BbbA \alpha , тобто кососиметричну бiлiнiйну форму, яка задовольняє тотож-
нiсть Якобi

[[a\alpha ,b\alpha ], c\alpha ] + [[c\alpha , a\alpha ],b\alpha ] + [[b\alpha , c\alpha ], a\alpha ] = 0

для будь-яких a\alpha , b\alpha , c\alpha \in \BbbA \alpha . Комутатор (5) перетворює алгебру \BbbA \alpha на алгебру Лi.
Розглянемо на \BbbA \alpha функцiонал слiду типу Адлера [3 – 9, 24] у виглядi

Tr a\alpha :=

\int 
\BbbR 

resD
\bigl( 
resD\alpha 

\bigl( 
a\alpha \circ D - \alpha 

\bigr) \bigr) 
dx, (6)

де resD\alpha позначає коефiцiєнт при D - \alpha у розвиненнi дробового iнтегро-диференцiального
оператора, resD — коефiцiєнт при D - 1 у розвиненнi звичайного iнтегро-диференцiально-
го оператора.

Твердження 2 [3]. Для будь-яких елементiв a\alpha i b\alpha \in \BbbA \alpha функцiонал слiду (6) задоволь-
няє таке спiввiдношення:

Tr [a\alpha , b\alpha ] = 0. (7)
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Доведення. Для довiльних елементiв a\alpha i b\alpha \in \BbbA \alpha у виглядi

a\alpha :=
\sum 
j\in \BbbZ +

a\alpha ,jD
\alpha (p\alpha  - j), p\alpha \in \BbbZ +,

b\alpha :=
\sum 
i\in \BbbZ +

b\alpha ,iD
\alpha (n\alpha  - i), n\alpha \in \BbbZ +,

з урахуванням спiввiдношення (4) отримуємо

Tr(a\alpha \circ b\alpha ) =
\int 
\BbbR 

resD
\sum 
j\in \BbbZ +

\Bigl( 
a\alpha ,jD

\alpha (p\alpha  - j)b\alpha , - jD
\alpha ( - p\alpha +j)

\Bigr) 

=

\int 
\BbbR 

resD
\sum 
j\in \BbbZ +

\bigl( 
a\alpha ,j(P(\alpha (p\alpha  - j))b\alpha , - j)

\bigr) 
i

Tr(b\alpha \circ a\alpha ) =
\int 
\BbbR 

resD
\sum 
j\in \BbbZ +

\Bigl( 
b\alpha , - jD

\alpha ( - p\alpha +j)a\alpha ,jD
\alpha (p\alpha  - j)

\Bigr) 

=

\int 
\BbbR 

resD
\sum 
j\in \BbbZ +

\Bigl( 
D\alpha ( - p\alpha +j)(P(\alpha (p\alpha  - j))b\alpha , - j)a\alpha ,jD

\alpha (p\alpha  - j)
\Bigr) 

=

\int 
\BbbR 

resD
\sum 
j\in \BbbZ +

\bigl( 
P(\alpha ( - p\alpha +j))(P(\alpha (p\alpha  - j))b\alpha , - j)a\alpha ,j

\bigr) 

=

\int 
\BbbR 

resD
\sum 
j\in \BbbZ +

\bigl( 
(P(\alpha (p\alpha  - j))b\alpha , - j)a\alpha ,j

\bigr) 

=

\int 
\BbbR 

resD
\sum 
j\in \BbbZ +

\bigl( 
a\alpha ,j(P(\alpha (p\alpha  - j))b\alpha , - j)

\bigr) 
.

Тобто виконується рiвнiсть
Tr (b\alpha \circ a\alpha ) = Tr (a\alpha \circ b\alpha ),

що й доводить твердження.
За допомогою функцiонала слiду (6) задамо на алгебрi Лi \BbbA \alpha скалярний добуток у

виглядi

(a\alpha , b\alpha ) := Tr(a\alpha \circ b\alpha ). (8)

Асоцiативнiсть алгебри Лi \BbbA \alpha забезпечує iнварiантнiсть скалярного добутку (8) стосовно
комутатора (5), тобто має мiсце спiввiдношення

(a\alpha , [b\alpha , c\alpha ]) = ([a\alpha , b\alpha ], c\alpha ).

Алгебра Лi \BbbA \alpha розщеплюється на пряму суму двох її пiдалгебр Лi \BbbA \alpha ,+,\BbbA \alpha , - \subset \BbbA \alpha :

\BbbA \alpha = \BbbA \alpha ,+ \oplus \BbbA \alpha , - ,
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де

\BbbA \alpha ,+ :=
\bigcup 

p\alpha \in \BbbZ +

\left\{   a\alpha \in \scrL \alpha : a\alpha :=
\sum 

j=0,p\alpha 

\^a\alpha ,jD
\alpha (p\alpha  - j), p\alpha \in \BbbZ +

\right\}   ,

\BbbA \alpha , - :=

\left\{   a\alpha \in \scrL \alpha : a\alpha =
\sum 
j\in \BbbZ +

\^a\alpha ,jD
 - \alpha j

\right\}   ,

що дозволяє ввести на нiй ще один комутатор

[a\alpha ,b\alpha ]\scrR = [\scrR a\alpha ,b\alpha ] + [a\alpha ,\scrR b\alpha ], (9)

\scrR = (P+  - P - )/2.

Тут оператори P+ i P - позначають проєктори на пiдалгебри Лi \BbbA \alpha ,+ i \BbbA \alpha , - вiдповiдно,
тобто

P\pm \BbbA \alpha = \BbbA \alpha ,\pm , P\pm \BbbA \alpha ,\mp = 0,

а оператор \scrR : \BbbA \alpha \rightarrow \BbbA \alpha задовольняє модифiковане рiвняння Янга – Бакстера [4 – 8]

\scrR [a\alpha , b\alpha ]\scrR  - [\scrR a\alpha ,\scrR b\alpha ] = [a\alpha ,b\alpha ]/4

для будь-яких a\alpha , b\alpha \in \BbbA \alpha . За допомогою скалярного добутку (8) можна ототожнити
простори

\BbbA \ast 
\alpha \simeq \BbbA \alpha , \BbbA \ast 

\alpha ,+ \simeq \BbbA \alpha , - \circ D\alpha , \BbbA \ast 
\alpha , - \simeq \BbbA \alpha ,+ \circ D\alpha .

На спряженому просторi \BbbA \ast 
\alpha до алгебри Лi \BbbA \alpha стосовно скалярного добутку (8) комута-

тор (9) породжує у довiльнiй точцi l\alpha \in \BbbA \ast 
\alpha , що має вигляд:

l\alpha :=
\sum 
j\in \BbbZ +

ljD
\alpha (m\alpha  - j),

де lj \in \BbbA 0, j \in \BbbZ +, m\alpha \in \BbbZ +, \scrR -деформовану дужку Лi –Пуассона [3 – 9]

\{ \gamma , \mu \} \scrR (l\alpha ) =
\bigl( 
l\alpha , [\nabla \gamma (l\alpha ),\nabla \mu (l\alpha )]\scrR 

\bigr) 
:=
\bigl( 
\nabla \gamma (l\alpha ),\Theta \nabla \mu (l\alpha )

\bigr) 
, (10)

де \gamma , \mu \in \scrD (\BbbA \ast 
\alpha ) — гладкi за Фреше функцiонали на \BbbA \ast 

\alpha \simeq \BbbA \alpha , \Theta : T \ast \bigl( \BbbA \ast 
\alpha 

\bigr) 
\rightarrow T

\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha 

\bigr) 
—

оператор Пуассона, який породжує дужку Лi –Пуассона (10) i дiє за правилом

\Theta : \nabla \gamma (l\alpha ) \mapsto \rightarrow 
\bigl[ 
l\alpha , (\nabla \gamma (l\alpha ))+

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr] 
>0

або
\Theta : \nabla \gamma (l\alpha ) \mapsto \rightarrow  - 

\bigl[ 
l\alpha , (\nabla \gamma (l\alpha )) - 

\bigr] 
+
\bigl[ 
l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

для будь-якого гладкого за Фреше \gamma \in \scrD (\BbbA \ast 
\alpha ), символ “\nabla ” позначає градiєнт функцiонала

стосовно скалярного добутку (8),

\delta \gamma (l\alpha ) =
\bigl( 
\delta l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr) 
,
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нижнi iндекси “\pm ” позначають проєкцiї дробового iнтегро-диференцiального оператора
на пiдалгебри Лi \BbbA \alpha ,\pm \subset \BbbA \alpha вiдповiдно, нижнiй iндекс “> 0” — проєкцiю на пiдалгебру
Лi \BbbA \alpha ,>0 \subset \BbbA \alpha , \BbbA \alpha ,>0 \simeq \BbbA \alpha ,+ \circ D\alpha , нижнiй iндекс “\leq 0” — проєкцiю на пiдалгебру Лi
\BbbA \alpha ,\leq 0 \subset \BbbA \alpha , \BbbA \alpha ,\leq 0 \simeq \BbbA \alpha , - \circ D\alpha , T (\BbbA \alpha ) i T \ast \bigl( \BbbA \ast 

\alpha 

\bigr) 
— дотичний i кодотичний простори до

\BbbA \ast 
\alpha вiдповiдно.
Будь-який функцiонал Казимiра \gamma \in \scrI (\BbbA \ast 

\alpha ) як iнварiант коприєднаної дiї абстрактної
групи Лi G\alpha := exp \BbbA \alpha \simeq I+\BbbA \alpha (I \in G\alpha —одиничний оператор), асоцiйованої з алгеброю
Лi \BbbA \alpha , у точцi l\alpha \in \BbbA \ast 

\alpha задовольняє спiввiдношення

ad\ast \nabla \gamma (l\alpha )
l\alpha = 0,

де оператор ad\ast позначає коприєднану дiю алгебри Лi \BbbA \alpha на її спряженому просторi, тобто\bigl( 
ad\ast a\alpha l\alpha , b\alpha 

\bigr) 
=  - (l\alpha , ada\alpha b\alpha ),

еквiвалентне рiвностi
[l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )] = 0.

Зокрема, iнварiанти Казимiра \gamma n \in \scrI (\BbbA \ast 
\alpha ), n \in \BbbN , можуть бути вибранi у виглядi

\gamma n(l\alpha ) =
m\alpha 

n+m\alpha 

\int 
\BbbR 

resD

\Bigl( 
resD\alpha l(n+m\alpha )/m\alpha 

\alpha \circ D - \alpha 
\Bigr) 
dx. (11)

Цi функцiонали i дужка Лi –Пуассона (10) задають на \BbbA \ast 
\alpha iєрархiю гамiльтонових потокiв

типу Лакса у виглядi
dl\alpha /dtn =

\bigl\{ 
l\alpha , \gamma n(l\alpha )

\bigr\} 
\scrR 

або

dl\alpha /dtn =
\bigl[ 
(\nabla \gamma n(l\alpha ))+, l\alpha 

\bigr] 
, (12)

де tn \in \BbbR , n \in \BbbN , —еволюцiйнi параметри, а градiєнти iнварiантiв Казимiра у виглядi (11)
записуються так:

\nabla \gamma n(l\alpha ) = ln/m\alpha 
\alpha , n \in \BbbN .

Еволюцiйнi потоки (12) комутують один iз одним, що є наслiдком iнволютивностi iнва-
рiантiв Казимiра (11) стосовно \scrR -деформованої дужки Лi –Пуассона (10) (див., напри-
клад, [8]).

3. Рацiонально-факторизованi потоки типуЛакса та їхня гамiльтонова структура. Надалi
будемо вважати, що оператор l\alpha \in \BbbA \ast 

\alpha можна рацiонально факторизувати, тобто записати
у виглядi

l\alpha = A\alpha B
 - 1
\alpha , (13)

де A\alpha , B\alpha \in \BbbA \alpha ,+ — деякi дробовi диференцiальнi оператори порядкiв r\alpha i s\alpha \in \BbbN вiдпо-
вiдно, r\alpha \geq s\alpha , а B - 1

\alpha позначає оператор, обернений до B\alpha .
Щоботримати еволюцiйнi рiвняння для операторiв A\alpha i B\alpha , використаємоЛi-алгебраїч-

ний пiдхiд, запропонований у роботi [17] для рацiональної факторизацiї гамiльтонових
потокiв типу Лакса на спряженому просторi до алгебри Лi iнтегро-диференцiальних опе-
раторiв.
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З цiєю метою розглянемо ще одну iєрархiю гамiльтонових потокiв типу Лакса на спря-
женому просторi \BbbA \ast 

\alpha :
d\~l\alpha /dtn =

\bigl[ \bigl( 
\nabla \gamma n(\~l\alpha )

\bigr) 
+
, \~l\alpha 
\bigr] 

(14)

для деякого елемента \~l\alpha \in \BbbA \ast 
\alpha порядку m\alpha , пов’язаного з l\alpha у початковий момент часу для

будь-якого параметра tn \in \BbbR , n \in \BbbN , перетворенням подiбностi
\~l\alpha (0) = B - 1

\alpha (0)l\alpha (0)B\alpha (0), (15)
де B\alpha (0) \in \BbbA \alpha — дробовий iнтегро-диференцiальний оператор, коефiцiєнти якого не
залежать вiд tn \in \BbbR , n \in \BbbN .

Лема 1. Якщо у початковий момент часу для будь-якого параметра tn \in \BbbR , n \in \BbbN ,
елементи l\alpha i \~l\alpha \in \BbbA \ast 

\alpha , якi задовольняють рiвняння (12) i (14) вiдповiдно, пов’язанi спiввiд-
ношенням (15), то для кожного n \in \BbbN iснує такий оператор B\alpha \in \BbbA \alpha , коефiцiєнти якого
залежать вiд tn \in \BbbR , що у довiльний момент часу tn \in \BbbR маємо

\~l\alpha (tn) = B - 1
\alpha (tn)l\alpha (tn)B\alpha (tn). (16)

Доведення. Оскiльки рiвняння (12) i (14) можна записати в еквiвалентному виглядi
dl\alpha /dtn = ad\ast (\nabla \gamma n(l\alpha ))+

l\alpha ,

d\~l\alpha /dtn = ad\ast 
(\nabla \gamma n(\~l\alpha ))+

\~l\alpha ,

то для кожного n \in \BbbN iснують такi елементи g\alpha i \~g\alpha \in G\alpha , залежнi вiд параметра tn \in \BbbR ,
що розв’язки цих рiвнянь знаходимо за допомогою коприєднаної дiї Ad\ast групи Лi G\alpha на
спряженому просторi \BbbA \ast 

\alpha до її алгебри Лi \BbbA \alpha [6, 17]:
l\alpha (tn) = Ad\ast g\alpha (tn)l\alpha (0) = g\alpha (tn)l\alpha (0)g

 - 1
\alpha (tn),

\~l\alpha (tn) = Ad\ast \~g\alpha (tn)
\~l\alpha (0) = \~g\alpha (tn)\~l\alpha (0)\~g

 - 1
\alpha (tn),

(17)

де Ad\ast g\alpha (l\alpha ) = g\alpha l\alpha g
 - 1
\alpha для будь-якого g\alpha \in G\alpha , та

ad\ast a\alpha (l\alpha ) :=
d

dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=0

Ad\ast exp(a\alpha t)(l\alpha ) = [a\alpha , l\alpha ]

для будь-якого a\alpha \in \BbbA \alpha i деякого еволюцiйного параметра t \in \BbbR . У формулi (29) для
кожного n \in \BbbN елементи g\alpha i \~g\alpha \in G\alpha задовольняють лiнiйнi еволюцiйнi рiвняння

dg\alpha (tn)/dtn = (\nabla \gamma n(l\alpha ))+g\alpha (tn),

d\~g\alpha (tn)/dtn = (\nabla \gamma n(l\alpha ))+\~g\alpha (tn).
(18)

Тодi з урахуванням (15) отримуємо
\~l\alpha (tn) = \~g\alpha (tn)B

 - 1
\alpha (0)l\alpha (0)B\alpha (0)\~g

 - 1
\alpha (tn)

= \~g\alpha (tn)B
 - 1
\alpha (0)g - 1

\alpha (tn)l\alpha (tn)g\alpha (tn)B\alpha (0)\~g
 - 1
\alpha (tn)

= B - 1
\alpha (tn)l\alpha (tn)B\alpha (tn),

де
B\alpha (tn) = g\alpha (tn)B\alpha (0)\~g

 - 1
\alpha (tn).

Лему 1 доведено.
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З (16) випливає, що

\~l\alpha = B - 1
\alpha A\alpha , (19)

i справедлива така теорема.
Теорема 1. Для кожного n \in \BbbN iснують елементи g\alpha i \~g\alpha \in G\alpha , залежнi вiд параметра

tn \in \BbbR , що задовольняють лiнiйнi еволюцiйнi рiвняння (18), i виконуються рiвностi

A\alpha (tn) = g\alpha (tn)A\alpha (0)\~g
 - 1
\alpha (tn),

B\alpha (tn) = g\alpha (tn)B\alpha (0)\~g
 - 1
\alpha (tn).

Градiєнти iнварiантiв Казимiра \gamma n \in \scrI 
\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha ), n \in \BbbN , у точках l\alpha i \~l\alpha \in \BbbA \ast 

\alpha пов’язанi
спiввiдношенням

\nabla \gamma n(\~l\alpha ) = B - 1
\alpha \nabla \gamma n(l\alpha )B\alpha .

Як наслiдок з теореми 1, отримуємо систему еволюцiйних рiвнянь для дробових дифе-
ренцiальних операторiв A\alpha , B\alpha \in \BbbA \alpha ,+ у виглядi

dA\alpha /dtn =
\bigl( 
\nabla \gamma n(l\alpha )

\bigr) 
+
A\alpha  - A\alpha 

\bigl( 
\nabla \gamma n(\~l\alpha )

\bigr) 
+
,

dB\alpha /dtn =
\bigl( 
\nabla \gamma n(l\alpha )

\bigr) 
+
B\alpha  - B\alpha 

\bigl( 
\nabla \gamma n(\~l\alpha )

\bigr) 
+
.

(20)

Таким чином, довели таку теорему.
Теорема 2. При перетвореннi Беклунда P : (A\alpha , B\alpha ) \mapsto \rightarrow 

\bigl( 
l\alpha , \~l\alpha 

\bigr) 
, що дiє за правилами (13)

i (19), система двох потокiв типу Лакса (12) i (14) на прямiй сумi \BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha еквiвалентна
системi еволюцiйних рiвнянь (20) на декартовому добутку \BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+ для кожного n \in \BbbN .
Система (20) має нескiнченну послiдовнiсть законiв збереження Hn \in \scrD (\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+) у
виглядi

Hn(A\alpha , B\alpha ) := \gamma n(l\alpha )
\bigm| \bigm| 
l\alpha =A\alpha B

 - 1
\alpha 

= \gamma n(\~l\alpha )
\bigm| \bigm| 
\~l\alpha =B - 1

\alpha A\alpha 
.

На просторi \BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha можна ввести дужку Пуассона \{ ., .\} \Theta \oplus \~\Theta , задану оператором Пу-
ассона \Theta \oplus \~\Theta , де \Theta i \~\Theta — оператори Пуассона, що породжують дужку Лi –Пуассона (10)
у точках l\alpha i \~l\alpha \in \BbbA \ast вiдповiдно.

Система двох потокiв типу Лакса (12) i (14) на \BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha є гамiльтоновою стосовно дужки
Пуассона \{ ., .\} \Theta \oplus \~\Theta , а вiдповiдний гамiльтонiан має такий вигляд (див., наприклад, [25]):

\gamma n(l\alpha , \~l\alpha ) := \gamma n(l\alpha ) + \gamma n(\~l\alpha ).

Перетворення Беклунда, задане рiвностями (13) i (19), забезпечує гамiльтоновiсть си-
стеми еволюцiйних рiвнянь (20) стосовно дужки Пуассона \{ ., .\} \scrL , породженої операто-
ром Пуассона \scrL : T \ast \bigl( \BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+

\bigr) 
\rightarrow T

\bigl( 
\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+

\bigr) 
, яка є редукцiєю на пiдпростiр

\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+ \subset \BbbA \alpha \times \BbbA \alpha дужки Пуассона \{ ., .\} \=\scrL , породженої оператором Пуассона \=\scrL :
T \ast (\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha 

\bigr) 
\rightarrow T

\bigl( 
\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha ) у виглядi (див., наприклад, [7, 17])

\=\scrL =
\bigl( 
P \prime \bigr)  - 1

(\Theta \oplus \~\Theta )
\bigl( 
P \prime \ast \bigr)  - 1

, (21)

де P \prime : T
\bigl( 
\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha 

\bigr) 
\rightarrow T

\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha 

\bigr) 
—похiднаФреше перетворення Беклунда (13) i (19), P \prime \ast :

T \ast \bigl( \BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha 

\bigr) 
\rightarrow T \ast \bigl( \BbbA \alpha \times \BbbA \alpha 

\bigr) 
—спряжений до неї оператор стосовно скалярного добутку (8),
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P \prime \bigr)  - 1 i

\bigl( 
P \prime \ast \bigr)  - 1 — оберненi до них оператори. Її гамiльтонiан \=Hn \in \scrD 

\bigl( 
\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+

\bigr) 
знаходимо як редукцiю гамiльтонiана \gamma n

\bigl( 
l\alpha , \~l\alpha 

\bigr) 
\in \scrD 

\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha ) на орбiти коприєднаної дiї
групи Лi G\alpha , пов’язанi з елементами l\alpha i \~l\alpha \in \BbbA \ast 

\alpha у виглядi (13) i (19):

\=Hn(A\alpha , B\alpha ) := \gamma n(l\alpha , \~l\alpha )
\bigm| \bigm| 
l\alpha =A\alpha B

 - 1
\alpha , \~l\alpha =B - 1

\alpha A\alpha 
. (22)

За допомогою безпосереднiх обчислень отримуємо

P \prime 

\Biggl( 
h1

h2

\Biggr) 
=

\Biggl( 
(.)B - 1

\alpha  - l\alpha (.)B
 - 1
\alpha 

B - 1
\alpha (.)  - B - 1

\alpha (.)\~l\alpha 

\Biggr) \Biggl( 
h1

h2

\Biggr) 
,

P \prime \ast 

\Biggl( 
\=h1

\=h2

\Biggr) 
=

\Biggl( 
B - 1

\alpha (.) (.)B - 1
\alpha 

 - B - 1
\alpha (.)l\alpha  - \~l\alpha (.)B

 - 1
\alpha 

\Biggr) \Biggl( 
\=h1

\=h2

\Biggr) 
,

де
(h1, h2)

\top \in T(A\alpha ,B\alpha )(\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha ),
\bigl( 
\=h1, \=h2

\bigr) \top \in T \ast 
(l\alpha ,\~l\alpha )

\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha 

\bigr) 
,

T(A\alpha ,B\alpha )

\bigl( 
\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha 

\bigr) 
\subset T (\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha ) — дотичний пiдпростiр до \BbbA \alpha \times \BbbA \alpha у точцi (A\alpha , B\alpha ) i

T \ast 
(l\alpha ,\~l\alpha )

\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha 

\bigr) 
\subset T \ast \bigl( \BbbA \ast 

\alpha \oplus \BbbA \ast 
\alpha 

\bigr) 
— кодотичний пiдпростiр до \BbbA \ast 

\alpha \oplus \BbbA \ast 
\alpha у точцi

\bigl( 
l\alpha , \~l\alpha 

\bigr) 
.

Вiдповiднi оберненi оператори мають вигляд

\bigl( 
P \prime \bigr)  - 1

\Biggl( 
d1

d2

\Biggr) 
=

\Biggl( 
(.)B\alpha + l\alpha 

\bigl( 
\scrK (.)B\alpha 

\bigr) 
 - l\alpha 

\bigl( 
\scrK B\alpha (.)

\bigr) \bigl( 
\scrK (.)B\alpha 

\bigr) 
 - 
\bigl( 
\scrK B\alpha (.)

\bigr) \Biggr) \Biggl( d1
d2

\Biggr) 
,

\bigl( 
P \prime \ast \bigr)  - 1

\Biggl( 
\=d1

\=d2

\Biggr) 
=

\Biggl( 
B\alpha 

\bigl( 
\scrK \ast \~l\alpha (.)

\bigr) 
B\alpha 

\bigl( 
\scrK \ast (.)

\bigr) 
 - 
\bigl( 
\scrK \ast (.)l\alpha 

\bigr) 
B\alpha  - 

\bigl( 
\scrK \ast (.)

\bigr) 
B\alpha 

\Biggr) \Biggl( 
\=d1

\=d2

\Biggr) 
,

\scrK (.) :=
\Bigl( 
(.)\~l\alpha  - l\alpha (.)

\Bigr)  - 1
, \scrK \ast (.) :=

\Bigl( 
\~l\alpha (.) - (.)l\alpha 

\Bigr)  - 1
,

де

(d1, d2)
\top \in T(l\alpha ,\~l\alpha )

(\BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha ),
\bigl( 
\=d1, \=d2

\bigr) \top \in T \ast 
(A\alpha ,B\alpha )

(\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha ),

T(l\alpha ,\~l\alpha )
(\BbbA \ast 

\alpha \oplus \BbbA \ast 
\alpha ) \subset T (\BbbA \ast 

\alpha \oplus \BbbA \ast 
\alpha ) — дотичний пiдпростiр до \BbbA \ast 

\alpha \oplus \BbbA \ast 
\alpha у точцi

\bigl( 
l\alpha , \~l\alpha 

\bigr) 
i

T \ast 
(A\alpha ,B\alpha )

(\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha ) \subset T \ast (\BbbA \alpha \times \BbbA \alpha ) — кодотичний пiдпростiр до \BbbA \alpha \times \BbbA \alpha у точцi (A\alpha , B\alpha ).

Таким чином, для кожного n \in \BbbN систему еволюцiйних рiвнянь (20) можна записати у
гамiльтоновому виглядi

d

dtn

\Biggl( 
A\alpha 

B\alpha 

\Biggr) 
=  - \scrL 

\left(     
\delta \=Hn

\delta A\alpha 

\delta \=Hn

\delta B\alpha 

\right)     ,

де

\delta \=Hn(A\alpha , B\alpha ) =

\biggl( 
\delta A\alpha ,

\delta \=Hn

\delta A\alpha 

\biggr) 
+

\biggl( 
\delta B\alpha ,

\delta \=Hn

\delta B\alpha 

\biggr) 
,
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\delta \=Hn

\delta A\alpha 

\biggr) 
\leq 0

=
\delta \=Hn

\delta A\alpha 
,

\biggl( 
\delta \=Hn

\delta B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

=
\delta \=Hn

\delta B\alpha 
.

А отже, справедлива така теорема.
Теорема 3. Для кожного n \in \BbbN система еволюцiйних рiвнянь (20), задана на пiдпросторi

\BbbA \alpha ,+\times \BbbA \alpha ,+ \subset \BbbA \alpha \times \BbbA \alpha , є гамiльтоновою стосовно дужки Пуассона \{ ., .\} \scrL , яка є редукцiєю на
\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+ дужки Пуассона \{ ., .\} \=\scrL , породженої оператором Пуассона (21), i гамiльтонiана
\=Hn \in \scrD (\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+) у виглядi (22).

Зауважимо, що для зручностi обчислень при редукуваннi дужки Пуассона \{ ., .\} \scrL на
орбiти коприєднаної дiї групи Лi G\alpha з урахуванням перетворення Беклунда (13) i (19)
доцiльно використовувати правило, за яким дiють оператори \Theta i \~\Theta , у виглядi

\Theta : \nabla \gamma (l\alpha ) \mapsto \rightarrow  - 
\bigl[ 
l\alpha , (\nabla \gamma (l\alpha )) - 

\bigr] 
+
\bigl[ 
l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

,

\~\Theta : \nabla \gamma (\~l\alpha ) \mapsto \rightarrow  - 
\bigl[ 
\~l\alpha , (\nabla \gamma (\~l\alpha )) - 

\bigr] 
+
\bigl[ 
\~l\alpha ,\nabla \gamma (\~l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

,

а також рiвностi \bigl[ 
l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr] \bigm| \bigm| 
l\alpha =A\alpha B

 - 1
\alpha 

= A\alpha 
\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 
,

\bigl[ 
\~l\alpha ,\nabla \gamma (\~l\alpha )

\bigr] \bigm| \bigm| 
\~l\alpha =B - 1

\alpha A\alpha 
=  - 

\biggl( 
\delta H

\delta A\alpha 
A\alpha +

\delta H

\delta B\alpha 
B\alpha 

\biggr) 
,

(23)

де H \in \scrD (\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+) i

H(A\alpha , B\alpha ) := \gamma (l\alpha )| l\alpha =A\alpha B
 - 1
\alpha 

+ \gamma (\~l\alpha )
\bigm| \bigm| \bigm| 
\~l\alpha =B - 1

\alpha A\alpha 

, (24)

що виконуються для будь-якого гладкого за Фреше функцiонала \gamma \in \scrD 
\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha 

\bigr) 
.

Отримаємо оператор Пуассона \scrL : T \ast (\BbbA \alpha ,+\times \BbbA \alpha ,+) \rightarrow T (\BbbA \alpha ,+\times \BbbA \alpha ,+) у явному виглядi.
З цiєю метою розглянемо гамiльтонове векторне поле, яке породжує на \BbbA \ast 

\alpha \oplus \BbbA \ast 
\alpha оператор

Пуассона \Theta \oplus \~\Theta : T \ast \bigl( \BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha 

\bigr) 
\rightarrow T

\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha \oplus \BbbA \ast 

\alpha 

\bigr) 
за допомогою довiльного гладкого за Фреше

функцiонала \gamma \in \scrD 
\bigl( 
\BbbA \ast 
\alpha 

\bigr) 
, а саме:

dl\alpha /dt =
\bigl[ 
l\alpha , (\nabla \gamma (l\alpha )) - 

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

,

d\~l\alpha /dt =
\bigl[ 
\~l\alpha ,
\bigl( 
\nabla \gamma (\~l\alpha )

\bigr) 
 - 
\bigr] 
 - 
\bigl[ 
\~l\alpha ,\nabla \gamma (\~l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

,

де t \in \BbbR — еволюцiйний параметр.
Будемо вважати, що оператори l, \~l \in \BbbA \ast 

\alpha записанi у виглядi добуткiв

l\alpha = \v A\alpha 
\v B - 1
\alpha , \~l\alpha = \v B - 1

\alpha 
\v A\alpha ,

де \v A\alpha , \v B\alpha \in \BbbA \ast 
\alpha — деякi дробовi iнтегро-диференцiальнi оператори. Неважко перевiрити,

що оператори \v A\alpha , \v B\alpha \in \BbbA \alpha задовольняють систему еволюцiйних рiвнянь

d \v A\alpha /dt = \v A\alpha (\nabla \gamma (l\alpha )) -  - (\nabla \gamma (\~l\alpha )) - \v A\alpha +R,

d \v B\alpha /dt = \v B\alpha (\nabla \gamma (l\alpha )) -  - (\nabla \gamma (\~l\alpha )) - \v B\alpha +Q,
(25)
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де для операторiв Q,R \in \BbbA \alpha виконуються рiвностi\bigl( 
(.)\~l\alpha  - l\alpha (.)

\bigr) 
Q =  - 

\bigl[ 
l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

\v B\alpha + \v B\alpha 

\bigl[ 
\~l\alpha ,\nabla \gamma (\~l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

,

R = l\alpha Q - 
\bigl[ 
l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

\v B\alpha .

Редукована на пiдпростiр \BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+ система (25) для дробових диференцiальних опера-
торiв \v A\alpha = A\alpha i \v B\alpha = B\alpha записується так:

dA\alpha /dt =
\bigl( 
A\alpha (\nabla \gamma (l\alpha )) - 

\bigr) 
+
 - 
\bigl( 
(\nabla \gamma (\~l\alpha )) - A\alpha 

\bigr) 
+
+R+,

dB\alpha /dt =
\bigl( 
B\alpha (\nabla \gamma (l\alpha )) - 

\bigr) 
+
 - 
\bigl( 
(\nabla \gamma (\~l\alpha )) - B\alpha 

\bigr) 
+
+Q+,

Q =
\Bigl( 
\scrK 
\Bigl( 
 - 
\bigl[ 
l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

B\alpha +B\alpha 

\bigl[ 
\~l\alpha ,\nabla \gamma (\~l\alpha )

\bigr] 
\leq 0

\Bigr) \Bigr) 
,

R = l\alpha Q - [l\alpha ,\nabla \gamma (l\alpha )]\leq 0B\alpha .

З рiвностей (23) маємо

Q =  - 

\Biggl( 
\scrK 

\Biggl( \biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

B\alpha +B\alpha 

\biggl( 
\delta H

\delta A\alpha 
A\alpha +

\delta H

\delta B\alpha 
B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

\Biggr) \Biggr) 
,

R =  - A\alpha B
 - 1
\alpha 

\Biggl( 
\scrK 

\Biggl( \biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

B\alpha 

+ B\alpha 

\biggl( 
\delta H

\delta A\alpha 
A\alpha +

\delta H

\delta B\alpha 
B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

\Biggr) \Biggr) 

 - 
\biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

B\alpha ,

а також

\nabla \gamma (l\alpha ) =

\biggl( 
\scrK 1

\biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) \biggr) 
, \scrK 1(.) := ((.)l\alpha  - l\alpha (.))

 - 1,

\nabla \gamma (\~l\alpha ) =  - 
\biggl( 
\scrK 2

\biggl( 
\delta H

\delta A\alpha 
A\alpha +

\delta H

\delta B\alpha 
B\alpha 

\biggr) \biggr) 
, \scrK 2(.) :=

\Bigl( 
(.)\~l\alpha  - \~l\alpha (.)

\Bigr)  - 1
,

для гладкого за Фреше функцiонала H \in \scrD (\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+) у виглядi (24). А отже, оператор
Пуассона \scrL : T \ast \bigl( \BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+

\bigr) 
\rightarrow T

\bigl( 
\BbbA \alpha ,+ \times \BbbA \alpha ,+

\bigr) 
дiє за правилом
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\scrL :

\left(    
\delta H

\delta A\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\right)    \mapsto \rightarrow 

\left(                                              

 - 
\biggl( 
A\alpha 

\biggl( 
\scrK 1

\biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) \biggr) 
 - 

\biggr) 
+

+

\biggl( \biggl( 
\scrK 2

\biggl( 
\delta H

\delta A\alpha 
A\alpha +

\delta H

\delta B\alpha 
B\alpha 

\biggr) \biggr) 
 - 
A\alpha 

\biggr) 
+

+

\Biggl( 
A\alpha B

 - 1
\alpha 

\Biggl( 
\scrK 

\Biggl( \biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

B\alpha 

+B\alpha 

\biggl( 
\delta H

\delta A\alpha 
A\alpha +

\delta H

\delta B\alpha 
B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

\Biggr) \Biggr) 

+

\biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

B\alpha 

\Biggr) 
+

 - 
\biggl( 
B\alpha 

\biggl( 
\scrK 1

\biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) \biggr) 
 - 

\biggr) 
+

+

\biggl( \biggl( 
\scrK 2

\biggl( 
\delta H

\delta A\alpha 
A\alpha +

\delta H

\delta B\alpha 
B\alpha 

\biggr) \biggr) 
 - 
B\alpha 

\biggr) 
+

+

\Biggl( 
\scrK 

\Biggl( \biggl( 
A\alpha 

\delta H

\delta A\alpha 
+B\alpha 

\delta H

\delta B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

B\alpha 

+B\alpha 

\biggl( 
\delta H

\delta A\alpha 
A\alpha +

\delta H

\delta B\alpha 
B\alpha 

\biggr) 
\leq 0

\Biggr) \Biggr) 
+

\right)                                              

.

4. Iнтегровнi гiдродинамiчнi системи типу Беннi. Процедура редукування системи (12)
i (14) на орбiти коприєднаної дiї групи Лi G\alpha з урахуванням перетворення Беклунда
(13) i (19) дозволяє отримувати iєрархiї iнтегровних нелiнiйних динамiчних систем iз
дробовими похiдними за просторовою змiнною, що мають нескiнченнi послiдовностi за-
конiв збереження. Квазiкласичне наближення [7, 10, 11] таких систем, при якому кому-
татор (5) на алгебрi Лi \BbbA \alpha перетворюється на комутатор \{ ., .\} для елементiв алгебри Лi
\BbbB \alpha := \BbbB 0

\bigl\{ 
\xi \alpha , \xi  - \alpha 

\bigr\} 
дробових символiв [3]

a\alpha (x; \xi ) :=
\sum 
j\in \BbbZ +

aj(x; \xi )\xi 
\alpha (p\alpha  - j) \in \BbbB \alpha ,

де aj \in \BbbB 0 := A\{ \xi , \xi  - 1\} , j \in \BbbZ +, p\alpha \in \BbbZ + — порядок елемента a\alpha , (x, \xi ) \in \BbbR \times \BbbC , у такий
спосiб:

\{ a\alpha , b\alpha \} =
\partial a\alpha 
\partial \xi 

\partial b\alpha 
\partial x

 - \partial b\alpha 
\partial \xi 

\partial a\alpha 
\partial x

:= lim
\varepsilon \rightarrow 0

\varepsilon  - 1
\bigl[ 
a\alpha ,b\alpha 

\bigr] \bigm| \bigm| 
D\rightarrow \xi , \partial 

\partial x
(.)\rightarrow \varepsilon \partial 

\partial x
(.)
, (26)

де a\alpha , b\alpha \in \BbbB \alpha i a\alpha ,b\alpha \in \BbbA \alpha , приводить до нових iєрархiй гiдродинамiчних систем типу
Беннi [3, 7, 10, 12 – 14]. З iншого боку, згаданi гiдродинамiчнi системи можна розглядати
як редукцiї системи рацiонально-факторизованих гамiльтонових потокiв на спряженому
просторi \BbbB \ast 

\alpha до алгебри Лi \BbbB \alpha стосовно скалярного добутку

(a\alpha , b\alpha ) :=

\int 
\BbbR 

res\xi 
\bigl( 
res\xi \alpha 

\bigl( 
a\alpha \circ b\alpha \xi  - \alpha 

\bigr) \bigr) 
dx,
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де res\xi \alpha позначає коефiцiєнт при \xi  - \alpha у розвиненнi елемента алгебри Лi \BbbB \alpha , а res\xi —коефi-
цiєнт при \xi  - 1 у розвиненнi елемента алгебри Лi \BbbB 0, якi у довiльних точках \ell \alpha , \~\ell \alpha \in \BbbB \ast 

\alpha \simeq \BbbB \alpha 

для будь-якого n \in \BbbN мають вигляд

d\ell \alpha /dtn =

\biggl\{ \Bigl( 
\ell n/m\alpha 
\alpha 

\Bigr) 
+
, \ell \alpha 

\biggr\} 
,

d\~\ell \alpha /dtn =

\biggl\{ \Bigl( 
\~\ell n/m\alpha 
\alpha 

\Bigr) 
+
, \~\ell \alpha 

\biggr\} 
,

(27)

де нижнiй iндекс “+” позначає проєкцiю на пiдалгебру Лi \BbbB \alpha ,+ \subset \BbbB \alpha полiномiв за ком-
плексним параметром \xi \alpha , при перетвореннi Беклунда

\ell \alpha = a\alpha b
 - 1
\alpha , \~\ell \alpha = b - 1

\alpha a\alpha , (28)

де \ell \alpha , \~\ell \alpha \in \BbbB \ast 
\alpha — дробовi символи порядку m\alpha , a\alpha , b\alpha \in \BbbB \alpha ,+ — дробовi символи порядкiв

r\alpha i s\alpha \in \BbbN вiдповiдно, r\alpha \geq s\alpha , а b - 1
\alpha позначає символ, обернений до b\alpha , а отже, є

iнтегровними.
Наприклад, у випадку, коли дробовi диференцiальнi оператори A\alpha , B\alpha \in \BbbA \alpha ,+ записано

так:
A\alpha = D2\alpha + vD\alpha + u, B\alpha = D\alpha + w,

де u, v, w \in \BbbA 0, iєрархiя систем рацiонально-факторизованих потокiв (20) редукується
до iнтегровної iєрархiї нелiнiйних дробово-диференцiальних систем, першi елементи якої
мають вигляд

dv/dt1 =
\bigl[ 
D\alpha , uD - \alpha 

\bigr] 
+D\alpha 

\bigl[ 
D - \alpha v, w

\bigr] 
,

du/dt1 =
\bigl[ 
v, uD - \alpha 

\bigr] 
D\alpha +

\bigl[ 
u,D - \alpha w

\bigr] 
D\alpha  - D\alpha 

\bigl[ 
w,D - \alpha u

\bigr] 
+ [w, u],

dw/dt1 =
\bigl[ 
v, wD - \alpha 

\bigr] 
D\alpha +

\bigl[ 
wD - \alpha w,D\alpha 

\bigr] 
,

dv/dt2 = D\alpha 
\bigl[ 
vD\alpha , D - \alpha u

\bigr] 
D - \alpha +D\alpha 

\bigl[ 
u,D - \alpha vD\alpha 

\bigr] 
D - \alpha +

\bigl[ 
vD\alpha , uD - \alpha 

\bigr] 
D - \alpha + [u, v]

 - D\alpha 
\bigl[ 
D\alpha w,D - \alpha u

\bigr] 
D - \alpha +

\bigl[ 
uD - \alpha , wD\alpha 

\bigr] 
D - \alpha + [w,D\alpha u+ uD\alpha ]D - \alpha 

+D\alpha [u,w]D - \alpha + [u,w] +
\bigl[ 
vD\alpha wD - \alpha , v

\bigr] 
+ v[vD\alpha , w]D - \alpha 

+D\alpha 
\bigl[ 
w,D - \alpha wvD\alpha 

\bigr] 
D - \alpha  - 

\bigl[ 
vD\alpha wD - \alpha , w

\bigr] 
 - D\alpha 

\bigl[ 
vw,D - \alpha vD\alpha 

\bigr] 
D - \alpha 

+
\bigl[ 
v, wD - \alpha v

\bigr] 
D\alpha  - 

\bigl[ 
v, wD - \alpha w

\bigr] 
D\alpha +D2\alpha 

\bigl[ 
wD - \alpha w, v

\bigr] 
D - \alpha 

+
\bigl[ 
wD - \alpha , v2D\alpha 

\bigr] 
 - [vD\alpha , v]wD - \alpha +D\alpha 

\bigl[ 
vD\alpha w,D - \alpha w

\bigr] 
D - \alpha 

 - 
\bigl[ 
wD - \alpha , wvD\alpha 

\bigr] 
+D\alpha 

\bigl[ 
w2, D - \alpha vD\alpha 

\bigr] 
D - \alpha  - 

\bigl[ 
v, w2

\bigr] 
+
\bigl[ 
vD\alpha , w2

\bigr] 
D - \alpha 

 - D\alpha 
\bigl[ 
w,D - \alpha v2D\alpha 

\bigr] 
D - \alpha  - 

\bigl[ 
vD\alpha , wD - \alpha vD\alpha 

\bigr] 
D - \alpha  - 

\bigl[ 
wD - \alpha , vD\alpha v

\bigr] 
+ [v, vw + wv] - [vD\alpha , vw]D - \alpha +

\bigl[ 
w, v2D\alpha 

\bigr] 
D - \alpha ,
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du/dt2 = D\alpha 
\bigl[ 
u,D - \alpha u

\bigr] 
+
\bigl[ 
u, uD - \alpha 

\bigr] 
D\alpha  - 

\bigl[ 
uD - \alpha , v2

\bigr] 
D\alpha +

\bigl[ 
uwD - \alpha , v

\bigr] 
D\alpha + v[u,w]

+D\alpha 
\bigl[ 
w,D - \alpha wu

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
uwD - \alpha , w

\bigr] 
D\alpha  - D\alpha 

\bigl[ 
vw,D - \alpha u

\bigr] 
+
\bigl[ 
uD - \alpha , wD - \alpha v

\bigr] 
D2\alpha  - 

\bigl[ 
uD - \alpha , wD - \alpha w

\bigr] 
D2\alpha 

+D2\alpha 
\bigl[ 
wD - \alpha w, uD - \alpha 

\bigr] 
+
\bigl[ 
wD - \alpha , vu

\bigr] 
D\alpha  - [u, v]w

+D\alpha 
\bigl[ 
uw,D - \alpha w

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
wD - \alpha , wu

\bigr] 
D\alpha +D\alpha 

\bigl[ 
w2, D - \alpha u

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
uD - \alpha , w2

\bigr] 
D\alpha 

+
\bigl[ 
u,w2

\bigr] 
 - D\alpha 

\bigl[ 
w,D - \alpha vu

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
vD\alpha , wD - \alpha u

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
wD - \alpha , uv

\bigr] 
D\alpha 

+
\bigl[ 
uD - \alpha , vw + wv

\bigr] 
D\alpha  - [u, vw] + [w, vu],

du/dt2 = D\alpha 
\bigl[ 
u,D - \alpha w

\bigr] 
+
\bigl[ 
u,wD - \alpha 

\bigr] 
D\alpha +

\bigl[ 
w2D - \alpha , v

\bigr] 
D\alpha 

+D\alpha 
\bigl[ 
w,D - \alpha w2

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
w2D - \alpha , w

\bigr] 
D\alpha  - D\alpha 

\bigl[ 
vw,D - \alpha w

\bigr] 
+
\bigl[ 
wD - \alpha , wD - \alpha v

\bigr] 
D2\alpha  - 

\bigl[ 
wD - \alpha , wD - \alpha w

\bigr] 
D2\alpha 

+D2\alpha 
\bigl[ 
wD - \alpha w,D - \alpha w

\bigr] 
+
\bigl[ 
wD - \alpha , vw

\bigr] 
D\alpha  - [w, v]w +D\alpha 

\bigl[ 
w2, D - \alpha w

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
wD - \alpha , w2

\bigr] 
D\alpha +D\alpha 

\bigl[ 
w2, D - \alpha w

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
wD - \alpha , w2

\bigr] 
D\alpha 

 - 
\bigl[ 
wD - \alpha , v2

\bigr] 
D\alpha  - D\alpha 

\bigl[ 
w,D - \alpha vw

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
vD\alpha , wD - \alpha w

\bigr] 
 - 
\bigl[ 
wD - \alpha , wv

\bigr] 
D\alpha +

\bigl[ 
wD - \alpha , vw + wv

\bigr] 
D\alpha ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (29)

Вiдповiднi нескiнченнi послiдовностi законiв збереження подано у виглядi

\gamma 1 =

\int 
\BbbR 

resD (v  - w) dx,

\gamma 2 =

\int 
\BbbR 

resD
\bigl( 
2
\bigl( 
u - vw +D\alpha wD - \alpha w

\bigr) 
+
\bigl( 
v2 + w2  - vD\alpha wD - \alpha  - D\alpha wD - \alpha v

\bigr) \bigr) 
dx,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

При квазiкласичному наближеннi (26) iєрархiя iнтегровних дробово-диференцiальних си-
стем (29) перетворюється на iєрархiю iнтегровних гiдродинамiчних систем типу Беннi на
алгебрi Лi \BbbB \alpha дробових символiв

dv/dt1 =
\bigl\{ 
\xi \alpha , u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
+ \xi \alpha 

\bigl\{ 
\xi  - \alpha v, w

\bigr\} 
,

du/dt1 =
\bigl\{ 
v, u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
\xi \alpha +

\bigl\{ 
u, \xi  - \alpha w

\bigr\} 
\xi \alpha  - \xi \alpha 

\bigl\{ 
w, \xi  - \alpha u

\bigr\} 
+ \{ w, u\} ,

dw/dt1 =
\bigl\{ 
v, w\xi  - \alpha 

\bigr\} 
\xi \alpha +

\bigl\{ 
w\xi  - \alpha w, \xi \alpha 

\bigr\} 
,

dv/dt2 = \xi \alpha 
\bigl\{ 
v\xi \alpha , \xi  - \alpha u

\bigr\} 
\xi  - \alpha + \xi \alpha 

\bigl\{ 
u, \xi  - \alpha v\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha +

\bigl\{ 
v\xi \alpha , u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha + \{ u, v\} 
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 - \xi \alpha 
\bigl\{ 
\xi \alpha w, \xi  - \alpha u

\bigr\} 
\xi  - \alpha +

\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , w\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha + \{ w, \xi \alpha u+ u\xi \alpha \} \xi  - \alpha 

+ \xi \alpha \{ u,w\} \xi  - \alpha + \{ u,w\} +
\bigl\{ 
v\xi \alpha w\xi  - \alpha , v

\bigr\} 
+ v\{ v\xi \alpha , w\} \xi  - \alpha 

+ \xi \alpha 
\bigl\{ 
w, \xi  - \alpha wv\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha  - 

\bigl\{ 
v\xi \alpha w\xi  - \alpha , w

\bigr\} 
 - \xi \alpha 

\bigl\{ 
vw, \xi  - \alpha v\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha 

+
\bigl\{ 
v, w\xi  - \alpha v

\bigr\} 
\xi \alpha  - 

\bigl\{ 
v, w\xi  - \alpha w

\bigr\} 
\xi \alpha + \xi 2\alpha 

\bigl\{ 
w\xi  - \alpha w, v

\bigr\} 
\xi  - \alpha 

+
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , v2\xi \alpha 

\bigr\} 
 - \{ v\xi \alpha , v\} w\xi  - \alpha + \xi \alpha 

\bigl\{ 
v\xi \alpha w, \xi  - \alpha w

\bigr\} 
\xi  - \alpha 

 - 
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , wv\xi \alpha 

\bigr\} 
+ \xi \alpha 

\bigl\{ 
w2, \xi  - \alpha v\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha  - 

\bigl\{ 
v, w2

\bigr\} 
+
\bigl\{ 
v\xi \alpha , w2

\bigr\} 
\xi  - \alpha 

 - \xi \alpha 
\bigl\{ 
w, \xi  - \alpha v2\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha  - 

\bigl\{ 
v\xi \alpha , w\xi  - \alpha v\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha  - 

\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , v\xi \alpha v

\bigr\} 
+ \{ v, vw + wv\}  - \{ v\xi \alpha , vw\} \xi  - \alpha +

\bigl\{ 
w, v2\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha ,

du/dt2 = \xi \alpha 
\bigl\{ 
u, \xi  - \alpha u

\bigr\} 
+
\bigl\{ 
u, u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
\xi \alpha  - 

\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , v2

\bigr\} 
\xi \alpha +

\bigl\{ 
uw\xi  - \alpha , v

\bigr\} 
\xi \alpha + v\{ u,w\} 

+ \xi \alpha 
\bigl\{ 
w, \xi  - \alpha wu

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
uw\xi  - \alpha , w

\bigr\} 
\xi \alpha  - \xi \alpha 

\bigl\{ 
vw, \xi  - \alpha u

\bigr\} 
+
\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , w\xi  - \alpha v

\bigr\} 
\xi 2\alpha  - 

\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , w\xi  - \alpha w

\bigr\} 
\xi 2\alpha + \xi 2\alpha 

\bigl\{ 
w\xi  - \alpha w, u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
+
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , vu

\bigr\} 
\xi \alpha  - \{ u, v\} w + \xi \alpha 

\bigl\{ 
uw, \xi  - \alpha w

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , wu

\bigr\} 
\xi \alpha 

+ \xi \alpha 
\bigl\{ 
w2, \xi  - \alpha u

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , w2

\bigr\} 
\xi \alpha +

\bigl\{ 
u,w2

\bigr\} 
 - \xi \alpha 

\bigl\{ 
w, \xi  - \alpha vu

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
v\xi \alpha , w\xi  - \alpha u

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , uv

\bigr\} 
\xi \alpha +

\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , vw + wv

\bigr\} 
\xi \alpha  - \{ u, vw\} + \{ w, vu\} ,

dw/dt2 = \xi \alpha 
\bigl\{ 
u, \xi  - \alpha w

\bigr\} 
+
\bigl\{ 
u,w\xi  - \alpha 

\bigr\} 
\xi \alpha +

\bigl\{ 
w2\xi  - \alpha , v

\bigr\} 
\xi \alpha + \xi \alpha 

\bigl\{ 
w, \xi  - \alpha w2

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
w2\xi  - \alpha , w

\bigr\} 
\xi \alpha  - \xi \alpha 

\bigl\{ 
vw, \xi  - \alpha w

\bigr\} 
+
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , w\xi  - \alpha v

\bigr\} 
\xi 2\alpha 

 - 
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , w\xi  - \alpha w

\bigr\} 
\xi 2\alpha + \xi 2\alpha 

\bigl\{ 
w\xi  - \alpha w, \xi  - \alpha w

\bigr\} 
+
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , vw

\bigr\} 
\xi \alpha 

 - \{ w, v\} w + \xi \alpha 
\bigl\{ 
w2, \xi  - \alpha w

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , w2

\bigr\} 
\xi \alpha + \xi \alpha 

\bigl\{ 
w2, \xi  - \alpha w

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , w2

\bigr\} 
\xi \alpha  - 

\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , v2

\bigr\} 
\xi \alpha  - \xi \alpha 

\bigl\{ 
w, \xi  - \alpha vw

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
v\xi \alpha , w\xi  - \alpha w

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , wv

\bigr\} 
\xi \alpha +

\bigl\{ 
w\xi  - \alpha , vw + wv

\bigr\} 
\xi \alpha ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , (30)

з нескiнченною послiдовнiстю законiв збереження

\gamma 1 =

\int 
\BbbR 

res\xi (v  - w) dx,

\gamma 2 =

\int 
\BbbR 

res\xi 
\bigl( 
2(u - vw + \xi \alpha w\xi  - \alpha w) + v2 + w2 + v\xi \alpha w\xi  - \alpha  - \xi \alpha w\xi  - \alpha v

\bigr) 
dx
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=

\int 
\BbbR 

res\xi 
\bigl( 
2
\bigl( 
u - 2vw + w2

\bigr) 
+ v2

\bigr) 
dx,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (31)

У випадку, коли w = 0, отримуємо iєрархiю гiдродинамiчних систем типу Беннi, виписану
у роботi [3]:

dv/dt1 =
\bigl\{ 
\xi \alpha , u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
,

du/dt1 =
\bigl\{ 
v, u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
\xi \alpha ,

dv/dt2 = \xi \alpha 
\bigl\{ 
v\xi \alpha , \xi  - \alpha u

\bigr\} 
\xi  - \alpha + \xi \alpha 

\bigl\{ 
u, \xi  - \alpha v\xi \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha +

\bigl\{ 
v\xi \alpha , u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
\xi  - \alpha + \{ u, v\} ,

du/dt2 = \xi \alpha 
\bigl\{ 
u, \xi  - \alpha u

\bigr\} 
+
\bigl\{ 
u, u\xi  - \alpha 

\bigr\} 
\xi \alpha  - 

\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , v2

\bigr\} 
\xi \alpha 

або

dv/dt2 = \{ u, v\} +
\bigl\{ 
\xi \alpha u\xi  - \alpha , v

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , v\xi \alpha + \xi \alpha v

\bigr\} 
,

du/dt2 =
\bigl\{ 
\xi \alpha , u\xi  - \alpha u

\bigr\} 
 - 
\bigl\{ 
u\xi  - \alpha , v2

\bigr\} 
\xi \alpha ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

яка має нескiнченну послiдовнiсть законiв збереження у виглядi

\gamma 1 =

\int 
\BbbR 

res\xi v dx,

\gamma 2 =

\int 
\BbbR 

res\xi 
\bigl( 
2u+ v2

\bigr) 
dx,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

А отже, справедлива така теорема.
Теорема 4. Iєрархiя гiдродинамiчних систем типу Беннi (30) є результатом редукування

системи рацiонально-факторизованих гамiльтонових потокiв на спряженому просторi \BbbB \ast 
\alpha 

до алгебри Лi \BbbB \alpha у виглядi (27) при перетвореннi Беклунда (28) у випадку, коли дробовi
символи, що належать пiдалгебрi Лi \BbbB \alpha ,+ \subset \BbbB \alpha , записуються так:

a\alpha = \xi 2\alpha + v\xi \alpha + u, b\alpha = \xi \alpha + w,

де u, v, w \in \BbbB 0, а також має нескiнченну послiдовнiсть законiв збереження (31) i є iнте-
гровною.

5. Висновки. У статтi теоретично обґрунтовано Лi-алгебраїчний метод конструювання
iнтегровних iєрархiй нелiнiйних дробово-диференцiальних динамiчних систем на алгебрi
Лi звичайних iнтегро-диференцiальних операторiв, що мають нескiнченнi послiдовностi
законiв збереження, та асоцiйованих iєрархiй гiдродинамiчних систем типу Беннi на осно-
вi рацiональної факторизацiї гамiльтонових потокiв типу Лакса на спряженому просторi
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до алгебри Лi дробових iнтегро-диференцiальних операторiв, надiленої iнварiантним ска-
лярним добутком. Доведено еквiвалентнiсть системи двох рацiонально-факторизованих
гамiльтонових потокiв типу Лакса i системи двох еволюцiйних рiвнянь для дробових ди-
ференцiальних операторiв, що задають рацiональну факторизацiю вiдповiдних дробових
iнтегро-диференцiальних операторiв, пов’язаних перетворенням подiбностi. За допомогою
породженого рацiональною факторизацiєю перетворення Беклунда знайдено гамiльтонове
зображення для згаданої системи еволюцiйних рiвнянь. Показано, що її квазiкласичним
наближенням є система двох еволюцiйних рiвнянь для дробових символiв у виглядi полi-
номiв за дробовим степенем деякого комплексного параметра, яку можна розглядати як
рацiональну факторизацiю гамiльтонових потокiв на спряженому просторi до алгебри Лi
дробових символiв.

Умежах розвиненого методу новi iнтегровнi iєрархiї нелiнiйних дробово-диференцiаль-
них систем iз нескiнченними послiдовностями законiв збереження на алгебрi Лi звичайних
iнтегро-диференцiальних операторiв та їхнi гамiльтоновi зображення виникають у резуль-
татi редукування на орбiти коприєднаної дiї групи Лi, асоцiйованої з алгеброю Лi дробо-
вих iнтегро-диференцiальних операторiв, систем двох еволюцiйних рiвнянь для дробових
диференцiальних операторiв i вiдповiдних гамiльтонових зображень з урахуванням пере-
творення Беклунда. Новi iнтегровнi iєрархiї гiдродинамiчних систем типу Беннi знаходимо
як квазiкласичне наближення iнтегровних iєрархiй нелiнiйних дробово-диференцiальних
систем.

Запропонований метод може бути використано для побудови широкого класу нових iн-
тегровних iєрархiй нелiнiйних дробово-диференцiальних систем на алгебрi Лi звичайних
iнтегро-диференцiальних операторiв, знаходження вiдповiдних нескiнченних послiдовно-
стей законiв збереження, вивчення гамiльтонової структури таких iєрархiй та отримання
нових iнтегровних iєрархiй гiдродинамiчних систем типу Беннi як їхнiх квазiкласичних
наближень.

Значною мiрою роботу виконано за допомогою бюджетної програми України
КПКВК 6541230 “Пiдтримка розвитку прiоритетних напрямiв наукових дослiджень”.
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