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We investigate topological properties, possible structures, classifications, and coding of flows on a two-
dimensional disk, which have a finite number of separatrices and all singular points of the flow lie on the
boundary of the disk. Trees with selected leaves are used to classify these flows. We construct the code for
a flow with one singular point on the boundary. All possible structures of these flows with one singular
point and at most five separatrices are described.

Дослiджено топологiчнi властивостi, можливi структури, класифiкацiї та кодування потокiв на
двовимiрному диску, якi мають скiнченне число сепаратрис i всi особливi точки потоку лежать на
межi диска.Для класифiкацiї такихпотокiв використано дерева з видiленимилистками.Побудовано
код потоку з однiєю особливою точкою на межi. Описано всi можливi структури таких потокiв з
однiєю особливiстю та не бiльше нiж 5 сепаратрисами.

1. Вступ. Як вiдомо з теорiї Морса, на замкнених многовидах для функцiї Морса кiлькiсть
критичних точок кожного iндексу задовольняє нерiвностi Морса. Зокрема, вона не менша
кiлькостi твiрних у вiдповiднiй групi гомологiй. Якщо функцiя має двi критичнi точки,
то многовид — сфера. На замкнених поверхнях iснують функцiї з трьома критичними
точками (одна з яких є виродженою). Якщо розглянемо вiдповiдний градiєнтний потiк,
то матимемо схожi обмеження на кiлькiсть особливих точок. Таких обмежень немає для
довiльного потоку. Наприклад, iснує потiк з однiєю особливою точкою, iндекс обертання
Пуанкаре якої дорiвнює ейлеровiй характеристицi многовиду [1].

Мета роботи — на двовимiрному диску дослiдити топологiчну структуру потокiв, якi
мають скiнченне число особливих точок i всi вони лежать на межi, зокрема потокiв з однiєю
особливою точкою на межi.

Пiд графом ми будемо розумiти топологiчний граф, тобто клiтковий 1-комплекс. Ви-
користання теорiї графiв для класифiкацiї динамiчних систем є звичним у розмiрностях 2
та 3. Наприклад, повнi топологiчнi iнварiанти, що є графами з додатковими структурами,
були побудованi для потокiв Морса –Смейла (градiєнтною динамiкою) на двовимiрних
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Рис. 1. Типи секторiв вершин: 1) елiптичний, 2) гiперболiчний, 3) джерело, 4) стiк.

многовидах у [2 – 11] i на двовимiрних многовидах з межею у [12], а для тривимiрних
потокiв Морса –Смейла — у [13].

Структура потокiв iз гамiльтоновою динамiкою визначається структурою розбиття на
шари функцiї, що є його гамiльтонiаном. Топологiчнi iнварiанти функцiй на двовимiрних
орiєнтованих замкнених многовидах побудовано в [14 – 16], а на многовидах з межею —
в [17].

Ми розглядаємо гладкi потоки на двовимiрному диску D2 =
\bigl\{ 
(x, y) \in \BbbR 2 : x2 + y2 \leq 1

\bigr\} 
.

Для опису властивостей потоку зi скiнченним числом особливих точок на межi 2-диска
розглянемо його подвоєння — потiк на двовимiрнiй сферi, яка розбивається екватором на
двi пiвсфери, на кожнiй з яких потiк є прообразом потоку на 2-диску при стереографiч-
ному проєктуваннi пiвсфер на 2-диск iз протилежних до пiвсфер полюсiв iз подальшим
згладжуванням як у [18, 19]. Тому потiк на 2-диску має властивостi, схожi до потокiв на
сферi. Зауважимо, що потiк не має замкнених траєкторiй, тому що коли б такi траєкторiї
iснували, тодi всерединi їх була б особлива точка, а це суперечить тому, що всi особливi
точки лежать на межi. З теорiї Пуанкаре – Бендiксона випливає, що граничними точками
траєкторiй потокiв, якi ми розглядаємо, є особливi точки (граничних полiциклiв не iснує з
тих самих мiркувань, що й замкнених траєкторiй).

\omega -Сепаратрисою особливої точки x називається траєкторiя \gamma така, що: 1) \omega (\gamma ) = x,

2) для довiльної точки y \in \gamma i її додатної пiвтраєкторiї \gamma +x iснує окiл U замикання \gamma +x
такий, що для довiльної точки u \in \gamma +x та її довiльного околу V iснує z \in V така, що її
додатна пiвтраєкторiя не лежить повнiстю в U. \alpha -Сепаратриси визначаються аналогiчно.
Вони є \omega -сепаратрисами для оберненого потоку. Сепаратрисою називається траєкторiя,
яке є \alpha - або \omega -сепаратрисою особливої точки [20, c. 251].

Вiдомо ([20], Sec. 17), що сепаратриси подiляють окiл особливої точки, для якої iснує
хоча б одна сепаратриса, на сектори, якi мають один iз чотирьох типiв: 1) елiптичний,
2) гiперболiчний, 3) джерело, 4) стiк. В околi елiптичного сектора потiк топологiчно еквi-
валентний до потоку, породженого векторним полем

\bigl\{ 
x3  - 3xy2, 3xy  - y3, x \geq 0, y \geq 0

\bigr\} 
,

в околi гiперболiчного сектора — до \{ x, - y\} , x \geq 0, y \geq 0, в околi джерела — до \{ x, y\} ,
x \geq 0, y \geq 0, а в околi стоку — до \{  - x, - y\} , x \geq 0, y \geq 0 (див. рис. 1). Сектори джерело
та стiк також називають параболiчними.

Сепаратриси дiлять 2-диск на однозв’язнi областi, якi назвемо клiтинками. Межею
клiтинки є кусково-регулярна замкнена крива, тому клiтинку розглядаємо як криволiнiй-
ний многокутник (можливо зi склеєними вершинами), вершинами якого є особливi точки.
Оскiльки всерединi клiтинки особливих точок немає, то кожна траєкторiя починається та
закiнчується на вершинах многокутника (особливих точках). Усi клiтинки бувають двох
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Рис. 2. Потiк (лiворуч), сепаратрисна дiаграма (чорна праворуч) та вiдрiзняючий граф потоку (штрихований
праворуч) iз трьома видiленими листками (ребра, що починаються у квадратних вершинах).

типiв: 1) один сектор — джерело, один сектор — стiк, iншi сектори гiперболiчнi (поляр-
нi); 2) один сектор елiптичний, iншi гiперболiчнi (циклiчнi). В полярнiй клiтинцi (перший
тип), кожна траєкторiя починається та закiнчується у рiзних точках, а в циклiчнiй клiтинцi
(другий тип) — в однiй i тiй самiй точцi. Межа циклiчної клiтинки утворює орiєнтований
цикл, а межа полярної клiтинки складається з двох орiєнтовних шляхiв, що починаються
в джерелi та закiнчуються у стоцi. Для доведення не iснування iнших типiв клiтинок слiд
зауважити таке: 1) кiлькiсть секторiв джерел i стокiв для довiльної клiтинки однакова (при
обходi межi клiтинки за орiєнтацiєю, кiлькiсть секторiв в яких змiнюється, орiєнтацiя з
достатньої на вiд’ємну дорiвнює кiлькостi секторiв, у яких вiдбувається обернена змiна),
2) тiльки для зазначених двох типiв клiтинок iндекс обертання Пуанкаре за межею клi-
тинки дорiвнює 0, що за теоремою Пуанкаре –Хопфа дорiвнює сумi iндексiв особливих
точок у внутрiшностi клiтинки. Деталi про цi та iншi клiтинки, що iснують для потокiв на
двовимiрних многовидах, можна знайти в [21, 22].

2. Основнi результати. 2.1. Сепаратрисна дiаграма та вiдрiзняючий граф потоку скiн-
ченного типу. Як вiдомо [21, 22], потоки на двовимiрнiй сферi можуть бути топологiчно
класифiкованi з використанням сепаратрисної дiаграми. У випадку потокiв зi скiнченним
числом особливих точок i без замкнених траєкторiй на двовимiрному диску сепаратрис-
нi дiаграми складаються з графа, що вкладений на двовимiрний диск, вершини графа —
особливi точки, ребра— сепаратриси, а також простi траєкторiї, що належать межi. Кожне
ребро є орiєнтовним згiдно з напрямком руху за траєкторiєю. Крiм того, серед секторiв в
околi особливої точки видiлено елiптичнi сектори. Приклад 1-потоку та його сепаратрисної
дiаграми показано на рис. 2. Гранi сепаратрисної дiаграми будемо називати клiтинками.

Замiсть сепаратрисної дiаграми будемо розглядати її двоїстий граф. Для цього у кожнiй
гранi (клiтинцi), зокрема i в зовнiшнiй гранi для 2-диска, зафiксуємо одну точку—вершину
двоїстого графа. На кожному ребрi (сепаратрисi) також зафiксуємо точку, яка розбиває
його на два пiвребра. З’єднаємо вершини двоїстого графа регулярними, трансверсальними
до ребер (сепаратрис), кривими, що проходять через зафiксованi на них точках. Отже,
вершинам двоїстого графа вiдповiдають гранi (клiтинки), а ребрам — ребра (сепаратриси
та 1-вимiрнi траєкторiї межi) сепаратрисної дiаграми. Зафiксованi точки сепаратрис дiлять
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ребра двоїстого графа на два пiвребра. Видалимо пiвре́бра, що лежать зовнi 2-диска.
Пiвре́бра двоїстого графа, що мають спiльну точку з межею 2-диска, будемо називати
видiленими листками. Отже, 1-вимiрним траєкторiям сепаратрисної дiаграми, що лежать
на межi 2-диска, вiдповiдають видiленi листки.

Зафiксуємо орiєнтацiю площини, задавши напрямок руху на межi 2-диска (за замовчу-
ванням це рух проти годинникової стрiлки). Напрямок руху за сепаратрисами або траєкто-
рiями межi визначає орiєнтацiю ребер двоїстого графа у такий спосiб: дотичний вектор до
сепаратриси i до ребра двоїстого графа в спiльнiй точцi задає задану орiєнтацiю площини.

Вершину орiєнтованого графа будемо називати вузлом, якщо всi сумiжнi до неї пiвре́бра
направленi в неї або всi вони виходять iз неї. Вузлам двоїстого графа вiдповiдають полiцик-
ли сепаратрисної дiаграми. Наприклад, якщо всi пiвре́бра виходять iз вузла, то в спiльних
точках двоїстого графа iз сепаратрисною дiаграмою всi вектори направленi зовнi клiтинки
вузла, а тому задають узгодженi напрямки руху по сепаратрисам, а отже, полiцикл. Секто-
ру на полiциклi вiдповiдає сектор мiж ребрами двоїстого графа — протилежний сектор
криволiнiйного чотирикутника, утвореного пiвре́брами двоїстого графа та сепаратрисної
дiаграми.

Означення 1. Вiдрiзняючим графом потоку будемо називати плоский граф, отриманий з
двоїстого графа видаленням зовнiшньої вершини та iнцидентних до неї пiвребер i надiлений
такою додатковою iнформацiєю:

1) всi ребра орiєнтованi;
2) серед листкiв графа є видiленi;
3) у кожному вузлi графа видiлено сектор, який можна задавати упорядкованою парою

сусiднiх iнцидентних до вузла пiвре́бер (перше пiвребро вiдповiдає сепаратрисi, що входить
за межею у сектор, а друге — сепаратрисi, що виходить iз нього).

Зауважимо, що орiєнтацiя ребер вiдрiзняючого графа залежить вiд орiєнтацiї площини.
Так, змiна орiєнтацiї площини на протилежну змiнить орiєнтацiї всiх ребер на протилежнi.

Два вiдрiзняючi графи називаються еквiвалентними, якщо мiж ними iснує iзоморфiзм,
що продовжується до гомеоморфiзму площини, зберiгає орiєнтацiю площини та зберiгає
орiєнтацiї ребер, вiдображає видiленi листки у видiленi листки, а видiленi сектори у видi-
ленi сектори.

Теорема 1. Нехай на 2-диску задано потiк, що має скiнченне число особливих точок i
сепаратрис, а всi особливi точки лежать на межi 2-диска. Вiдрiзняючий граф такого потоку
є деревом.

Нагадаємо, що два потоки на поверхнях називаються топологiчно траєкторно еквi-
валентними, якщо мiж поверхнями iснує гомеоморфiзм, який вiдображає траєкторiї на
траєкторiї, зберiгаючи напрямок руху за ними. При цьому, якщо зазначений гомеоморфiзм
зберiгає орiєнтацiї поверхонь, то такi потоки будемо називати орiєнтовано топологiчно
еквiвалентними.

Теорема 2. Два потоки на 2-диску, що мають скiнченне число особливих точок i сепа-
ратрис, а всi особливi точки лежать на межi 2-диска, будуть орiєнтовано топологiчно
еквiвалентними тодi й тiльки тодi, коли їхнi вiдрiзняючi графи будуть еквiвалентними.

Означення 2. 1-потоком на 2-диску D2 будемо називати потiк, що має скiнченне число
сепаратрис, єдину особливу точку i ця точка лежить на межi 2-диску \partial D2.

Далi будемо розглядати 1-потоки. Межа \partial D2 мiстить єдину одновимiрну траєкторiю,
напрямок руху за якою визначає орiєнтацiю D2. Двоїстий граф до сепаратрисної дiагра-
ми 1-потоку має один видiлений листок. Стиснемо iнцидентне до нього ребро в точку i
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позначимо її як корiнь. Отримаємо кореневе дерево. Для кожної вершини, вiдмiнної вiд
кореня, iснує iнцидентне ребро, що належить простому шляху вiд кореня до цiєї вершини.
Це ребро буде називатися верхнiм ребром вiдповiдно до даної вершини. Iншi iнцидентнi
ребра до даної вершини будуть називатися нижнiми. Для кореня всi iнцидентнi ребра є
нижнiми. Зобразимо вкладення кореневого дерева на площину так, що вершина є верхнiм
кiнцем для своїх нижнiх ребер, та нижнiм кiнцем для верхнього ребра.

Отже, корiнь є найвищою вершиною. Приєднання до нього зверху ребра робить це
кореневе дерево деревом iз видiленим листком. При цьому нижня вершина кожного ребра
називається нащадком верхньої вершини цього ребра.

Кожне кореневе дерево має канонiчну орiєнтацiю ребер, задану напрямком руху вiд
верхнього кiнця до нижнього на кожному ребрi. Зафiксуємо орiєнтацiю площини (двови-
мiрного диска), що задає орiєнтацiю потоку на межi 2-диска. Для кожного ребра дерева
розглянемо вiдповiдну йому сепаратрису потоку. Оскiльки всi траєкторiї починаються та
закiнчуються в однiй точцi, то замикання сепаратриси гомеоморфне колу, що є межею
областi U. Тому на сепаратрисi iснує двi орiєнтацiї — одна вiдповiдає напрямку потоку,
iнша породжена орiєнтацiєю U як частиною D2. Якщо орiєнтацiї збiгаються, то колiр
ребра є чорним (1), якщо не збiгаються — сiрим ( - 1). Зокрема, якщо напрямок руху за
траєкторiєю \partial D2 проти годинникової стрiлки, то ребро має перший (чорний) колiр тодi
й тiльки тодi, коли загальний напрямок по вiдповiднiй сепаратрисi здiйснюється проти
годинникової стрiлки.

Якщо для деякої вершини v всi нижнi ребра мають протилежний колiр до верхнього
ребра, то вiдповiдна клiтинка сепаратрисної дiаграми буде циклiчною. Структура потоку в
нiй буде визначатися розташуванням елiптичного сектора. Для цього достатньо позначити
сепаратрису, що входить у цей сектор. Якщо вiдповiдне ребро дерева є нижнiм для v, то
поставимо мiтку на ньому, а якщо верхнiм — залишимо без змiн.

Для кожної вершини дерева розглянемо вiдповiдну їй клiтинку сепаратрисної дiаграми.
Вона має орiєнтацiю, що збiгається з орiєнтацiєю D2 i задає напрямок обходу її межi. Тодi,
починаючи рух вiд сепаратриси верхнього ребра, ми задамо порядок на рештi сепаратрис,
а це визначає порядок на множинi нижнiх ребер до цiєї вершини дерева.

Означення 3. Вiдрiзняючим графом 1-потоку називається двокольорове кореневе дерево
з мiтками на ребрах i порядками нижнiх ребер для кожної вершини. Два вiдрiзняючi графи є
еквiвалентними, якщо iснує їхнiй iзоморфiзм, що зберiгає кольори, мiтки та порядки нижнiх
ребер i переводить корiнь у корiнь.

З теореми 2 випливає такий наслiдок.
Наслiдок 1. Два 1-потокитопологiчнотраєкторно еквiвалентнi на 2-дискутодi йтiль-

ки тодi, коли у них еквiвалентнi вiдрiзняючi графи.
2.2. Код \bfone -потоку. Для побудови коду використовуємо вiдрiзняючi графи 1-потоку. Рiв-

нем вершини будемо називати число ребер мiж цiєю вершиною та коренем. На рiвнi 0 iснує
одна вершина, корiнь. Зобразимо кореневе дерево так, що корiнь має ординату 0, а вер-
шини на рiвнi i — ординату  - i. Пронумеруємо спочатку вершини нульового рiвня, потiм
першого рiвня злiва направо, далi другого рiвня злiва направо, потiм третього рiвня, поки
не пронумеруємо всi вершини (див. рис. 3). Побудуємо послiдовнiсть цiлих невiд’ємних
чисел, якi дорiвнюють кiлькостi нижнiх ребер (нащадкiв) вершин. Ребра нумеруємо згiдно
з номерами їхнiх нижнiх вершин. Якщо ребро має колiр  - 1, то ставимо риску зверху над
вiдповiдним числом, в iншому випадку (колiр дорiвнює 1) — залишаємо число без риски.
Якщо нижнє ребро помiчене, то поставимо штрих пiсля вiдповiдного числа.
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Рис. 3. Сепаратрисна дiаграма та розрiзняючий граф потоку з кодом 31020\prime 1
\prime 
00\prime .

Отже, код 1-потоку є послiдовнiстю b0, b1, b2, . . . , bn цiлих чисел, деякi з яких мають або
риску, або штрих, або й риску i штрих одночасно, тобто bi, 0 \leq i \leq n, є одним з чотирьох
виразiв: 1) ai, 2) ai, 3) a\prime i, 4) ai

\prime , ai \in \BbbZ , ai \geq 0. Вирази bi будемо називати елементами
коду. При цьому b0 вiдповiдає кореню (а також ребру на двоїстому графi до сепаратрисної
дiаграми, що двоїсте до траєкторiї межi). Зауважимо, що b0 не має нi штриха, нi риски.

Приклад 1. Розглянемо потiк, заданий сепаратрисною дiаграмою на рис. 3.
Нехай вершини дерева vi мають той самий iндекс, що й їхнiй номер, показаний на

рис. 3. Ребра ei розрiзняючого графа нумеруємо згiдно з номерами їхнiх нижнiх кiнцiв.
Вершина v0 має три нижнi ребра, тому b0 = a0 = 3. З вершин v1 i v5 виходить по одному
нижньому ребру, тому a1 = a5 = 1, з v2, v4, v6, v7 — 0 ребер (a2 = a4 = a6 = a7 = 0),
з v3 — 2 ребра (a3 = 2). Ребра e1, e2, e5, e6 мають колiр  - 1, тому b1, b2, b5 i b6 мають
риски. Дiаграма має три видiленi (елiптичнi) сектори. Сепаратрисам, що входять у них,
вiдповiдають ребра e4, e5 i e7. Всi вони є нижнiми для вершин v1, v3 i v5 вiдповiдно (цi
вершини визначають областi на сепаратриснiй дiаграмi, в яких лежать вiдмiченi сектори).
Тому елементи коду b4, b5 i b7 мають штрихи. Остаточно маємо, що код потоку на рис. 3
буде таким: 31020\prime 1\prime 00\prime .

Теорема 3. Два 1-потокитопологiчнотраєкторно еквiвалентнi тодi йтiлькитодi, коли
їхнi коди однаковi.

За кодом випишемо такий набiр спискiв елементiв коду: перший список складається
з одного елемента s0 = \{ b0\} , до другого списку входять наступнi a0 елементiв коду s1 =
\{ b1, b2, . . . , ba0\} , до наступного списку — наступнi a1 елементiв тощо. Тут i надалi ai —
тi цiлi числа, що вiдповiдають елементу bi при визначеннi коду. Якщо якесь ai = 0, то
список si є порожнiм. Елементи з si є нащадками для bi - 1, i > 0, а сам bi є їхнiм батьком.
Елемент без риски (з рискою) списку будемо називати особливим, якщо наступний пiсля
нього елемент має (не має) риски. Останнiй елемент списку будемо вважати особливим,
якщо його батько має риску в тому й тiльки тому випадку, коли сам цей елемент має
риску. Елемент b0 не вважаємо особливим. Зауважимо,що особливi елементи вiдповiдають
параболiчним секторам (джерелам i стокам).

Зауваження 1. Присутнiсть риски над першим числом залежить вiд орiєнтацiї межi
областi. Оскiльки орiєнтацiя площини визначається орiєнтацiєю зовнiшньої траєкторiї, то
орiєнтацiя межi завжди таж сама (проти годинникової стрiлки) i над першим числом немає
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риски. Штрих бiля першого числа також вiдсутнiй, оскiльки векторне поле не визначене
зовнi вiд межi 2-диску.

Приклад 2. Для коду 31020\prime 1
\prime 
00\prime набiр спискiв буде таким: s0 = \{ 3\} , s1 = \{ 102\} ,

s2 = \{ 0\prime \} , s3 = \{ \} , s4 = \{ 1\prime 0\} , s5 = \{ \} , s6 = \{ 0\prime \} , s7 = \{ \} , s8 = \{ \} . В списку s1 = \{ 102\} 
елементи b2 = 0 та b3 = 2 є особливими.

Теорема 4. Код 1-потоку b0, b1, b2, . . . , bn iз n сепаратрисами має такi властивостi:
1) кiлькiсть усiх елементiв коду (чисел) дорiвнює n+ 1 i

\sum n

i=0
ai = n;

2) перший елемент b0 не має штриха або пiдкреслення;
3) для кожного k \leq n

k\sum 
i=0

ai \geq k; (1)

4) у кожному списку може бути не бiльше нiж один елемент bi зi штрихом. Якщо
такий елемент є, то всi елементи списку не є особливими, тобто вони одночасно або а) не
мають верхнiх рисок, або б) всi вони мають верхню риску. В першому випадку їхнiй батько
має риску, а в другому не має. Якщо в якомусь списку вiдсутнi елементи зi штрихом, то
особливих елементiв у цьому списку не бiльше нiж 2.

Теорема 5 (теорема реалiзацiї). Якщо задано впорядковану множину n + 1 чисел, де-
яка частина з них має риску та/або штрих i ця множина задовольняє властивостi 1) – 4)
теореми 4, то вона є кодом деякого 1-потоку на 2-диску.

3. Доведення основних результатiв.
Доведення теореми 1. Розглянемо структуру клiткового простору на D2, що задається

особливими точками та сепаратрисами. 0-клiтинками є особливi точки, простi траєкторiї
межi та сепаратриси є 1-клiтинками, областi, на якi вони розбивають D2, є 2-клiтинками.
Вiдрiзняючий граф є двоїстим графом до 1-кiстяка цiєї клiткової структури. Якщо у вiд-
рiзняючому графi є простий цикл, то, за побудовою, вiн лежить усерединi D2. Тому iснує
грань F \subset D2 вiдрiзняючого графа, яка лежить усерединi D2. Цiй гранi вiдповiдає 0-
клiтинка (що є особливою точкою) початкової клiткової структури, що лежить у внутрi-
шностi F. А це суперечить тому, що всi особливi точки лежать на межi. З того, що двi
довiльнi точки D2 можна з’єднати шляхом всерединi D2, випливає, що двi вершини вiд-
рiзняючого графа можна з’єднати шляхом. Отже, вiдрiзняючий граф — дерево.

Доведення теореми 2. Необхiднiсть випливає з побудови, томущо гомеоморфiзм, який
є орiєнтованою топологiчною еквiвалентнiстю, породжує iзоморфiзм клiткових розбиттiв,
двоїстих графiв, а отже, й вiдрiзняючих графiв. Доведемо достатнiсть. Iзоморфiзм вiдрiз-
няючих графiв задає вiдповiднiсть мiж сепаратрисами, а орiєнтацiя ребер — напрямок
руху за сепаратрисами та траєкторiями межi. Тобто можемо побудувати гомеоморфiзми
сепаратрис i траєкторiй межi. Видiленi листки задають траєкторiї межi, а пари сусiднiх
пiвребер (сектори вiдрiзняючого графа) — видiленi сектори на сепаратриснiй дiаграмi.
Звiдси сепаратриснi дiаграми iзоморфнi, а отже, потоки є топологiчно траєкторно еквi-
валентними [7, 21, 22]. Збереження орiєнтацiї площини випливає з того, що iзоморфiзм
вiдрiзняючих графiв продовжується до гомеоморфiзму площини, що зберiгає орiєнтацiю.

Доведення наслiдку 1. Оскiльки орiєнтацiя 2-диска визначається орiєнтацiєю одно-
вимiрної траєкторiї межi, то топологiчна траєкторна еквiвалентнiсть 1-потоку зберiгає
напрямок руху за цiєю траєкторiєю, а отже, й орiєнтацiю 2-диска. Тому для 1-потокiв вона
є орiєнтованою топологiчною еквiвалентнiстю.
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Розрiзняючий граф 1-потоку був отриманий з розрiзняючого графа 1-потоку як потоку
зi скiнченним числом особливих точок на межi 2-диска. Покажемо як зробити обернене
перетворення. По-перше, нагадаємо, що канонiчна орiєнтацiя ребер кореневого дерева
задається напрямком руху вiд кореня. Якщо ребро має колiр (+1), то залишаємо її без
змiн, а якщо ( - 1), — то змiнюємо на протилежний. Таким чином, отримаємо орiєнтацiї
всiх ребер. По-друге, до кореня додаємо листок, який робимо видiленим. По-третє, якщо
вершина вузол має серед нижнiх ребер ребро з мiткою, то воно задає перше пiвребро пари,
яка визначає сектор. Якщо такого ребра не iснує, то першим пiвребром є верхнє пiвребро.
Друге пiвребро є сусiднiм до першого i таким,що напрямок обертання вiд першого пiвребра
до другого задає елiптичний сектор i протилежний (збiгається з) до орiєнтацiї D2, якщо
нижнє ребро має колiр +1 ( - 1).

Зрештою, порядок нижнiх пiвребер, доповнений верхнiм ребром, задає циклiчний по-
рядок у кожнiй вершинi. Це визначає систему обертання, яка задає однозначне вкладення
графа на площину [23]. Подальше застосування теореми 1 доводить наслiдок.

Доведення теореми 3. Необхiднiсть є наслiдком того, що за вкладеним у пiвплощину
кореневим деревом код будується однозначно.

Достатнiсть. Нехай задано код b0b1b2 . . . bn. Позначимо через vi вершину, що вiдпо-
вiдає bi, 0 \leq i \leq n. Тодi нащадками vi є вершини vj+1, . . . , vj+ai , де j =

\sum i - 1

k=1
ak.

Отже, вершина разом iз кожним зi своїх нащадкiв утворюють пару, яка задає ребро на
вiдрiзняючому графi (нижнє ребро для цiєї вершини). З рiвностi кодiв випливає iснуван-
ня бiєкцiї мiж вершинами (за рiвнiстю номерiв) i ребрами, яка задає iзоморфiзм графiв.
Порядок нижнiх ребер задається порядком вершин за зростанням iндексiв. Риски або їх
вiдсутнiсть визначають орiєнтацiю ребр, а штрихи задають видiленi сектори. Тому якщо
коди однаковi, то вiдрiзняючi графи еквiвалентнi, i згiдно з теоремою 2 потоки топологiчно
еквiвалентнi.

Доведення теореми 4. 1. За означенням сума всiх чисел рiвна кiлькостi нижнiх ребр.
Оскiльки кожне ребро є верхнiм тiльки для однiєї вершини, ця сума рiвна кiлькостi ребер,
тобто n. Кожне число вiдповiдає вершинi, тобто їхня повна кiлькiсть n+ 1.

2. Пояснено при визначенi 1-потоку у зауваженнi.
3. Оскiльки кiлькiсть нащадкiв ai дорiвнює кiлькостi нижнiх ребер, то при k = n для

дерева маємо, що кiлькiсть всiх ребер
\sum n

i=0
ai = n (на одиницю менша за число вершин

n + 1). Така сама рiвнiсть справедлива для пiдграфа Gk, що мiстить вершини v0, . . . , vk.
Але оскiльки у цих вершин можуть бути нащадки, що не належать Gk, то загальне число
нащадкiв буде бiльше або рiвне k. Тому виконується нерiвнiсть (1).

4. Ця властивiсть є наслiдком того, що iснує два типи клiтинок: циклiчнi та полярнi.
Для циклiчної клiтинки орiєнтацiї ребер узгодженi з межею. У полярної клiтинки є лише
два параболiчнi сектори, яким вiдповiдають особливi елементи списку.

Доведення теореми 5. Нехай задано код b0, b1, b2, . . . , bn, де bi, 0 \leq i \leq n, є одним iз
чотирьох виразiв: 1) ai; 2) ai; 3) a\prime i; 4) ai\prime , ai \in \BbbZ , ai \geq 0.

Зафiксуємо вершину на межi 2-диску. Побудуємо всерединi диска в заданiй вершинi
a0 петель, що не перетинаються й не лежать одна в iншiй. Петлi пронумеруємо, рухаючись
межею околу вершини проти годинникової стрiлки, починаючи вiд межi. Потiм всерединi
першої петлi будуємо a1 петель, наступної — a2 петель тощо. Знову нумеруємо побудованi
петлi i всерединi них будуємо новi петлi вiдповiдно до коду. Процес побудови петель за-
кiнчується на останньому числi коду. Встановимо орiєнтацiю петель залежно вiд наявностi
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1 2 3 4 5 6 6a 7 8
Рис. 4. Упорядкованi дерева з не бiльш нiж 3 ребрами.

9 10 11 12 13 14 15 16 17
Рис. 5. Кореневi дерева з 4 ребрами.

риски. Петлi розбивають 2-диск на клiтинки. Тi з них, що мають орiєнтований цикл на
межi, є циклiчними. В циклiчних клiтинках ми виберемо елiптичний сектор вiдповiдно до
штриха.

Отже, отримано сепаратрисну дiаграму, що задає шуканий 1-потiк на 2-диску [21, 22].
4. Приклади. Всi можливi вкладенi в нижню пiвплощину кореневi дерева з не бiльш

нiж трьома ребрами зображено на рис. 4.
Наведемо коди для перших чотирьох дерев (1-потокiв iз не бiльш нiж 2 сепаратрисами):
1) 0 ;
2) 10; 10, 10 \prime ;
3) 200, 200, 200, 200, 200 \prime , 200 \prime ;
4) 110, 110, 110

\prime 
, 110, 11 \prime 0, 110, 11 \prime 0, 110 \prime , 11 \prime 0\prime .

Усi можливi вкладенi в пiвплощину кореневi дерева з 4 ребрами зображено на рис. 5, а з
5 ребрами— на рис. 6. Якщо всi ребра на наведених рисунках мають канонiчну орiєнтацiю
та не вiдмiченi, то коди вiдповiдних 1-потокiв дано в другiй колонцi таблиць 1 i 2.

Зафiксуємо одне з кореневих дерев. Для того щоб порахувати кiлькiсть топологiчно не-
еквiвалентних потокiв для кожного вкладення в пiвплощину кореневого дерева, знайдемо
кiлькiсть таких потокiв у кожнiй клiтинi iз заданою орiєнтацiєю нижньої сторони. Нехай
клiтина має n нижнiх сторiн (сепаратрис). Якщо орiєнтацiя всiх їх протилежна до орiєнта-
цiї верхньої сторони, то клiтина буде циклiчною та кожен сектор може бути елiптичним.
Отже, матимемо n+ 1 таких потокiв. Якщо орiєнтацiя хоча б однiєї нижньої сепаратриси
збiгається з орiєнтацiєю верхньої сепаратриси, то ця клiтина має полярний тип. Сектор
джерела може бути вибраний n рiзними способами. При вибраному секторi джерела сек-
тор стоку може знаходитися на будь-якiй вершинi на шляху вiд цього сектора до верхнього
ребра з напрямком руху проти орiєнтацiї межi, заданої верхнiм ребром. Враховуючи також
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18 19 20 21 22 23 24 25 26

27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
Рис. 6. Кореневi дерева з 5 ребрами.

Таблиця 1. Число структур 1-потокiв з не бiльш нiж 4 сепаратрисами

Дерево Код Число потокiв Вкладення дерева Загальне число
1 0 1 1 1
2 10 3 1 3
3 200 6 1 6
4 110 9 1 9
5 3000 10 1 10
6 2100 18 2 36
7 1200 18 1 18
8 1110 27 1 27
9 40000 15 1 15
10 30100 30 3 90
11 21010 54 2 108
12 22000 36 2 72
13 21100 54 1 54
14 13000 30 1 30
15 12100 54 2 108
16 11200 54 1 54
17 11110 81 1 81
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Таблиця 2. Число структур 1-потокiв з 5 сепаратрисами

Дерево Код Число потокiв Вкладення дерева Загальне число
18 500000 21 1 21
19 410000 45 4 180
20 302000 60 3 180
21 301010 90 3 270
22 311000 90 3 270
23 230000 60 2 120
24 220100 108 4 432
25 210200 108 2 216
26 221000 108 2 216
27 211100 162 2 324
28 210110 162 2 324
29 140000 45 1 45
30 130100 90 3 270
31 121010 162 2 324
32 122000 108 2 216
33 121100 162 1 162
34 113000 90 1 90
35 112100 162 2 324
36 111200 162 1 162
37 111110 243 1 243

n + 1 конфiгурацiю з циклiчної клiтинки, одержимо, що для клiтини з цiєю орiєнтацiю
верхньої сепаратриси буде

1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
(2)

рiзних структур потокiв усерединi клiтинки. Кожна структура в клiтинцi визначає орiєнта-
цiю нижньої сепаратриси. Оскiльки цi сепаратриси є верхнiми для клiтини на нижньому
рiвнi, то на цiй новiй клiтинi можемо прийняти, що орiєнтацiю верхнього ребра задано.
Отже, кiлькiсть можливих потокiв iз заданим вкладеним графом (деревом) дорiвнює до-
бутку кiлькостей потокiв у клiтинках. I тому що кiлькiсть нижнiх сепаратрис дорiвнює
вiдповiдному числу коду, то за кодом можна обчислити число вiдповiдних потокiв. Для
графiв, зображених на рис. 4, 5 i 6, результати таких обчислень наведено у табл. 1 i 2.

На рис. 4 зображено два рiзнi вкладення одного й того ж кореневого дерева 6 та 6a.
Решта кореневих дерев на цьому рисунку мають по одному вкладенню. Для кореневих
дерев з 4 та 5 сепаратрисами на рис. 5 i 6 зображено лише по одному з можливих вкладень
на площину (в яких корiнь — найвища вершина). Для того аби отримати всi можливi
вкладення у вершинах, можна змiнювати порядок нижнiх до неї ребер. Наприклад, для
графа 10 змiна порядку нижнiх ребер у вершинi v0 приведе до трьох рiзних вкладень. Iз
iнших вершин виходить менше двох нижнiх ребер, тому немає можливостi змiнити їхнiй
порядок. У графi 18 змiна порядку ребер не змiнює графа, тому iснує одне вкладення
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такого графа. У графi 24 можливо по два рiзнi порядки у вершинах v0 i v1. Тому iснує
всього 4 рiзнi вкладення цього графи. За аналогiєю знаходимо число вкладень усiх iнших
графiв. Цi числа наведено у четвертому стовпчику таблиць 1 i 2.

Для рiзних вкладень графiв коди мають тi ж самi елементи, що розмiщенi в iншому
порядку. Тому число потокiв для рiзних вкладень буде однаковим. Отже, загальне число
потокiв цього графа (в останньому стовпчику таблиць) дорiвнює добутку чисел у третьому
та четвертому стовпчиках.

Пiдсумовуючи вiдповiднi числа, отримуємо такий результат.
Теорема 6. Кiлькiсть топологiчно траєкторно нееквiвалентних 1-потокiв на двовимiр-

ному диску без сепаратрис дорiвнює 1, з однiєю сепаратрисою— 3, з двома— 15, з трьома—
91, з чотирма — 612, з п’ятьма — 4389.

5. Висновок. Побудований у статтi вiдрiзняючий граф дозволяє проводити класифi-
кацiю потокiв з особливими точками на межi компактної однозв’язної областi площини.
Код, побудований для потокiв з однiєю особливою точкою, є ефективним iнварiантом, що
показано в наведених прикладах. На вiдмiну вiд стандартних кодувань вкладень графiв за
допомогою систем обертання [23] абоНСС-графiв [24], застосований нами код виписується
за потоком однозначно i дозволяє описувати всi можливi структури 1-потокiв.

Результати роботи можуть бути застосованi для вирiшення таких проблем:
1) топологiчної класифiкацiї потокiв корозмiрностi 1 на двовимiрному диску;
2) побудови топологiчних iнварiантiв потокiв з особливими точками на межi ком-

пактних поверхонь.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу, а також заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування для її виконання.
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