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We obtain constructive conditions for the solvability and develop a scheme for construction of solutions of
a nonlinear boundary-value problem with concentrated delay in the case of parametric resonance by using
the Adomian decomposition method. The original function of the differential system with delay contains
an unknown eigenfunction that ensures the solvability of the weakly nonlinear boundary-value problem.
By employing the Adomian decomposition method, we derive conditions of solvability and construct a
new iterative scheme to find solutions of the weakly nonlinear boundary-value problem for a system of
differential equations with delay, as well as its eigenfunction in the case of parametric resonance. We
obtain constructive convergence conditions for the constructed iterative scheme for the solution of the
weakly nonlinear boundary-value problem as well as its eigenfunction.

Отримано конструктивнi умови розв’язностi та розроблено схему побудови розв’язкiв нелiнiйної
крайової задачi iз зосередженим запiзненням у випадку параметричного резонансу з використа-
нням методу декомпозицiї Адомяна. Початкова функцiя диференцiальної системи з запiзненням
мiстить невiдому власну функцiю, яка забезпечує розв’язнiсть слабконелiнiйної крайової задачi.
З використанням методу декомпозицiї Адомяна отримано умови розв’язностi та побудовано но-
ву iтерацiйну технiку для знаходження розв’язкiв слабконелiнiйної крайової задачi для системи
диференцiальних рiвнянь iз запiзненням, а також її власної функцiї у випадку параметричного
резонансу. Отримано конструктивнi умови збiжностi побудованої iтерацiйної схеми до розв’язку
слабконелiнiйної крайової задачi, а також її власної функцiї.
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1. Постановка задачi. Дослiджуємо задачу про побудову розв’язку [1, 2]

z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [\Delta , T ] \setminus \{ k\Delta \} I\} ,

T := (q + 1)\Delta , k = 1, 2, . . . , q + 1, z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

нелiнiйної крайової задачi iз зосередженим запiзненням

z\prime (t, \varepsilon ) = A(t) z(t, \varepsilon ) +B(t) z(t - \Delta , \varepsilon ) + f(t) + \varepsilon Z(z(t, \varepsilon ), z(t - \Delta , \varepsilon ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon ), (1)

\ell z(\cdot , \varepsilon ) = \alpha , \alpha \in \BbbR m, (2)

неперервного в точках t = k\Delta , з початковою функцiєю

z(t, \varepsilon ) := \varphi (t, h0) + \varepsilon \psi (t, h(\varepsilon ), \varepsilon ) \in \BbbC [0,\Delta ],

залежного вiд власного вектора

h(\varepsilon ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0], h0 := h(0)

крайової задачi (1), (2). Розв’язок крайової задачi (1), (2) iз зосередженим запiзненням
шукаємо у малому околi розв’язку [1, 3]

z0(t) \in \BbbC 1\{ [\Delta , T ] \setminus \{ k\Delta \} I\} , k = 1, 2, . . . , q + 1,

породжуючої нетерової (m \not = n) крайової задачi

z\prime 0(t) = A(t)z0(t) +B(t)z0(t - \Delta ) + f(t), t \in [\Delta , T ] \setminus \{ k\Delta \} I , t \not = k\Delta , \ell z0(\cdot ) = \alpha , (3)

неперервного в точках t = k\Delta , з початковою функцiєю

z0(t) := \varphi (t, h0) \in \BbbC 1[0,\Delta ],

залежного вiд власного вектора h0 \in \BbbR n породжуючої крайової задачi (3). У точках t = k\Delta ,
k = 1, 2, . . . , q, розв’язок крайової задачi (1), (2) iз зосередженим запiзненням, можливо,
зазнає обмеженого розриву похiдної [1, 3]. Тут

A(t), B(t) \in \BbbC [\Delta , T ], f(t) \in \BbbC [\Delta , T ].

Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z(t, \varepsilon ), z(t - \Delta , \varepsilon ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon ) аналiтична за невiдомими z(t, \varepsilon ),
z(t - \Delta , \varepsilon ) i h(\varepsilon ) у малому околi розв’язку породжуючої крайової задачi (3), функцiї z0(t - \Delta )
та константи h0. Крiм того, вектор-функцiя Z(z(t, \varepsilon ), z(t  - \Delta , \varepsilon ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon ) неперервна за
малим параметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0], а також неперервна за незалежною змiнною t
на вiдрiзку [\Delta , T ]. Функцiю \psi (t, h(\varepsilon ), \varepsilon ), яка визначає початкову функцiю, припускаємо
аналiтичною за власним вектором h(\varepsilon ) крайової задачi (1), (2) у малому околi власного
вектора h0 \in \BbbR n породжуючої крайової задачi (3) та неперервною за малим параметром \varepsilon 
на вiдрiзку [0, \varepsilon 0]. Функцiю \varphi (t, h0) припускаємо лiнiйною функцiєю вектора h0,

\ell z(\cdot , \varepsilon ) : \BbbC 1\{ [\Delta , T ] \setminus \{ k\Delta \} I\} \rightarrow \BbbR m

— лiнiйний обмежений векторний функцiонал [1, 2].
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Актуальнiсть вивчення крайової задачi (1), (2) пов’язана з широким застосуванням
подiбних задач при вивченнi неiзотермiчних хiмiчних реакцiй. Приклади моделювання
таких реакцiй наведено в статтях [4, 5]. У статтi [3] доведено iснування єдиного розв’язку

z0(t) = K[f(s);\varphi (s)](t) \in \BbbC 1\{ [\Delta , T ] \setminus \{ k\Delta \} I\} , k = 1, 2, . . . , q + 1,

породжуючої системи (3) з фiксованою початковою функцiєю \varphi (t), а також умови розв’яз-
ностi лiнiйної нетерової крайової задачi для породжуючої системи (3).

У статтях [6, 7] знайдено наближення до розв’язкiв нелiнiйних крайових задач, зокрема
перiодичних крайових задач. При побудовi розв’язкiв нелiнiйних крайових задач виникає
проблема неможливостi знаходження розв’язкiв в елементарних функцiях, яка до того ж
зумовлює великi похибки розв’язкiв нелiнiйних крайових задач. Подiбну проблему було
продемонстровано для перiодичної задачi для рiвняння, яке визначає рух супутника на
елiптичнiй орбiтi [8].

Крiм того, побудова розв’язкiв нелiнiйних крайових задач iз використаннямметоду про-
стих iтерацiй [1] значно ускладнюється обчисленням похiдних нелiнiйностей. У статтях
[6, 7] прискорення збiжностi iтерацiйних схем досягнуто обчисленням похiдних нелiнiйно-
стей на кожному кроцi. Враховуючи зазначене, спрощення обчислень похiдних нелiнiйно-
стей i можливiсть знаходження розв’язкiв нелiнiйних крайових задач, зокрема перiодичних
крайових задач, в елементарних функцiях можуть бути досягнутi з використанням методу
декомпозицiї Адомяна [9, 10]. Приклад такого спрощення буде наведено далi.

2. Необхiдна умова. Функцiю \varphi (t, h0), лiнiйнущодо вектора h0, можна подати у виглядi

\varphi (t, h0) = \Phi (t)h0, \Phi (t) \in \BbbC [0,\Delta ].

Позначимо матрицю
Q := \ell K[0,\Phi (s)](\cdot ) \in \BbbR m\times n.

Розв’язок
z0(t) = K[f(s);\varphi (s, h0)](t)

породжуючої задачi (3) у критичному випадку PQ\ast \not = 0 задовольняє крайову умову (3) у
випадку [3]:

PQ\ast 
d
\{ \alpha  - \ell K[f(s); 0]\} (\cdot ) = 0, (4)

при цьому породжуюча задача (3) має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв

z0(t, c0) = \Phi r(t)c0 +G[f(s);\varphi (s, h0)](t), c0 \in \BbbR r.

Тут
\Phi r(t) := \Phi (t)PQr

— матриця, утворена з r лiнiйно незалежних розв’язкiв породжуючої задачi (3). Матриця
PQr утворена з r лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроєктора

PQ : \BbbR n \rightarrow \BbbN (Q).

Матриця PQ\ast 
d
утворена з d лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроєктора

PQ\ast : \BbbR m \rightarrow \BbbN (Q\ast ).
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Крiм того [3],

G[f(s);\varphi (s, h0)](t) := K[f(s); \Phi (s)h0(c0)](t), t \in [\Delta , T ],

— узагальнений оператор Грiна породжуючої крайової задачi (3),

h0(c0) = PQrc0 +Q+\{ \alpha  - \ell K[f(s); 0](\cdot )\} , c0 \in \BbbR r,

— власний вектор породжуючої крайової задачi (3), Q+ — псевдообернена за Муром –
Пенроузом матриця [1].

Розв’язок крайової задачi (1), (2) шукаємо у виглядi

z(t, \varepsilon ) := z0(t) + u1(t, \varepsilon ) + . . .+ uk(t, \varepsilon ) + . . . ,

h(\varepsilon ) = h0 + \xi 1(\varepsilon ) + \xi 2(\varepsilon ) + . . .+ \xi k(\varepsilon ) + . . . .

Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z(t, \varepsilon ), z(t - \Delta , \varepsilon ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon ) аналiтична за невiдомими z(t, \varepsilon ),
z(t - \Delta , \varepsilon ) i h(\varepsilon ) у малому околi розв’язку породжуючої крайової задачi (3), функцiї z0(t - \Delta )
i константи h0, тому у зазначеному околi iснує розклад [9, c. 502]
Z(z(t, \varepsilon ), z(t - \Delta , \varepsilon ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon )

= Z0(z0(t, c0), z0(t - \Delta , c0), h0, t)

+ Z1(z0(t, c0), u1(t, \varepsilon ), z0(t - \Delta , c0), u1(t - \Delta , \varepsilon ), h0, \xi 1(\varepsilon ), t, \varepsilon ) + . . .

+ Zk(z0(t, c0), u1(t, \varepsilon ), . . . , uk(t, \varepsilon ), z0(t - \Delta , c0), u1(t - \Delta , \varepsilon ), . . . , uk(t - \Delta , \varepsilon ),

h0, \xi 1(\varepsilon ), . . . , \xi k(\varepsilon ), t, \varepsilon ) + . . . .

Функцiя \psi (t, h(\varepsilon )), яка визначає початкову функцiю, аналiтична за власним вектором h(\varepsilon )
крайової задачi (1), (2) у малому околi власного вектора h0 \in \BbbR n породжуючої крайової
задачi (3), тому у зазначеному околi iснує розклад [9, 10]

\psi (h(\varepsilon ), t, \varepsilon ) = \psi 0(t, h0) + \psi 1(h0, \xi 1(\varepsilon ), t, \varepsilon )

+ \psi 2(h0, \xi 1(\varepsilon ), \xi 2(\varepsilon ), t, \varepsilon ) + . . .+ \psi k(h0, \xi 1(\varepsilon ), . . . , \xi k(\varepsilon ), t, \varepsilon ) + . . . .

Перше наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1), (2) у критич-
ному випадку

z1(t, \varepsilon ) := z0(t, c0) + u1(t, \varepsilon ),

u1(t, \varepsilon ) = \Psi r(t)c1 + \varepsilon G
\bigl[ 
Z0(z0(s, c0), z0(s - \Delta , c0), h0, s);\psi 0(s, h0)

\bigr] 
(t)

визначає розв’язок нелiнiйної перiодичної крайової задачi першого наближення
du1(t, \varepsilon )

dt
= Au1(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z0(z0(t, c0), z0(t - \Delta , c0), h0, t), \ell u1(\cdot , \varepsilon ) = 0

iз початковоюфункцiєю \psi 0(h0, t). Умова розв’язностi крайової задачi першого наближення
приводить до рiвняння

PQ\ast 
d
\ell K
\bigl[ 
Z0(z0(s, c0), z0(s - \Delta , c0), h0(c0), s);\psi 0(h0(c0), s)

\bigr] 
(\cdot ) = 0.

Необхiднi умови iснування розв’язку задачi (1), (2) у критичному випадку визначає така
лема.
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Лема. Припустимо, що для крайової задачi (1), (2) iз зосередженим запiзненням наявний
критичний випадок (PQ\ast \not = 0), до того ж виконано умову (4), а породжуюча задача (3) має
r -параметричну сiм’ю розв’язкiв

z0(t, c0) = \Psi r(t)c0 +G[f(s);\varphi (s, h0(c0))](t), c0 \in \BbbR r.

Припустимо також, що крайова задача (1), (2) iз зосередженим запiзненням в околi поро-
джуючого розв’язку z0(t, c\ast 0) має розв’язок

z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [\Delta , T ] \setminus \{ k\Delta \} I\} , T := (q + 1)\Delta , k = 1, 2, . . . , q + 1, z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0].

За цих умов справджується рiвнiсть

F0(c
\ast 
0) := PQ\ast 

d
\ell K
\Bigl[ 
Z0

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), z0(s - \Delta , c0), h0(c

\ast 
0), s

\bigr) 
;\psi 0(h0(c

\ast 
0), s)

\Bigr] 
(\cdot ) = 0. (5)

Рiвняння (5) будемо далi називати рiвнянням для породжуючих констант крайової
задачi (1), (2) iз зосередженим запiзненням у випадку параметричного резонансу. Якщо для
крайової задачi (1), (2) iз зосередженим запiзненнямнаявнийкритичний випадок (PQ\ast \not = 0),
до того ж умову (4) не виконано, то вона може бути регуляризована аналогiчно [11, 12].

3. Достатня умова. Припустимо, що рiвняння для породжуючих констант (5) має дiйснi
коренi. Фiксуючи один iз дiйсних розв’язкiв

c\ast 0 \in \BbbR r, h\ast 0 := h0(c
\ast 
0) \in \BbbR 

рiвняння (5), приходимо до задачi про побудову розв’язку нелiнiйної крайової задачi (1),
(2) у малому околi розв’язку

z0(t, c
\ast 
0) = \Phi r(t)c

\ast 
0 +G[f(s);\varphi (s, h0(c

\ast 
0))](t), c\ast 0 \in \BbbR r,

породжуючої крайової задачi. Традицiйною умовою розв’язностi крайової задачi (1), (2)
iз зосередженим запiзненням у малому околi розв’язку породжуючої задачi (3) є вимога
простоти коренiв [1, 10]

PB\ast 
0
PQ\ast 

d
\not = 0, B0 := F \prime 

c0(c0) \in \BbbR r\times r

рiвняння для породжуючих констант (5); тут PB\ast 
0
: \BbbR d \rightarrow \BbbN (B\ast 

0) — матриця-ортопроєктор
[1]. Ключова при дослiдженнi крайової задачi (1), (2) iз зосередженим запiзненнямматриця
B0 набуває вигляду

B0 = PQ\ast 
d
\ell K[\scrA 0(s)\Phi r(s) +\scrA 1(s)\Phi r(s - \Delta ) +\scrA 2(s)PQr +\scrA 3(s)PQr ](\cdot ),

де

\scrA 0(t) =
\partial Z(z(t, \varepsilon ), z(t - \Delta , \varepsilon ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon )

\partial z(t, \varepsilon )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z(t,\varepsilon )=z0(t,c\ast 0),
z(t - \Delta ,\varepsilon )=z0(t - \Delta ,c\ast 0),
h(\varepsilon )=h0(c\ast 0),
\varepsilon =0,

\scrA 1(t) =
\partial Z(z(t, \varepsilon ), z(t - \Delta , \varepsilon ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon )

\partial z(t - \Delta , \varepsilon )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z(t,\varepsilon )=z0(t,c\ast 0),
z(t - \Delta ,\varepsilon )=z0(t - \Delta ,c\ast 0),
h(\varepsilon )=h0(c\ast 0),
\varepsilon =0,
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\scrA 2(t) =
\partial Z(z(t, \varepsilon ), z(t - \Delta , \varepsilon ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon )

\partial h(\varepsilon )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z(t,\varepsilon )=z0(t,c\ast 0),
z(t - \Delta ,\varepsilon )=z0(t - \Delta ,c\ast 0),
h(\varepsilon )=h0(c\ast 0),
\varepsilon =0,

\scrA 2(t) =
\partial \psi (h(\varepsilon ), t, \varepsilon )

\partial h(\varepsilon )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| h(\varepsilon )=h0(c\ast 0),
\varepsilon =0

— (n\times n)-вимiрнi матрицi. Друге наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової
задачi (1), (2) iз зосередженим запiзненням у критичному випадку

z2(t, \varepsilon ) := z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon )

визначає розв’язок

u2(t, \varepsilon ) = \Phi r(t) c2 + \varepsilon G
\Bigl[ 
Z1

\Bigl( 
z0(s, c0), u1(s, \varepsilon ), z0(s - \Delta , c0),

u1(s - \Delta , \varepsilon ), h\ast 0, \xi 1(\varepsilon ), s, \varepsilon 
\Bigr) 
;\psi 1(h

\ast 
0, \xi 1(\varepsilon ), s, \varepsilon )

\Bigr] 
(t), c2 \in \BbbR r,

нелiнiйної перiодичної крайової задачi другого наближення

du2(t, \varepsilon )

dt
= Au2(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z1(z0(t, c0), u1(t, \varepsilon ), z0(t - \Delta , c0), u1(t - \Delta , \varepsilon ), h\ast 0, \xi 1(\varepsilon ), t, \varepsilon ),

\ell u2(\cdot , \varepsilon ) = 0

з початковою функцiєю \psi 1(h
\ast 
0, \xi 1(\varepsilon ), t, \varepsilon ). Умова розв’язностi крайової задачi другого на-

ближення

F1(c1) := PQ\ast 
d
\ell K
\Bigl[ 
Z1

\bigl( 
z0(s, c0), u1(s, \varepsilon ), z0(s - \Delta , c0),

u1(s - \Delta , \varepsilon ), h\ast 0, \xi 1(\varepsilon ), s, \varepsilon 
\bigr) 
, \psi 1(h

\ast 
0, \xi 1(\varepsilon ), s, \varepsilon )

\Bigr] 
(\cdot ) = 0

являє собою лiнiйне рiвняння

F1(c1) = B0 c1 + d1 = 0,

принаймнi однозначно розв’язне у випадку простоти коренiв рiвняння для породжуючих
констант (5); тут

B0 = F \prime 
1(c1) \in \BbbR d\times r, d1 := F1(c1) - B0 c1.

Справдi, позначимо вектор-функцiї [13, 14]

v(t, \varepsilon , \mu ) := z0(t, c
\ast 
0) + \mu u1(t, \varepsilon ) + . . .+ \mu k uk(t, \varepsilon ) + . . . ,

g(\varepsilon , \mu ) := h0 + \mu \xi 1(\varepsilon ) + \mu 2 \xi 2(\varepsilon ) + . . .+ \mu k \xi k(\varepsilon ) + . . . ,

при цьому

F1(c1) := PQ\ast 
d
\ell K
\Bigl[ 
Z1

\bigl( 
z0(s, c0), u1(s, \varepsilon ), z0(s - \Delta , c0),
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u1(s - \Delta , \varepsilon ), h\ast 0, \xi 1(\varepsilon ), s, \varepsilon 
\bigr) 
;\psi 1(h0, \xi 1(\varepsilon ), s, \varepsilon )

\Bigr] 
(\cdot )

= PQ\ast 
d
\ell K
\bigl[ 
Z \prime 
\mu (v(t, \varepsilon , \mu ), v(t - \Delta , \varepsilon , \mu ), h(\varepsilon ), t, \varepsilon );\psi \prime 

\mu (t, g(\varepsilon , \mu ), \varepsilon )
\bigr] 
(\cdot )
\bigm| \bigm| \bigm| 
\mu =0

= PQ\ast 
d
\ell K[\scrA 0(s)u1(s, \varepsilon ) +\scrA 1(s)u1(s - \Delta , \varepsilon );\scrA 2(s)\xi 1(\varepsilon ) +\scrA 3(s)\xi 1(\varepsilon )](\cdot ).

Отже,
B0 = F \prime 

1(c1).

Таким чином, за умови простоти коренiв рiвняння для породжуючих констант (5) отри-
муємо принаймнi один розв’язок крайової задачi першого наближення

z1(t, \varepsilon ) := z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ), c1 =  - B+

0 d1,

u1(t, \varepsilon ) = \Phi r(t)c1 + \varepsilon G
\Bigl[ 
Z0

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), z0(s - \Delta , c\ast 0), h0(c

\ast 
0), s

\bigr) 
;\psi 0(s, h

\ast 
0)
\Bigr] 
(t).

Умови розв’язностi крайових задач подальших наближень

Fj(cj) := PQ\ast 
d
\ell K
\Bigl[ 
Zj

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), u1(t, \varepsilon ), . . . , uj(s, \varepsilon ), z0(s - \Delta , c\ast 0), u1(s - \Delta , \varepsilon ), . . . ,

uj(s - \Delta , \varepsilon ), h0(c
\ast 
0), \xi 1(\varepsilon ), . . . , \xi j(\varepsilon ), s, \varepsilon 

\bigr) 
;\psi k(h0(c

\ast 
0), \xi 1(\varepsilon ), . . . , \xi j(\varepsilon ), s, \varepsilon )

\Bigr] 
(\cdot ) = 0

являють собою лiнiйнi рiвняння

Fj(cj) = B0 cj + dj = 0, j = 1, 2, . . . , k,

де
B0 = F \prime (cj) \in \BbbR d\times r, dj := F (cj) - B0 cj , j = 1, 2, . . . , k.

У випадку простоти коренiв рiвняння (5) для породжуючих констант перiодичної зада-
чi (1), (2) останнє рiвняння принаймнi однозначно розв’язне. Послiдовнiсть наближень до
розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1), (2) у критичному випадку визначає
iтерацiйна схема

z1(t, \varepsilon ) := z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ), c1 =  - B+

0 d1,

u1(t, \varepsilon ) = \Phi r(t)c1 + \varepsilon G
\Bigl[ 
Z0

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), z0(s - \Delta , c\ast 0), h0(c

\ast 
0), s

\bigr) 
;\psi 0(s, h0)

\Bigr] 
(t),

zk+1(t, \varepsilon ) := z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + . . .+ uk+1(t, \varepsilon ), k = 0, 1, 2, . . . , (6)

ck+1 =  - B+
0 dk+1,

uk+1(t, \varepsilon ) = \Phi r(t)ck+1 + \varepsilon G
\Bigl[ 
Zk

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), u1(t, \varepsilon ), . . . , uk(s, \varepsilon ),

z0(s - \Delta , c\ast 0), u1(s - \Delta , \varepsilon ), . . . , uk(s - \Delta , \varepsilon ), h0(c
\ast 
0),

\xi 1(\varepsilon ), . . . , \xi k(\varepsilon ), s, \varepsilon 
\bigr) 
;\psi k(h0(c

\ast 
0), \xi 1(\varepsilon ), . . . , \xi k(\varepsilon ), s, \varepsilon )

\Bigr] 
(t).
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Теорема. У критичному випадку (PQ\ast \not = 0) породжуюча T-перiодична крайова задача (3)
за умови (4) має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв

z0(t, c0) = \Phi r(t)c0 +G
\bigl[ 
f(s);\varphi (s, h0(c0))

\bigr] 
(t), c0 \in \BbbR r.

У випадку простоти коренiв рiвняння (5) для породжуючих констант перiодичної задачi (1),
(2) у малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c\ast 0) i константи h0(c\ast 0) задача (1), (2) має при-
наймнi єдиний розв’язок. Послiдовнiсть наближень до розв’язку нелiнiйної крайової задачi (1),
(2) iз зосередженим запiзненням визначає iтерацiйна схема (6). Якщо iснують константи
0 < \gamma < 1 i 0 < \delta < 1, для яких виконуються нерiвностi

\| u1(t, \varepsilon )\| \leq \gamma \| z0(t, c\ast r)\| , \| uk+1(t, \varepsilon )\| \leq \gamma \| uk(t, \varepsilon )\| , (7)

\| \xi 1(\varepsilon )\| \leq \delta | h\ast 0| , | \xi k+1(\varepsilon )| \leq \delta | \xi k(\varepsilon )| , k = 1, 2, . . . ,

то iтерацiйна схема (6) збiгається до розв’язку нелiнiйної крайової задачi (1), (2) iз зосере-
дженим запiзненням.

Отримана умова збiжностi iтерацiйної схеми (6) дозволяє оцiнити промiжок значень
малого параметра \varepsilon \in [0, \varepsilon 0], 0 \leq \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0, для яких зберiгається збiжнiсть iтерацiйної
схеми (6), проте вiдрiзняється вiд наведеної у [15].

Приклад. Продемонструємо ефективнiсть доведеної теореми на прикладi задачi про
знаходження 2\pi -перiодичних розв’язкiв

z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [0, T ] \setminus \{ \Delta \} I\} , T := 2\pi , \Delta := \pi , z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0],

нелiнiйного рiвняння

z\prime \prime (t, \varepsilon ) + z(t, \varepsilon ) = z(t - \Delta , \varepsilon ) + \varepsilon 
\bigl( 
1 - z2(t, \varepsilon )

\bigr) 
z\prime (t, \varepsilon ), t \in [\Delta , T ], (8)

з початковою функцiєю

z(t, \varepsilon ) := \varphi (t, h0) + \varepsilon \psi (t, h(\varepsilon ), \varepsilon ) := h0 cos 3t+ h(\varepsilon ) sin \varepsilon , t \in [0, \pi ],

h(\varepsilon ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0], h(0) := h0.

Розв’язок перiодичної задачi (8) iз зосередженим запiзненням шукаємо у малому околi
розв’язку

z0(t) \in \BbbC 1\{ [0, 2\pi ] \setminus \{ \Delta \} I\} 

породжуючої задачi для рiвняння

z\prime \prime 0 (t) + z(t) = z0(t - \Delta ), t \in [\Delta , 2\Delta ],

з початковою функцiєю
z0(t) = h0 cos 3t, t \in [0, \pi ].

Перiодичнi розв’язки нелiнiйного рiвняння (8)

z(t, \varepsilon ) :=

\left\{   h(\varepsilon ), t \in [0, \pi ],

x(t, \varepsilon ), t \in [\pi , 2\pi ],
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будемо шукати в околi розв’язку

z0(t, c0) :=

\left\{   \varphi (t, h0), t \in [0, \pi ],

x0(t), t \in [\pi , 2\pi ],

лiнiйної частини цього рiвняння. Для перiодичної задачi для нелiнiйного рiвняння (8)
наявний критичний випадок

Q =

\Biggl( 
 - 1 1

1  - 1

\Biggr) 
, PQ\ast = PQ =

\Biggl( 
1 1

1 1

\Biggr) 
,

при цьому породжуюча задача для нелiнiйного рiвняння (8) має однопараметричну сiм’ю
розв’язкiв

z0(t, c0) = \Phi r(t)c0 +G[f(s);\varphi (s, h0)](t), c0 \in \BbbR 1.

Тут
\Phi r(t) := \Phi (t) = cos t, PQ\ast 

d
= P \ast 

Qr
=
\bigl( 
1 1

\bigr) 
,

до того ж
G[f(s);\varphi (s, h0)](t) =

h0
8

(7 cos t+ cos 3t), t \in [\pi , 2\pi ].

Для знаходження амплiтуди c0 породжуючого розв’язку та власного вектора h0, h0 \in \BbbR ,
породжуючої задачi отримуємо рiвняння

F0(h0) =  - 7\pi 

2048

\bigl( 
 - 128h0 + 29h30

\bigr) 
= 0.

Рiвняння (5) для породжуючих амплiтуд перiодичної задачi для нелiнiйного рiвняння (8)
має єдиний простий

B0 =  - 7\pi 

8

дiйсний корiнь

c\ast 0 = h\ast 0 = 8

\sqrt{} 
2

29
,

при цьому

x0(t) =

\sqrt{} 
2

29
(7 cos t+ cos 3t), \varphi (t, h0) = 8

\sqrt{} 
2

29
cos 3t.

Використовуючи iтерацiйну схему (6), на першому кроцi отримуємо

z1(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ), t \in [\pi , 2\pi ],

де

u1(t, \varepsilon ) =  - \varepsilon 

6 960
\surd 
58

\Bigl( 
 - 111 360 - 57 736 sin t+ 13 980 sin 3t

+2800 sin 5t+ 245 sin 7t+ 9 sin 9t
\Bigr) 
, c1 = \xi 1 = 0.
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Використовуючи iтерацiйну схему (6), на другому кроцi маємо

z2(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon ), t \in [\pi , 2\pi ],

де

u2(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 2 sin t

678 182 400
\surd 
58

\Bigl( 
 - 37 402 705 920 - 1 624 661 640\pi 

+ 1624 661 640t - 34 352 332 800 cos t - 2 922 086 400 cos 3t

 - 128 286 720 cos 5t - 2 243 844 195 sin 2t+ 371 972 505 sin 4t

+ 187 639 405 sin 6t+ 28 271 315 sin 8t+ 2191 961 sin 10t

+ 98 485 sin 12t+ 2025 sin 14t
\Bigr) 
, c2 = \xi 2 = 0.

Аналогiчно на третьому кроцi отримуємо

z3(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon ) + u3(t, \varepsilon ), t \in [\pi , 2\pi ],

де

u3(t, \varepsilon ) =  - 
\sqrt{} 

2

29

4

3
+

\sqrt{} 
2

29

564 970 816 cos t

81 177 525
+

15 950 395 737\pi cos t

499 486 720
\surd 
58

 - 15 950 395 737 t cos t

499 486 720
\surd 
58

+

\sqrt{} 
2

29

8 508 cos 2t

4 205
 - 
\sqrt{} 

2

29

36 736 cos 3t

4 205

 - 94 771 929\pi cos 3t

124 871 680
\surd 
58

+
94 771 929 t cos 3t

124 871 680
\surd 
58

 - 
\sqrt{} 

2

29

785 122 cos 4t

189 225

 - 
\sqrt{} 

2

29

68 224 cos 5t

52 983
 - 8 381 191\pi cos 5t

74 923 008
\surd 
58

+
8 381 191 t cos 5t

74 923 008
\surd 
58

 - 
\sqrt{} 

2

29

134 952 cos 6t

147 175
 - 
\sqrt{} 

2

29

2624 cos 7t

37 845
 - 4 512 949\pi cos 7t

749 230 080
\surd 
58

+
4 512 949 t cos 7t

749 230 080
\surd 
58

 - 
\sqrt{} 

2

29

68 744 cos 8t

794 745
 - 4

957

\sqrt{} 
2

29
cos 10t

 - 
414

\sqrt{} 
2

29
cos 12t

4 209 205
+

4 985 946 418 1217 707 sin t

1 246 119 469 056 000
\surd 
58

+

\sqrt{} 
2

29

20 992\pi sin t

4 205

+
13 538 847\pi 2 sin t

62 435 840
\surd 
58

 - 
\sqrt{} 

2

29

20 992 t sin t

4 205
 - 13 538 847\pi t sin t

31 217 920
\surd 
58

+
13 538 847 t2 sin t

62 435 840
\surd 
58

 - 20 818 143 119 sin 3t

9 989 734 400
\surd 
58

 - 190 250 571 569 sin 5t

377 611 960 320
\surd 
58
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 - 37 644 390 877 sin 7t

539 445 657 600
\surd 
58

+
16 197 931 731 sin 9t

699 281 408 000
\surd 
58

+
5 001 452 863 sin 11t

674 307 072 000
\surd 
58

+
1 897 369 253 sin 13t

1 888 059 801 600
\surd 
58

+
1 137 333 sin 15t

13 985 628 160
\surd 
58

+
13 496 929 sin 17t

3 236 673 945 600
\surd 
58

+
65 987 sin 19t

505 730 304 000
\surd 
58

+
1053 sin 21

5 494 3t5 392 000
\surd 
58
, c3 = \xi 3 = 0.

Вiдзначимо, що для будь-яких 0 < \varepsilon 0 < \gamma < 1 на вiдрiзку \varepsilon \in [0, \varepsilon 0] виконуються
нерiвностi (7), якi свiдчать про практичну збiжнiсть отриманих наближень до розв’язку
перiодичної задачi для нелiнiйного рiвняння (8) iз зосередженим запiзненням. Зауважимо
також, що знайденi наближення задовольняють крайову умову.

Точнiсть знайдених наближень до розв’язку перiодичної задачi для нелiнiйного рiвнян-
ня (8) визначають нев’язки

\Delta k(\varepsilon ) :=
\bigm\| \bigm\| z\prime \prime k(t, \varepsilon ) + zk(t, \varepsilon ) - zk(t - \Delta , \varepsilon ) - \varepsilon 

\bigl( 
1 - z2k(t, \varepsilon )

\bigr) 
z\prime k(t, \varepsilon )

\bigm\| \bigm\| , k = 0, 1, 2, 3.

Зокрема,

\Delta 0(0,1) \approx 0,322 362, \Delta 1(0,1) \approx 0,135 750,

\Delta 2(0,1) \approx 0,0585 787, \Delta 3(0,1) \approx 0,0209 515,

\Delta 0(0,01) \approx 0,0322 362, \Delta 1(0,01) \approx 0,00121 674,

\Delta 2(0,01) \approx 0,0000 472 672, \Delta 3(0,01) \approx 1,81 790\times 10 - 6,

\Delta 0(0,001) \approx 0,00322 362, \Delta 1(0,001) \approx 0,0000 122 788,

\Delta 2(0,001) \approx 4,61 892\times 10 - 8, \Delta 3(0,001) \approx 1,78 800\times 10 - 10.

На вiдмiну вiд результатiв Г. Адомяна для нелiнiйної системи з запiзненням [16] ми
отримали умови розв’язностi та побудови розв’язкiв наближень до розв’язку нелiнiйної
крайової задачi (1), (2) iз зосередженим запiзненням. Запропоновану у статтi схему дослi-
дження умов розв’язностi та побудови розв’язкiв наближень до розв’язку крайової зада-
чi (1), (2) iз зосередженим запiзненням можна перенести на матричнi крайовi задачi [17],
у тому числi iз зосередженим запiзненням [18, 19].

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу, а також заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування для її виконання.

Лiтература
1. A. A. Boichuk, A. M. Samoilenko, Generalized inverse operators and Fredholm boundary-value problems,

2nd ed., De Gruyter, Berlin, Boston (2016).
2. Н. В. Азбелев, Н. П.Максимов, Л. Ф. Рахматуллина, Введение в теориюфункционально-дифференциальных

уравнений, Наука, Москва (1991).
3. С. М. Чуйко, Нетеровы краевые задачи с сосредоточенным запаздыванием в случае параметрического

резонанса, Материалы конференции, посвященной 95-летию со дня рождения профессора Н. В. Азбелева
(Пермь, 17 – 19 мая 2017 г.), 287 – 294 (2017).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2025, т. 28, № 1



30 ОЛЕКСАНДР БОЙЧУК , СЕРГIЙ ЧУЙКО, ВIКТОР ЧУЙКО

4. P. Benner, A. Seidel-Morgenstern, A. Zuyev, Periodic switching strategies for an isoperimetric control problem
with application to nonlinear chemical reactions, Appl. Math. Modell., 69, 287 – 300 (2019).

5. P. Benner, S. Chuiko, A. Zuyev, A periodic boundary-value problem with switchings under nonlinear perturbati-
ons, Bound. Value Probl., Article 50, 1 – 12 (2023).

6. О. А. Бойчук, С. М. Чуйко, Про наближене розв’язання нелiнiйних крайових задач за методом Ньютона –
Канторовича, Нелiн. коливання, 23, № 2, 162 – 183 (2020); English translation: J. Math. Sci., 258, № 5,
594 – 617 (2021).

7. О.А. Бойчук,С.М.Чуйко, Про наближене розв’язання слабконелiнiйних крайових задачметодомНьютона –
Канторовича, Нелiн. коливання, 23, № 3, 321 – 331 (2020); English translation: J. Math. Sci., 261, № 2,
228 – 240 (2022).

8. А. М. Самойленко, С. М. Чуйко, О. В. Нєсмєлова, Нелiнiйнi крайовi задачi, не розв’язанi щодо похiдної,
Укр. мат. журн., 72, № 8, 1106 – 1118 (2020);English translation:Ukr. Math. J., 72, № 8, 1280 – 1293 (2020).

9. G. Adomian, A review of the decomposition method in applied mathematics, J. Math. Anal. Appl., 135, 501 – 544
(1988).

10. С. М. Чуйко, О. С. Чуйко, М. В. Попов, Метод декомпозицiї Адомяна у теорiї нелiнiйних перiодичних
крайових задач, Нелiн. коливання, 25, № 4, 413 – 425 (2022); English translation:, J. Math. Sci., 277, № 2,
338 – 351 (2023).

11. А. А. Бойчук, Л. М. Шегда, Условия бифуркации решений вырожденных краевых задач, Нелiн. коливання,
12, № 2, 147 – 154 (2009).

12. С. М. Чуйко, О регуляризации матричной дифференциально-алгебраической краевой задачи, Укр. мат. вiсн.,
13, № 1, 76 – 90 (2016); English translation: J. Math. Sci., 220, № 5, 591 – 602 (2017).

13. M. Mac, C. S. Leung, T. Harko, A brief introduction to the Adomian decomposition method, Rom. Astron. J., 1,
№ 1, 1 – 41 (2019).

14. Олександр Бойчук, Сергiй Чуйко, Дар’я Д’яченко, Метод декомпозицiї Адомяна в теорiї нелiнiйних
автономних крайових задач, Укр. мат. журн., 75, № 8, 1053 – 1067 (2023); English translation: Ukr. Math.
J., 75, № 8, 1203 – 1218 (2023).

15. С. М. Чуйко, Область збiжностi iтерацiйної процедури для автономної крайової задачi, Нелiн. коливання,
9, № 3, 416 – 432 (2006); English translation: Nonlinear Oscill. (N.Y.), 9, № 3, 405 – 422 (2006).

16. G. Adomian, R. Rach, Nonlinear stochastic differential delay equations, J. Math. Anal. Appl., 91, 94 – 101
(1983).

17. S. M. Chuiko, Nonlinear matrix differential-algebraic boundary-value problem, Lobachevskii J. Math., 38(2),
236 – 244 (2017).

18. A. A. Boichuk, J. Diblik, D. Ya. Khusainov, M. Ruzickova, Fredholm’s boundary-value problems for differential
systems with a single delay, Nonlinear Anal., 72, 2251 – 2258 (2010).

19. С. М. Чуйко, Д. В. Сисоєв Матричнi перiодичнi крайовi задачi iз зосередженим запiзненням, Нелiн.
коливання, 21, № 2, 273 – 283 (2018); English translation: J. Math. Sci., 243, № 2, 326 – 337 (2019).

Одержано 02.11.24

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2025, т. 28, № 1


