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ТОНКОСТIННОЇ СФЕРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ
ЗА РIЗНИХ ГРАНИЧНИХ УМОВ ЇЇ КРIПЛЕННЯ
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We use the Ritz method for determination of eigenforms and eigenfrequencies of nonaxially symmetric
vibrations of thin-walled isotropic spherical shells. Eigenfrequencies for a sphere are calculated for different
geometric parameters and boundary conditions of its attachment.

Для знаходження власних форм i частот неосесиметричних коливань тонкостiнних iзотропних
сферичних оболонок застосовано метод Рiтца. Наведено розрахунки власних частот для сфери при
рiзних геометричних параметрах i граничних умовах її крiплення.

Вступ. Цю роботу присвячено розробцi методу Рiтца для задачi про вiльнi коливання тон-
костiнної сферичної оболонки для рiзних граничних умов крiплення сфери. У деякому
сенсi вона є продовженням [1], де розглянуто аналогiчну задачу для вiльного крiплення
сфери, а також наведено досить великий огляд лiтератури, що стосується коливань сфе-
ричних оболонок (з цього приводу, за необхiдностi, пропонуємо читачевi звернутися до
[1]). На пiдставi цього огляду лiтератури можна зробити висновок, що досi не вирiшено
проблеми, коли вiдомий параметр оболонки r = 0, що призводить до виродження деяких
коефiцiєнтiв вiдповiдних диференцiальних рiвнянь, якi описують її коливання. При чисель-
ному iнтегруваннi цих рiвнянь у лiтературi є рiзнi рекомендацiї наближеного характеру,
що дозволяють обiйти цю складнiсть. Пропонуємо вважати, що в полюсi оболонки є отвiр
малого радiуса з вiдповiдними граничними умовами на його контурi. Такий пiдхiд дозволяє
з певною точнiстю обчислювати частоти та форми коливань оболонки. У цiй статтi дослi-
джено питання впливу малостi отвору та можливих граничних умов на частоти коливань
оболонки.

Також слiд зауважити, що роботи, якi мiстять числовi результати розрахункiв, мають
їх лише для випадку, коли кiлькiсть хвиль у круговому напрямку оболонки n = 2. У цiй
роботi також виправлено вказаний недолiк.

Розглянемо вiльнi неосесиметричнi коливання сферичної тонкостiнної оболонки. По-
будову розв’язкiв задачi будемо здiйснювати на основi методу Рiтца.

1. Варiацiйне формулювання задачi. Розглянемо тонкостiнну пружну оболонку, сере-
динна поверхня якої є поверхнею обертання (рис. 1). У такої оболонки лiнiями головних
кривин будуть її меридiани i паралелi. Вiдповiдно до цього, серединну поверхню оболонки
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Рис. 1. Основнi параметри сферичної оболонки.

вiднесемо до ортогональної системи криволiнiйних координат s i \varphi , де \varphi —полярний кут,
що вiдраховується вiд осi Ox за годинниковою стрiлкою, якщо дивитися в бiк зростання
координати z, s — довжина дуги меридiана, яка вiдраховується вiд деякої початкової
паралелi або полюса для замкненої оболонки.

Проєкцiї перемiщення точок серединної поверхнi на додатнi напрямки меридiана i
паралелi, а також на зовнiшню нормаль до поверхнi оболонки позначимо через u, v i w
вiдповiдно.

Будемо вважати надалi, що перемiщення настiльки малi, що можна знехтувати членами
другого i бiльш високого порядку малостi порiвняно з лiнiйними. Також вважатимемо, що
для оболонки справедливi гiпотези Кiрхгофа –Лява.

Рiвняння рiвноважного стану оболонки, що знаходиться пiд дiєю сил iнерцiї, можна
отримати з використанням будь-якого варiацiйного принципу механiки. Такий пiдхiд доз-
волить сформулювати варiацiйну постановку задачi, яку надалi буде використано при по-
будовi її наближеного розв’язку.

Скористаємося принципом можливих перемiщень, згiдно з яким

\delta \Pi = \delta A, (1)

де \delta \Pi — варiацiя потенцiальної енергiї пружної деформацiї оболонки, \delta A — робота сил
iнерцiї на можливих перемiщеннях, яку можна подати у виглядi

\delta A =  - 
\int \int 
\Sigma 

\rho h
\partial 2\vec{}U

\partial t2
\delta \vec{}U d\Sigma , (2)

де \Sigma , \rho i h —серединна поверхня, густина матерiалу i товщина оболонки вiдповiдно, \vec{}U —
вектор iз компонентами u, v i w.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 4



552 ЮРIЙ ТРОЦЕНКО

Варiацiю потенцiальної енергiї деформацiї серединної поверхнi оболонки можна пред-
ставити у виглядi [2]

\delta \Pi =

\int \int 
\Sigma 

(T1\delta \varepsilon 1 + T2\delta \varepsilon 2 + S\delta \omega +M1\delta \kappa 1 +M2\delta \kappa 2 + 2H\delta \tau ) d\Sigma , (3)

де

T1 =
Eh

1 - \nu 2
(\varepsilon 1 + \nu \varepsilon 2), T2 =

Eh

1 - \nu 2
(\varepsilon 2 + \nu \varepsilon 1),

M1 =
Eh3

12(1 - \nu 2)
(\kappa 1 + \nu \kappa 2), M2 =

Eh3

12(1 - \nu 2)
(\kappa 2 + \nu \kappa 1),

S =
Eh

2(1 + \nu )
\omega , H =

Eh3

12(1 + \nu )
\tau ,

(4)

E i \nu — модуль пружностi та коефiцiєнт Пуассона матерiалу оболонки вiдповiдно. Ком-
поненти тензора деформацiй серединної поверхнi оболонки \varepsilon 1, \varepsilon 2, \kappa 1, \kappa 2, \omega , \tau пов’язанi
з компонентами вектора перемiщень такими спiввiдношеннями [2]:

\varepsilon 1 =
\partial u

\partial s
+

w

R1
, \varepsilon 2 =

1

r

\partial v

\partial \varphi 
+

cos\vargamma 

r
u+

sin\vargamma 

r
w,

\omega =
1

r

\partial u

\partial \varphi 
+

\partial v

\partial s
 - cos\vargamma 

r
v, \kappa 1 =  - \partial 2w

\partial s2
+

\partial 

\partial s

\biggl( 
u

R1

\biggr) 
,

\kappa 2 =  - 1

r2
\partial 2w

\partial \varphi 2
+

sin\vargamma 

r2
\partial v

\partial \varphi 
 - cos\vargamma 

r

\partial w

\partial s
+

cos\vargamma 

r

u

R1
,

\tau =  - 1

r

\partial 2w

\partial \varphi \partial s
+

1

r

\partial u

R1\partial \varphi 
 - cos\vargamma sin\vargamma 

r2
v +

cos\vargamma 

r2
\partial w

\partial \varphi 
+

sin\vargamma 

r

\partial v

\partial s
,

(5)

де R1(s) — радiус кривини меридiана оболонки; \vargamma (s) — кут, утворений нормаллю до
серединної поверхнi та вiссю обертання оболонки Oz, r(s) — радiус кола, утвореного
паралелями оболонки.

Будемо далi розглядати незамкнену оболонку обертання, обмежену контурами L1 i L2,
як показано на рис. 1.

Скориставшись формулами iнтегрування за частинами для подвiйних iнтегралiв, пiсля
ряду перетворень з урахуванням спiввiдношень (2) – (5) варiацiйне рiвняння (1) можна
навести у виглядi\int \int 

\Sigma 

\Biggl[ \biggl( 
 - \partial T1

\partial s
+

cos\vargamma 

r
(T2  - T1) - 

1

r

\partial S

\partial \varphi 
 - 1

rR1

\partial 

\partial s
(M1r) +M2

cos\vargamma 

rR1
 - 2

rR1

\partial H

\partial \varphi 

\biggr) 
\delta u

+

\biggl( 
 - 1

r

\partial T2

\partial \varphi 
 - \partial S

\partial s
 - 2 cos\vargamma 

r
S  - sin\vargamma 

r2
\partial M2

\partial \varphi 
 - 2H

sin\vargamma cos\vargamma 

r2
 - 2

r

\partial 

\partial s
(H sin\vargamma )

\biggr) 
\delta v
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+

\Biggl( 
T1

R1
+ T2

sin\vargamma 

r
 - 1

r

\partial 2

\partial s2
(M1r) - 

1

r2
\partial 2M2

\partial \varphi 2
+

1

r

\partial 

\partial s
(M2 cos\vargamma ) - 

2

r

\partial 2H

\partial s\partial \varphi 

 - 2 cos\vargamma 

r2
\partial H

\partial \varphi 

\Biggr) 
\delta w

\Biggr] 
d\Sigma +

\oint 
L2

\Biggl[ \biggl( 
T1 +

M1

R1

\biggr) 
\delta u+

\biggl( 
S + 2H

sin\vargamma 

r

\biggr) 
\delta v

+

\biggl( 
1

r

\partial 

\partial s
(M1r) - M2

cos\vargamma 

r
+

2

r

\partial H

\partial \varphi 

\biggr) 
\delta w  - M1

\partial \delta w

\partial s

\Biggr] 
dL2  - 

\oint 
L1

\Biggl[ \biggl( 
T1 +

M1

R1

\biggr) 
\delta u

+

\biggl( 
S + 2H

sin\vargamma 

r

\biggr) 
\delta v +

\biggl( 
1

r

\partial 

\partial s
(M1r) - M2

cos\vargamma 

r
+

2

r

\partial H

\partial \varphi 

\biggr) 
\delta w  - M1

\partial \delta w

\partial s

\Biggr] 
dL1

=  - 
\int \int 
\Sigma 

\biggl( 
\partial 2u

\partial t2
\delta u+

\partial 2v

\partial t2
\delta v +

\partial 2w

\partial t2
\delta w

\biggr) 
\rho hr ds d\varphi . (6)

Враховуючи незалежнiсть варiацiй \delta u, \delta v i \delta w в областi \Sigma , з варiацiйного рiвняння (6)
отримаємо три рiвняння, якi описують рух оболонки пiд впливом її iнерцiйних сил. Якщо
в цих рiвняннях перейти вiд зусиль до перемiщень вiдповiдно до формул (4) i (5), то
отримаємо рiвняння щодо перемiщень u, v i w, якi з огляду на їхню достатню громiздкiсть
тут не наводимо. З рiвняння (6) випливають також i граничнi умови задачi. Так, у разi
жорсткого крiплення краю оболонки одержимо

u = v = w =
\partial w

\partial s
= 0. (7)

Вiдповiдно на вiльному краї оболонки повиннi виконуватися граничнi умови

T1 = 0, M1 = 0, S + 2H
sin\vargamma 

r
= 0,

1

r

\partial 

\partial s
(M1r) - M2

cos\vargamma 

r
+

2

r

\partial H

\partial \varphi 
= 0.

(8)

В iнших випадках крiплення краю оболонки використовуємо лiнiйнi комбiнацiї умов (7)
i (8). Слiд особливо вiдзначити, що найбiльш складнi силовi граничнi умови (8) є при-
родними граничними умовами для вiдповiдного функцiонала, отриманого за допомогою
принципу можливих перемiщень. Отже, пошук його мiнiмуму можна здiйснювати на класi
функцiй, що задовольняють лише кiнематичнi граничнi умови.

2. Побудова розв’язкiв. Малiсть параметрiв руху оболонки i її симетрiя дозволяють
загальний рух розкласти на незалежнi складовi в напрямку i навколо поздовжньої осi, а
також у двох взаємно перпендикулярних площинах Oxz i Oyz. Надалi будемо розглядати
поперечнi коливання оболонки в однiй iз площин симетрiї, за яку, зокрема, приймемо пло-
щину Oxz. У цьому випадку перемiщення серединної поверхнi оболонки будемо шукати
у виглядi
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u(s, \varphi , t) = ei\omega tUn(s) cosn\varphi ,

v(s, \varphi , t) = ei\omega tVn(s) sinn\varphi ,

w(s, \varphi , t) = ei\omega tWn(s) cosn\varphi ,

(9)

де n — число хвиль у круговому напрямку оболонки.
Перейдемо до безрозмiрних величин, якi пов’язанi з вiдповiдними розмiрними величи-

нами спiввiдношеннями

\{ Un, Vn,Wn\} = R0

\bigl\{ 
\=Un, \=Vn, \=Wn

\bigr\} 
, \{ r, s, R1\} = R0

\bigl\{ 
\=r, \=s, \=R1

\bigr\} 
,

c2 =
h2

12R2
0

, \=\omega 2 =
R2\rho 

\bigl( 
1 - \nu 2

\bigr) 
E

\omega 2,

(10)

де R0 — характерна для оболонки постiйна величина, що має розмiрнiсть довжини, h —
товщина оболонки.

Далi для скорочення запису риску над безрозмiрними величинами будемо опускати.
Тодi варiацiйне рiвняння задачi про усталенi вiльнi коливання оболонки обертання

можна представити у виглядi

\delta I =

s2\int 
s1

\Bigl[ 
\Psi 11(Un, \delta Un) + \Psi 12(Vn, \delta Un) + \Psi 13(Wn, \delta Un)

+ \Psi 12(\delta Vn, Un) + \Psi 22(Vn, \delta Vn) + \Psi 23(Wn, \delta Vn)

+ \Psi 13(\delta Wn, Un) + \Psi 23(\delta Wn, Vn) + \Psi 33(Wn, \delta Wn)
\Bigr] 
r ds

 - \omega 2

s2\int 
s1

(Un\delta Un + Vn\delta Vn +Wn\delta Wn)r ds = 0. (11)

Введенi тут диференцiальнi оператори \Psi ij(p, q), де p i q — довiльнi функцiї, у випадку
застосування загальної теорiї тонкостiнних оболонок Новожилова [2] мають вигляд

\Psi 11(p, q) =

\biggl( 
cos2 \vargamma 

r2
+

\nu 1n
2

r2
+

c2 cos2 \vargamma 

r2R2
1

+
2(1 - \nu )c2n2

r2R2
1

\biggr) 
pq

+

\biggl( 
dp

ds
+

\nu cos\vargamma 

r
p

\biggr) 
dq

ds
+

\nu cos\vargamma 

r

\biggl[ 
dp

ds
+

c2

R1

d

ds

\biggl( 
p

R1

\biggr) \biggr] 
q

+ c2
\biggl[ 
d

ds

\biggl( 
p

R1

\biggr) 
+

\nu cos\vargamma 

rR1
p

\biggr] 
d

ds

\biggl( 
q

R1

\biggr) 
,

\Psi 12(p, q) =
n cos\vargamma 

r2

\biggl( 
1 +

c2 sin\vargamma 

rR1

\biggr) 
pq +

\nu n

r

\biggl[ 
dq

ds
+

c2 sin\vargamma 

r

d

ds

\biggl( 
q

R1

\biggr) \biggr] 
p
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+

\biggl[ \biggl( 
\nu 1n

r
+

2(1 - \nu )c2n sin\vargamma 

r2R1

\biggr) \biggl( 
cos\vargamma 

r
p - dp

ds

\biggr) \biggr] 
q,

\Psi 13(p, q) =

\biggl( 
1

R1
+

\nu sin\vargamma 

r

\biggr) 
p
dq

ds

+
cos\vargamma 

r

\biggl( 
sin\vargamma 

r
+

\nu 

R1
+

c2n2

r2R1

\biggr) 
pq  - c2

\biggl( 
d2p

ds2
 - \nu n2

r2
p+

\nu cos\vargamma 

r

dp

ds

\biggr) 
d

ds

\biggl( 
q

R1

\biggr) 

 - c2 cos\vargamma 

rR1

\biggl( 
cos\vargamma 

r

dp

ds
+ \nu 

d2p

ds2

\biggr) 
q +

2(1 - \nu )c2n2

r2R1

\biggl( 
cos\vargamma 

r
p - dp

ds

\biggr) 
q,

\Psi 22(p, q) =
1

r2

\biggl( 
n2 + \nu 1 cos

2 \vargamma +
c2n2 sin2 \vargamma 

r2

\biggr) 
pq

 - \nu 1 cos\vargamma 

r

\biggl( 
dp

ds
q + p

dq

ds

\biggr) 

+ \nu 1
dp

ds

dq

ds
+

2(1 - \nu )c2 sin2 \vargamma 

r2

\biggl[ \biggl( 
cos\vargamma 

r
q  - dq

ds

\biggr) \biggl( 
cos\vargamma 

r
p - dp

ds

\biggr) \biggr] 
,

\Psi 23(p, q) =

\biggl( 
n sin\vargamma 

r2
+

\nu n

rR1
+

c2n3 sin\vargamma 

r4

\biggr) 
pq  - c2n sin\vargamma 

r2

\biggl( 
\nu 
d2p

ds2
+

cos\vargamma 

r

dp

ds

\biggr) 
q

+ 2(1 - \nu )c2
\biggl[ 
n sin\vargamma 

r2

\biggl( 
dp

ds
 - cos\vargamma 

r
p

\biggr) \biggl( 
dq

ds
 - cos\vargamma 

r
q

\biggr) \biggr] 
,

\Psi 33(p, q) = c2

\Biggl[ 
d2p

ds2
d2q

ds2
+

\nu cos\vargamma 

r

\biggl( 
d2p

ds2
dq

ds
+

d2q

ds2
dp

ds

\biggr) 
 - \nu n2

r2

\biggl( 
d2p

ds2
q +

d2q

ds2
p

\biggr) 

+
cos2 \vargamma + 2(1 - \nu )n2

r2
dp

ds

dq

ds
 - n2 cos\vargamma (3 - 2\nu )

r3

\biggl( 
dq

ds
p+

dp

ds
q

\biggr) \Biggr] 

+

\biggl( 
1

R2
1

+
sin2 \vargamma 

r2
+

2\nu sin\vargamma 

rR1
+

c2n4 + 2(1 - \nu )c2n2 cos2 \vargamma 

r4

\biggr) 
pq,

де \nu 1 = (1 - \nu )/2.

У разi застосування технiчної теорiї оболонок Власова [3] замiсть наведених вище
формул слiд скористатися такими виразами для \Psi ij(p, q) :

\Psi 11(p, q) =

\biggl( 
cos2 \vargamma 

r2
+

\nu 1n
2

r2

\biggr) 
pq

+

\biggl( 
dp

ds
+

\nu cos\vargamma 

r
p

\biggr) 
dq

ds
+

\nu cos\vargamma 

r

dp

ds
q,
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\Psi 12(p, q) =

\biggl( 
n cos\vargamma 

r2
+

\nu 1n cos\vargamma 

r2

\biggr) 
pq +

\nu n

r
p
dq

ds
 - \nu 1n

r
q
dp

ds
,

\Psi 13(p, q) =

\biggl( 
1

R1
+

\nu sin\vargamma 

r

\biggr) 
p
dq

ds
+

\biggl( 
cos\vargamma sin\vargamma 

r2
+

\nu cos\vargamma 

rR1

\biggr) 
pq,

\Psi 22(p, q) =

\biggl( 
n2

r2
+

\nu 1 cos
2 \vargamma 

r2

\biggr) 
pq +

\biggl( 
\nu 1

dp

ds
 - \nu 1 cos\vargamma 

r
p

\biggr) 
dq

ds
 - \nu 1 cos\vargamma 

r

dp

ds
q,

\Psi 23(p, q) =

\biggl( 
n sin\vargamma 

r2
+

\nu n

rR1

\biggr) 
pq,

Вираз для \Psi 33(p, q) залишається без змiн.
Розв’язки, що задовольняють рiвняння (11), повиннi бути пiдпорядкованi певним гра-

ничним умовам. Далi розглянемо ряд можливих варiантiв граничних умов:
а) шарнiрний, вiльний у нормальному напрямку торець

Un(s) = Vn(s) =
\bigm| \bigm| 
s=s1,s2

= 0;

б) шарнiрний, нерухомий у нормальному напрямку торець
Un(s) = Vn(s) = Wn(s) =

\bigm| \bigm| 
s=s1,s2

= 0;

в) абсолютно жорстко закрiплений торець

Un(s) = Vn(s) = Wn(s) =
dWn(s)

ds

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
s=s1,s2

= 0. (12)

Наведенi варiанти граничних умов аж нiяк не вичерпують усiх можливостей. Залежно
вiд властивостей опор, на яких оболонка розташована, граничнi умови можуть бути досить
рiзноманiтнi.

Пошук мiнiмуму функцiонала, варiацiя якого представлена у виглядi (11), на класi
функцiй,що задовольняють кiнематичнi граничнi умови, будемо здiйснювати за допомогою
методу Рiтца, згiдно з яким компоненти перемiщень оболонки подамо у виглядi скiнченних
рядiв вигляду

Un(s) =

N\sum 
j=1

ajuj(s), Vn(s) =

N\sum 
j=1

bjvj(s), Wn(s) =

N\sum 
j=1

cjwj(s), (13)

де aj , bj i cj — сталi, якi слiд визначити.
Для задоволення граничних умов (12) координатнi функцiї uj(s), vj(s) i wj(s) можна

навести у виглядi

x =
2(s - s2)

(s2  - s1)
+ 1,

а) uj(s) = vj(s) = (s - s1)(s - s2)Pj(x), wj(s) = Pj(x),

б) uj(s) = vj(s) = wj(s) = (s - s1)(s - s2)Pj(x), (14)

в) uj(s) = vj(s) = (s - s1)(s - s2)Pj(x), wj(s) = (s - s1)
2(s - s2)

2Pj(x),

j = 1, 2, . . . , N.
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Тут Pj(x) — змiщенi на одиницю за iндексом j многочлени Лежандра, обчислення яких i
їхнiх перших двох похiдних можна проводити за допомогою рекурентних спiввiдношень

Pj+2(x) =
1

j + 1

\bigl[ 
(2j + 1)xPj+1(x) - jPj(x)

\bigr] 
,

P \prime 
j+2(x) = xP \prime 

j+1(x) + (j + 1)Pj+1(x),

P \prime \prime 
j+2(x) = xP \prime \prime 

j+1(x) + (j + 2)P \prime 
j+1(x),

P1(x) = 1, P2(x) = x, j = 1, 2, . . . , N  - 2.

(15)

При такому представленнi розклади (13) задовольняють вiдповiднi умови крiплення
торцiв оболонки (12) при будь-яких значеннях вектора

\vec{}X =
\bigl[ 
a1, a2, . . . , aN , b1, b2, . . . , bN , c1, c2, . . . , cN

\bigr] 
.

Прицьому забезпечено повноту i лiнiйну незалежнiстьфункцiй,що входять у розклади (13).
Компоненти вектора \vec{}X надалi визначаємо з умови стацiонарностi вiдповiдного функ-

цiонала I. При цьому вихiдна задача зводиться до розв’язування однорiдної алгебраїчної
системи \bigl( 

A - \omega 2B
\bigr) 
\vec{}XT = 0, (16)

де \vec{}XT — транспонований вектор \vec{}X, A i B — симетричнi матрицi порядку 3N.
Елементи матриць A i B, розташованi на головнiй дiагоналi i вище неї, обчислимо за

формулами

ai,j =

s2\int 
s1

\Psi 11(uj , ui)r ds, ai,j+N =

s2\int 
s1

\Psi 12(vj , ui)r ds,

ai,j+2N =

s2\int 
s1

\Psi 13(wj , ui)r ds, ai+N,j+N =

s2\int 
s1

\Psi 22(vj , vi)r ds,

ai+N,j+2N =

s2\int 
s1

\Psi 23(wj , vi)r ds, ai+2N,j+2N =

s2\int 
s1

\Psi 33(wj , wi)r ds,

bi,j =

s2\int 
s1

ujuir ds, bi,j+N = bi,j+2N = bi+N,j+2N = 0,

bi+N,j+N =

s2\int 
s1

vjvir ds, bi+2N,j+2N =

s2\int 
s1

wjwi rds.

При виведеннi цих виразiв було використано представлення для варiацiї функцiонала \delta I
у формi (11), що забезпечило простоту їх отримання i значнi зручностi при програмуваннi
пропонованого алгоритму розв’язування цiєї задачi.
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3. Деякi результати розрахункiв. Наведенi вище формули справедливi для довiльної
тонкостiнної оболонки обертання. Щоб перейти до сферичної оболонки, покладемо R0 =
R1, r = sin\vargamma i \vargamma = s. Введемо до розгляду позначення \vargamma 1 = s1, \vargamma 2 = s2 i \delta = R1/h. В усiх
наведених розрахунках коефiцiєнт Пуассона \nu = 0.3.

У статтi всi розрахунки проводилися з використанням загальної теорiї тонких обо-
лонок [2].

Для перевiрки достовiрностi отримуваних результатiв у табл. 1 наведено значення ча-
стот cn,1 = \omega n,1\delta 

\sqrt{} 
2(1 + \nu )/(1 - \nu 2) першої форми коливань сферичної оболонки залежно

вiд кута \vargamma 2 для граничних умов (12) (випадки б) i в)) при числi хвиль у круговому на-
прямку оболонки n = 2, отриманi у цiй роботi (перший рядок), а також обчисленi в
[4] (другий рядок). Порiвняння наведених результатiв вказує на їхню гарну узгодженiсть.
Слiд зазначити, що як i для випадку вiльного крiплення оболонки [1], отримання резуль-
татiв табл. 1 iз заданою точнiстю не вимагає великої кiлькостi наближень у розкладах
Рiтца (13).

Так, для отримання цих частот iз точнiстю до шести значущих цифр у розкладах утри-
мувалося лише двадцять координатних функцiй. Зауважимо, що при обчисленнi iнтегралiв
для визначення коефiцiєнтiв матриць A i B алгебраїчної системи (16) використовувався
чисельний метод Гауса, що дозволило проводити iнтегрування безпосередньо вiд 0 до \vargamma 2,
уникаючи при цьому особливостi, коли r = 0.

Таблиця 1. Значення частот cn,1
першої форми коливань сферичної оболонки

при \delta = 100, n = 2, \vargamma 1 = 0\circ , отриманi у цiй статтi (перший рядок),
а також обчисленi в [4] (другий рядок)

\vargamma 2
Граничнi умови (12)

б) в)

60\circ 
156,755 157,152
156,774 157,170

90\circ 
145,191 145,317
145,198 145,324

120\circ 
132,660 132,740
132,664 132,743

150\circ 
123,401 123,545
123,405 123,547

У табл. 2 – 7 наведено значення перших п’яти безрозмiрних частот \omega i, i = 1, 5,
неосесиметричних коливань (n = 1) оболонки залежно вiд числа членiв N у розкладах (13)
при \vargamma 1 = [0.1\circ ; 1\circ ; 2\circ ; 3\circ ], \vargamma 2 = 180\circ  - \vargamma 1 для двох значень параметра \delta = [100; 1000] i
всiх трьох варiантiв граничних умов з (12). Граничнi умови для \vargamma 1 та \vargamma 2 вважали од-
наковими.
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Таблиця 2. Значення перших п’яти частот \omega i коливань оболонки (n = 1)
залежно вiд числа членiв N у розкладах (13) при \delta = 100, \vargamma 2 = 180\circ  - \vargamma 1, U = V = 0| \vargamma 1,\vargamma 2

N \omega 1 \omega 2 \omega 3 \omega 4 \omega 5

\vargamma 1 = 0,1\circ 

22 0,27403 0,33150 0,74828 0,85216 0,90969
26 0,27099 0,32817 0,74724 0,85182 0,90924
30 0,26891 0,32589 0,74652 0,85160 0,90894
34 0,26747 0,32431 0,74604 0,85144 0,90873
38 0,26645 0,32320 0,74570 0,85133 0,90858
42 0,26574 0,32242 0,74545 0,85125 0,90847
46 0,26522 0,32185 0,74528 0,85119 0,90840
50 0,26483 0,32143 0,74515 0,85115 0,90834
54 0,26454 0,32112 0,74506 0,85112 0,90830
58 0,26440 0,32101 0,74502 0,85110 0,90829
62 0,26399 0,32053 0,74488 0,85106 0,90822

\vargamma 1 = 0,5\circ 

22 0,29778 0,35854 0,75709 0,85462 0,91308
26 0,29718 0,35797 0,75690 0,85456 0,91300
30 0,29687 0,35769 0,75680 0,85453 0,91297
34 0,29671 0,35754 0,75675 0,85451 0,91294
38 0,29663 0,35746 0,75672 0,85450 0,91293
42 0,29658 0,35741 0,75670 0,85450 0,91293
46 0,29655 0,35738 0,75669 0,85449 0,91292
50 0,29654 0,35736 0,75668 0,85449 0,91292
54 0,29652 0,35735 0,75668 0,85449 0,91292
58 0,29652 0,35735 0,75668 0,85449 0,91292

\vargamma 1 = 1\circ 

22 0,31485 0,37723 0,76351 0,85626 0,91508
26 0,31467 0,37708 0,76345 0,85624 0,91506
30 0,31459 0,37701 0,76342 0,85623 0,91505
34 0,31456 0,37697 0,76341 0,85623 0,91504
38 0,31454 0,37696 0,76341 0,85622 0,91504
42 0,31453 0,37695 0,76340 0,85622 0,91504
46 0,31453 0,37695 0,76340 0,85622 0,91504

\vargamma 1 = 2\circ 

22 0,33662 0,40012 0,77161 0,85809 0,91684
26 0,33659 0,40009 0,77160 0,85809 0,91684
30 0,33657 0,40008 0,77160 0,85809 0,91684
34 0,33657 0,40008 0,77159 0,85808 0,91684

\vargamma 1 = 3\circ 

22 0,35287 0,41654 0,77769 0,85930 0,91763
26 0,35286 0,41654 0,77769 0,85930 0,91763
30 0,35286 0,41654 0,77769 0,85930 0,91763
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Таблиця 3. Значення перших п’яти частот \omega i коливань оболонки (n = 1) залежно
вiд числа членiв N у розкладах (13) при \delta = 100, \vargamma 2 = 180\circ  - \vargamma 1, U = V = W = 0| \vargamma 1,\vargamma 2

N \omega 1 \omega 2 \omega 3 \omega 4 \omega 5

\vargamma 1 = 0,1\circ 

22 0,27232 0,32997 0,74578 0,84802 0,89733
26 0,26934 0,32671 0,74482 0,84774 0,89708
30 0,26729 0,32448 0,74416 0,84756 0,89691
34 0,26587 0,32292 0,74371 0,84742 0,89679
38 0,26488 0,32183 0,74340 0,84733 0,89671
42 0,26417 0,32105 0,74317 0,84727 0,89665
46 0,26365 0,32049 0,74301 0,84722 0,89660
50 0,26327 0,32007 0,74289 0,84718 0,89657
54 0,26298 0,31975 0,74279 0,84715 0,89654
58 0,26283 0,31964 0,74276 0,84714 0,89653
62 0,26243 0,31915 0,74262 0,84710 0,89649

\vargamma 1 = 0,5\circ 

22 0,29716 0,35875 0,75504 0,85037 0,89969
26 0,29655 0,35818 0,75485 0,85032 0,89964
30 0,29625 0,35790 0,75475 0,85029 0,89962
34 0,29609 0,35775 0,75470 0,85027 0,89961
38 0,29601 0,35766 0,75467 0,85027 0,89960
42 0,29596 0,35761 0,75466 0,85026 0,89960
46 0,29593 0,35758 0,75465 0,85026 0,89959
50 0,29591 0,35757 0,75464 0,85026 0,89959
54 0,29590 0,35755 0,75464 0,85026 0,89959
58 0,29590 0,35755 0,75464 0,85026 0,89959

\vargamma 1 = 1\circ 

22 0,31551 0,37917 0,76229 0,85211 0,90141
26 0,31533 0,37901 0,76223 0,85210 0,90140
30 0,31525 0,37894 0,76220 0,85209 0,90139
34 0,31521 0,37890 0,76219 0,85208 0,90139
38 0,31519 0,37889 0,76218 0,85208 0,90139
42 0,31519 0,37888 0,76218 0,85208 0,90139
46 0,31518 0,37887 0,76218 0,85208 0,90139
50 0,31518 0,37887 0,76218 0,85208 0,90139

\vargamma 1 = 2\circ 

22 0,33992 0,40522 0,77261 0,85451 0,90384
26 0,33989 0,40519 0,77260 0,85451 0,90384
30 0,33987 0,40518 0,77260 0,85451 0,90384
34 0,33987 0,40517 0,77260 0,85451 0,90384

\vargamma 1 = 3\circ 

22 0,35831 0,42399 0,78100 0,85643 0,90587
26 0,35830 0,42399 0,78100 0,85643 0,90587
30 0,35829 0,42398 0,78100 0,85643 0,90587
34 0,35829 0,42398 0,78100 0,85643 0,90587
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Таблиця 4. Значення перших п’яти частот \omega i коливань оболонки (n = 1) залежно
вiд числа членiв N у розкладах (13) при \delta = 100, \vargamma 2 = 180\circ  - \vargamma 1,

U = V = W = dW/ds = 0| \vargamma 1,\vargamma 2 .

N \omega 1 \omega 2 \omega 3 \omega 4 \omega 5

\vargamma 1 = 0,1\circ 

22 0,27323 0,33117 0,74632 0,84818 0,89757
26 0,27010 0,32774 0,74528 0,84788 0,89728
30 0,26796 0,32540 0,74457 0,84767 0,89709
34 0,26648 0,32378 0,74409 0,84753 0,89695
38 0,26544 0,32264 0,74375 0,84743 0,89686
42 0,26471 0,32184 0,74351 0,84736 0,89679
46 0,26418 0,32126 0,74334 0,84731 0,89675
50 0,26379 0,32083 0,74321 0,84727 0,89671
54 0,26350 0,32052 0,74312 0,84725 0,89669
58 0,26336 0,32041 0,74309 0,84723 0,89668

\vargamma 1 = 0,5\circ 

22 0,29853 0,36061 0,75604 0,85064 0,90012
26 0,29784 0,35995 0,75580 0,85057 0,90006
30 0,29750 0,35963 0,75568 0,85053 0,90003
34 0,29732 0,35946 0,75562 0,85051 0,90001
38 0,29723 0,35936 0,75559 0,85051 0,90000
42 0,29717 0,35931 0,75557 0,85050 0,90000
46 0,29714 0,35928 0,75556 0,85050 0,89999
50 0,29713 0,35926 0,75555 0,85049 0,89999
54 0,29712 0,35925 0,75555 0,85049 0,89999
58 0,29711 0,35925 0,75555 0,85049 0,89999

\vargamma 1 = 1\circ 

22 0,31758 0,38199 0,76400 0,85253 0,90216
26 0,31736 0,38179 0,76392 0,85251 0,90213
30 0,31727 0,38171 0,76389 0,85250 0,90212
34 0,31723 0,38167 0,76387 0,85250 0,90212
38 0,31721 0,38165 0,76386 0,85249 0,90212
42 0,31721 0,38165 0,76386 0,85249 0,90212
46 0,31720 0,38164 0,76386 0,85249 0,90212
50 0,31720 0,38164 0,76386 0,85249 0,90212

\vargamma 1 = 2\circ 

22 0,34303 0,40946 0,77560 0,85517 0,90514
26 0,34299 0,40942 0,77558 0,85516 0,90513
30 0,34297 0,40941 0,77558 0,85516 0,90513
34 0,34297 0,40941 0,77558 0,85516 0,90513

\vargamma 1 = 3\circ 

22 0,36204 0,42914 0,78500 0,85722 0,90761
26 0,36203 0,42913 0,78499 0,85722 0,90761
30 0,36203 0,42913 0,78499 0,85722 0,90761
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Таблиця 5. Значення перших п’яти частот \omega i коливань оболонки (n = 1) залежно
вiд числа членiв N у розкладах (13) при \delta = 1000, \vargamma 2 = 180\circ  - \vargamma 1, U = V = 0| \vargamma 1,\vargamma 2

N \omega 1 \omega 2 \omega 3 \omega 4 \omega 5

\vargamma 1 = 0,1\circ 

22 0,26252 0,31803 0,73876 0,84428 0,89092
26 0,25985 0,31509 0,73807 0,84410 0,89081
30 0,25801 0,31307 0,73760 0,84398 0,89073
34 0,25674 0,31167 0,73727 0,84389 0,89067
38 0,25585 0,31069 0,73704 0,84383 0,89064
42 0,25521 0,30999 0,73688 0,84379 0,89061
46 0,25475 0,30949 0,73676 0,84376 0,89059
50 0,25441 0,30912 0,73668 0,84373 0,89057
54 0,25416 0,30884 0,73661 0,84372 0,89056
58 0,25403 0,30874 0,73659 0,84371 0,89056
62 0,25367 0,30831 0,73649 0,84368 0,89054

\vargamma 1 = 0,5\circ 

22 0,28346 0,34223 0,74451 0,84555 0,89171
26 0,28290 0,34166 0,74435 0,84551 0,89169
30 0,28259 0,34138 0,74428 0,84549 0,89168
34 0,28245 0,34124 0,74425 0,84548 0,89167
38 0,28237 0,34117 0,74423 0,84548 0,89167
42 0,28233 0,34113 0,74422 0,84548 0,89167
46 0,28231 0,34111 0,74421 0,84547 0,89166
50 0,28229 0,34109 0,74421 0,84547 0,89166
54 0,28229 0,34108 0,74421 0,84547 0,89166
58 0,28228 0,34108 0,74421 0,84547 0,89166

\vargamma 1 = 1\circ 

22 0,29955 0,36022 0,74914 0,84654 0,89232
26 0,29937 0,36004 0,74907 0,84652 0,89231
30 0,29928 0,35996 0,74905 0,84652 0,89230
34 0,29925 0,35993 0,74905 0,84651 0,89230
38 0,29924 0,35992 0,74904 0,84651 0,89230
42 0,29923 0,35992 0,74904 0,84651 0,89230
46 0,29923 0,35992 0,74904 0,84651 0,89230

\vargamma 1 = 2\circ 

22 0,32378 0,38643 0,75730 0,84838 0,89357
26 0,32375 0,38640 0,75728 0,84837 0,89356
30 0,32374 0,38639 0,75728 0,84837 0,89356
34 0,32374 0,38639 0,75727 0,84837 0,89356

\vargamma 1 = 3\circ 

22 0,34345 0,40692 0,76523 0,85030 0,89505
26 0,34344 0,40691 0,76523 0,85029 0,89505
30 0,34344 0,40691 0,76523 0,85029 0,89505
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Таблиця 6. Значення перших п’яти частот \omega i коливань оболонки (n = 1) залежно
вiд числа членiв N у розкладах (13) при \delta = 1000, \vargamma 2 = 180\circ  - \vargamma 1, U = V = W = 0| \vargamma 1,\vargamma 2

N \omega 1 \omega 2 \omega 3 \omega 4 \omega 5

\vargamma 1 = 0,1\circ 

22 0,26214 0,31748 0,73842 0,84402 0,89051
26 0,25943 0,31466 0,73766 0,84381 0,89037
30 0,25750 0,31252 0,73715 0,84369 0,89029
34 0,25622 0,31108 0,73683 0,84360 0,89024
38 0,25533 0,31010 0,73661 0,84355 0,89020
42 0,25470 0,30941 0,73645 0,84350 0,89018
46 0,25423 0,30891 0,73634 0,84347 0,89016
50 0,25389 0,30854 0,73625 0,84345 0,89014
54 0,25363 0,30826 0,73618 0,84343 0,89013
58 0,25349 0,30815 0,73616 0,84342 0,89012
62 0,25313 0,30771 0,73605 0,84339 0,89010

\vargamma 1 = 0,5\circ 

22 0,28533 0,34450 0,74543 0,84575 0,89177
26 0,28474 0,34392 0,74522 0,84569 0,89173
30 0,28439 0,34358 0,74514 0,84568 0,89172
34 0,28424 0,34344 0,74511 0,84567 0,89172
38 0,28417 0,34337 0,74509 0,84566 0,89171
42 0,28412 0,34332 0,74507 0,84566 0,89171
46 0,28410 0,34330 0,74507 0,84566 0,89171
50 0,28408 0,34328 0,74506 0,84566 0,89171
54 0,28407 0,34327 0,74506 0,84565 0,89171
58 0,28407 0,34327 0,74506 0,84565 0,89171

\vargamma 1 = 1\circ 

22 0,30346 0,36483 0,75147 0,84723 0,89287
26 0,30323 0,36457 0,75135 0,84719 0,89285
30 0,30306 0,36441 0,75132 0,84719 0,89285
34 0,30301 0,36437 0,75131 0,84719 0,89285
38 0,30299 0,36436 0,75131 0,84718 0,89285
42 0,30299 0,36436 0,75131 0,84718 0,89285
46 0,30298 0,36435 0,75130 0,84718 0,89285
50 0,30298 0,36435 0,75130 0,84718 0,89285

\vargamma 1 = 2\circ 

22 0,32882 0,39222 0,76114 0,84961 0,89480
26 0,32866 0,39203 0,76102 0,84958 0,89478
30 0,32853 0,39192 0,76099 0,84958 0,89478
34 0,32851 0,39190 0,76099 0,84958 0,89478
38 0,32851 0,39190 0,76099 0,84958 0,89478

\vargamma 1 = 3\circ 

22 0,34826 0,41234 0,76949 0,85168 0,89658
26 0,34809 0,41217 0,76936 0,85165 0,89656
30 0,34798 0,41207 0,76934 0,85165 0,89656
34 0,34797 0,41206 0,76934 0,85165 0,89656
38 0,34797 0,41206 0,76934 0,85165 0,89656
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Таблиця 7. Значення перших п’яти частот \omega i коливань оболонки (n = 1) залежно
вiд числа членiв N у розкладах (13) при \delta = 1000, \vargamma 2 = 180\circ  - \vargamma 1,

U = V = W = dW/ds = 0| \vargamma 1,\vargamma 2

N \omega 1 \omega 2 \omega 3 \omega 4 \omega 5

\vargamma 1 = 0,1\circ 

22 0,26597 0,32200 0,74006 0,84455 0,89101
26 0,26153 0,31712 0,73860 0,84415 0,89071
30 0,25891 0,31422 0,73786 0,84396 0,89058
34 0,25737 0,31249 0,73745 0,84385 0,89050
38 0,25637 0,31138 0,73717 0,84377 0,89044
42 0,25566 0,31060 0,73698 0,84372 0,89040
46 0,25516 0,31004 0,73684 0,84368 0,89037
50 0,25479 0,30964 0,73674 0,84365 0,89035
54 0,25451 0,30934 0,73667 0,84363 0,89034
58 0,25437 0,30923 0,73664 0,84362 0,89033

\vargamma 1 = 0,5\circ 

22 0,28945 0,34891 0,74740 0,84641 0,89240
26 0,28729 0,34678 0,74661 0,84619 0,89224
30 0,28645 0,34599 0,74638 0,84614 0,89220
34 0,28617 0,34574 0,74631 0,84611 0,89219
38 0,28606 0,34563 0,74627 0,84610 0,89218
42 0,28600 0,34557 0,74625 0,84610 0,89217
46 0,28596 0,34554 0,74624 0,84609 0,89217
50 0,28595 0,34552 0,74624 0,84609 0,89217
54 0,28593 0,34551 0,74623 0,84609 0,89217
58 0,28593 0,34551 0,74623 0,84609 0,89217

\vargamma 1 = 1\circ 

22 0,30762 0,36923 0,75381 0,84800 0,89367
26 0,30607 0,36781 0,75322 0,84785 0,89356
30 0,30560 0,36741 0,75311 0,84782 0,89355
34 0,30550 0,36734 0,75309 0,84781 0,89354
38 0,30548 0,36732 0,75308 0,84781 0,89354
42 0,30547 0,36731 0,75307 0,84781 0,89354
46 0,30546 0,36730 0,75307 0,84781 0,89354
50 0,30546 0,36730 0,75307 0,84781 0,89354

\vargamma 1 = 2\circ 

22 0,33265 0,39632 0,76381 0,85047 0,89578
26 0,33156 0,39539 0,76339 0,85037 0,89571
30 0,33132 0,39520 0,76334 0,85036 0,89571
34 0,33130 0,39519 0,76334 0,85036 0,89571
38 0,33130 0,39519 0,76334 0,85036 0,8957

\vargamma 1 = 3\circ 

22 0,35173 0,41614 0,77231 0,85255 0,89766
26 0,35090 0,41544 0,77198 0,85248 0,89762
30 0,35075 0,41532 0,77195 0,85248 0,89761
34 0,35075 0,41531 0,77195 0,85248 0,89761
38 0,35075 0,41531 0,77195 0,85248 0,89761
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Данi таблиць свiдчать про те, що при зменшеннi кута \vargamma 1 збiжнiсть обчислювального
процесу суттєво погiршується. Додатковi обчислення показали, що у випадку \vargamma 1 = 0\circ 

вдається досягти точностi лише до двох значущих цифр для першої частоти коливань при
N = 60. Подальше нарощування числа членiв у розкладах Рiтца призводить до втрати
стiйкостi обчислювального процесу при розв’язаннi алгебраїчної системи (16). Граничнi
умови суттєво не впливають на швидкiсть збiжностi.

Результати таблиць також показують, що при n = 1 запропонованi координатнi функ-
цiї дозволяють розраховувати з високим ступенем точностi нижчi частоти коливань, як
для оболонок середньої товщини \delta = 100, так i для досить тонких оболонок \delta = 1000
при невеликiй кiлькостi наближень у методi Рiтца за прийнятих граничних умов лише
при \vargamma 1 > 1\circ .

Використання при розрахунках технiчної теорiї оболонок [3] не приводить до суттєвих
змiн у числових результатах стосовно загальної теорiї оболонок [2], тому тут не наводиться.

Висновки. У цiй статтi на основi методу Рiтца запропоновано пiдхiд до розв’язування
задачi про вiльнi неосесиметричнi коливання пружної тонкостiнної сферичної оболонки.

Для прийнятих граничних умов двох варiантiв шарнiрного та абсолютно жорсткого
крiплення торцiв оболонки показано, що при числi хвиль у круговому напрямку n = 1
значно погiршується збiжнiсть обчислювального процесу у методi Рiтца щодо випадку,
коли n = 2 при r \rightarrow 0. Одним iз можливих шляхiв вирiшення цiєї проблеми може бути ви-
користання результатiв робiт [5, 6]. Також показано, що за даних граничних умов товщина
оболонки не впливає на швидкiсть збiжностi обчислювального процесу.

Достовiрнiсть отриманих у цiй роботi результатiв пiдтверджується їхнiм порiвнянням
iз результатами з [4].

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв i спецiального фiнансування цiєї
роботи. Всi необхiднi данi мiстяться в статтi.
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