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We propose structures of regular linear extensions of dynamical systems with an identically degenerate
variable matrix of normal variables. We give the explicit form of some exponentially dichotomous linear
systems with an identically degenerate periodic matrix of coefficients.

Запропоновано конструкцiї регулярних лiнiйних розширень динамiчних систем iз тотожно виро-
дженою змiнною матрицею при нормальних змiнних. Наведено явний вигляд деяких експоненцi-
ально дихотомiчних лiнiйних систем iз тотожно виродженою перiодичною матрицею коефiцiєнтiв.

1. Вступ. У математичнiй теорiї керування, а також у теорiї нелiнiйних коливань часто
виникають задачi iснування обмежених на всiй осi R = ( - \infty ,+\infty ) розв’язкiв або множин
таких розв’язкiв для диференцiальних рiвнянь або систем таких рiвнянь. Не завжди легко
вдається знайти такi розв’язки або дослiдити їхнє iснування. Важливим питанням є задача
експоненцiальної дихотомiчностi лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь dx

dt
= A(t)x

(такi системи часто називають гiперболiчними). Дослiдженню властивостi гiперболiчностi
лiнiйних систем присвячено багато цiкавих робiт (див., наприклад, [1 – 16]. Не зважаючи
на глибокi дослiдження гiперболiчностi лiнiйних систем у рiзних функцiональних просто-
рах, залишається не дослiдженим питання: чи може бути гiперболiчною лiнiйна нестацiо-
нарна система у випадку, коли визначник змiнної матрицi A(t) тотожно дорiвнює нулю?
Якщо це так, то виникає питання: чи може бути, що ранг змiнної матрицi тотожно дорiв-
нює одиницi i система є гiперболiчною? Далi виникає ще ряд цiкавих питань, пов’язаних
зi змiною незалежної t \rightarrow \varphi (t). Такi ж самi питання виникають i для лiнiйних розширень
динамiчних систем на торi, що є дуже важливим, оскiльки за допомогою таких систем
описуються багаточастотнi нелiнiйнi коливання, якi виникають у задачах математичної
фiзики.
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У цiй статтi запропоновано конструкцiї регулярних лiнiйних розширень динамiчних
систем на торi з тотожно виродженою матрицею при нормальних змiнних. Сподiваємося,
що наведенi дослiдження стануть у нагодi науковцям, якi вивчають теорiю нелiнiйних
коливань.

2. Основнi позначення i означення. Будемо розглядати системи диференцiальних рiв-
нянь вигляду

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dx

dt
= A(\varphi )x, (1)

де позначено \varphi = (\varphi 1, \varphi 2, . . . , \varphi m), x = (x1, x2, . . . , xn).

Вектор-функцiя a(\varphi ) = \{ a1(\varphi ), . . . , am(\varphi )\} , m \geq 1, є неперервною i 2\pi -перiодичною
за кожною змiнною \varphi i, i = 1,m. Матриця A(\varphi ) є (n \times n)-вимiрною, елементами якої
є неперервнi, дiйснi, скалярнi функцiї, 2\pi -перiодичнi за кожною змiнною \varphi i, i = 1,m,
A(\varphi ) \in C0(\BbbT m). Часто матрицю A(\varphi ) називають матрицею при нормальних змiнних, а
\varphi — круговими змiнними. Додатково припускаємо, що вектор-функцiя a(\varphi ) задовольняє
умову Лiпшиця: a(\varphi ) \in C\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(\BbbT m). Розв’язок задачi Кошi d\varphi 

dt
= a(\varphi ), \varphi | t=0 = \varphi 0 позначимо

через \varphi t(\varphi 0). Матрицант лiнiйної системи dx

dt
= A(\varphi t(\varphi 0))x iз вектором параметрiв \varphi 0,

позначимо через \Omega t
\tau (\varphi 0). Вiн є нормованим у точцi t = \tau : \Omega t

\tau (\varphi 0)
\bigm| \bigm| 
t=\tau 

= In, де In —
одинична n-вимiрна матриця.

Надалi будемо використовувати такi позначення: \langle y, x\rangle =
\sum n

i=1
yixi — скалярний

добуток у Rn, \| x\| =
\sqrt{} \sum n

i=1
x2i , \| A\| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\| x\| =1 \| Ax\| — норма матрицi A, C0(\BbbT m) —

простiр дiйсних функцiй F (\varphi ), неперервних i 2\pi -перiодичних за кожною змiнною \varphi i,
i = 1,m, C1(\BbbT m) — пiдпростiр C0(\BbbT m) неперервно диференцiйовних функцiй.

Означення 1. Система (1)маєфункцiюГрiна –СамойленкаG0(\tau , \varphi ) задачi про iнварiант-
нi тори, якщо iснує така матриця C(\varphi ) \in C0(\BbbT m), при якiй функцiя

G0(\tau , \varphi ) =

\left\{   \Omega 0
\tau (\varphi )C(\varphi \tau (\varphi )), \tau \leq 0,

\Omega 0
\tau (\varphi )[C(\varphi \tau (\varphi )) - In], \tau > 0,

задовольняє нерiвностi \| G0(\tau , \varphi )\| \leq K \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\{  - \gamma | \tau | \} , де K, \gamma — \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0.

Означення 2. Система (1) називається регулярною, якщо для неї iснує єдина функцiя
Грiна –Самойленка. Якщо ж iснує безлiч рiзних таких функцiй, то систему (1) називають
слабко регулярною.

Нагадаємо вiдоме твердження:
Теорема 1 [10]. Нехай iснує невироджена квадратичнаформа \langle S(\varphi )x, x\rangle , x \in Rn, S(\varphi ) \in 

C1(\BbbT m), \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}S(\varphi ) \not = 0, похiдна якої вздовж розв’язкiв системи (1) є додатно визначеною,
тобто виконується нерiвнiсть\Biggl\langle \Biggl[ 

m\sum 
i=1

\partial S(\varphi )

\partial \varphi i
ai(\varphi ) + S(\varphi )A(\varphi ) +AT (\varphi )S(\varphi )

\Biggr] 
x, x

\Biggr\rangle 
\geq \| x\| 2.

Тодi система (1) має єдину функцiю Грiна –Самойленка, тобто є регулярною.
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Зауваження 1. При деяких змiнних матрицях A(\varphi ) можна знайти таку постiйну симет-
ричну матрицю S, при якiй сума добуткiв SA(\varphi ) + AT (\varphi )S є додатно визначеною. Тодi,
очевидно, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}S \not = 0 i система (1) буде регулярною.

2.1. Конструкцiя регулярних систем iз виродженою матрицею при нормальних змiнних,
\bfitn = \bftwo . Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

d

dt

\Biggl( 
x1

x2

\Biggr) 
=

\Biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 

\Biggr) \Biggl( 
1 0

0 0

\Biggr) \Biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 

\Biggr) \Biggl( 
x1

x2

\Biggr) 
,

(2)

де a(\varphi ) = \{ a1(\varphi ), . . . , am(\varphi )\} , \varphi = \{ \varphi 1, . . . , \varphi m\} , \psi =
\sum m

j=1
kj\varphi j , kj —деякi фiксованi цiлi

числа.
Теорема 2. Нехай виконується нерiвнiсть

\theta (\varphi ) =

m\sum 
j=1

kjaj(\varphi ) \not = 0 \forall \varphi \in \BbbT m.

Тодi система (2) буде регулярною.
Доведення. У системi (2) перейдемо до нових змiнних y \in R2 :\Biggl( 

x1

x2

\Biggr) 
=

\Biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 

\Biggr) \Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
. (3)

Отримаємо нову систему зi змiнними коефiцiєнтами

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

d

dt

\Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
=

\Biggl( 
1  - \theta (\varphi )

\theta (\varphi ) 0

\Biggr) \Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
. (4)

Якщо система (4) є регулярною, то, очевидно, i система (2) буде регулярною. Позначимо\biggl( 
1  - \theta (\varphi )

\theta (\varphi ) 0

\biggr) 
= B(\varphi ). Для того щоб переконатися в регулярностi системи (4), досить

знайти таку постiйну симетричну матрицю S, щоб похiдна квадратичної форми \langle Sy, y\rangle 
вздовж розв’язкiв системи (4) була додатно визначеною:\Bigl\langle \bigl[ 

SB(\varphi ) +BT (\varphi )S
\bigr] 
y, y
\Bigr\rangle 
\geq \varepsilon \| y\| 2, \varepsilon = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0,

або вiд’ємно визначеною: \Bigl\langle \bigl[ 
SB(\varphi ) +BT (\varphi )S

\bigr] 
y, y
\Bigr\rangle 
\leq  - \varepsilon \| y\| 2.

Пропонуємо вибрати постiйну симетричну матрицю S у виглядi S =

\biggl( 
s  - 1
 - 1 s

\biggr) 
. Пiдрахо-

вуючи вiдповiдну суму добуткiв, отримуємо

SB(\varphi ) +BT (\varphi )S =

\Biggl( 
2(s - \theta (\varphi ))  - 1

 - 1 2\theta (\varphi )

\Biggr) 
. (5)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 4



ЛIНIЙНI РОЗШИРЕННЯ ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ НА ТОРI З ВИРОДЖЕНОЮ МАТРИЦЕЮ 505

Звiдси бачимо, що якщо \theta (\varphi ) > 0, то при виборi s > \theta (\varphi ) +
1

4\theta (\varphi )
матриця (5) буде

додатно визначеною. Якщо ж \theta (\varphi ) < 0, то при виборi s < \theta (\varphi ) +
1

4\theta (\varphi )
матриця (5) буде

вiд’ємно визначеною. Таким чином, якщо функцiя \theta (\varphi ) не набуває нульових значень, тобто
виконується умова (2), то система (4), а отже, й система (2) будуть регулярними.

Теорему 2 доведено.
Зауваження 2. Додатна визначенiсть матрицi (5) вказує на те, що похiдна квадратичної

форми

s
\bigl( 
y21 + y22

\bigr) 
 - 2y1y2 (6)

вздовж розв’язкiв системи (4) при виборi постiйного значення s > \theta (\varphi ) +
1

4\theta (\varphi )
, \theta (\varphi ) > 0,

буде додатно визначеною. Переходячи в квадратичнiй формi (6) до змiнних xj за форму-
лою (3), приходимо до висновку, що похiдна квадратичної форми\bigl( 

x21 + x22
\bigr) 
+ 2x1x2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2\psi ) +

\bigl( 
x22  - x21

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2\psi )

вздовж розв’язкiв системи (2) буде додатно визначеною.
2.2. Регулярнi системи з виродженою матрицею при нормальних змiнних, \bfitn = \bfthree . Роз-

глянемо змiнну матрицю

L(\varphi )

=

\left[    
(p1  - p2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi  - p3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi )

\bigl( 
 - 
\surd 
2p3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi +

\surd 
2p2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi 

\bigr) 
(p1 + p2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi + p3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi )\bigl( 

 - 
\surd 
2p3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi +

\surd 
2p2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi 

\bigr) 
(2p2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi + 2p3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi )

\bigl( \surd 
2p3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi  - 

\surd 
2p2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi 

\bigr) 
(p1 + p2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi + p3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi )

\bigl( \surd 
2p3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi  - 

\surd 
2p2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi 

\bigr) 
(p1  - p2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi  - p3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi )

\right]    ,
(7)

де pj — довiльнi дiйснi параметри, для яких виконуються нерiвностi p1 \not = 0 i p22 + p23 \not = 0.
Квадрат цiєї матрицi є невиродженою постiйною матрицею

L2(\varphi ) =

\left[    
m 0 k

0 n 0

k 0 m

\right]    = Q, (8)

де позначено

m = 2
\bigl( 
p21 + p22 + p23

\bigr) 
, n = 4

\bigl( 
p22 + p23

\bigr) 
, k = 2

\bigl( 
p21  - p22  - p23

\bigr) 
. (9)

Обернена матриця до матрицi (8) має вигляд

Q - 1 =
1

m2  - k2

\left[     
m 0  - k

0
m2  - k2

n
0

 - k 0 m

\right]     , m2  - k2 = 16p21
\bigl( 
p22 + p23

\bigr) 
\not = 0.
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З рiвностi (8) випливає, що обернену матрицю до L(\varphi ) можна записати у виглядi
добутку

L - 1(\varphi ) = Q - 1L(\varphi ).

Розглянемо тепер систему диференцiальних рiвнянь

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dx

dt
=
\bigl[ 
L(\psi )JL - 1(\psi )

\bigr] 
x, (10)

де a(\varphi ) \in C\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(\BbbT m), x \in R3, матриця L(\psi ) має вигляд (7), у нiй замiнено \varphi на \psi , \psi =\sum m

j=1
kj\varphi j , kj — деякi фiксованi цiлi числа

J =

\left[    
1 0 0

0 0 0

0 0 0

\right]    . (11)

Теорема 3. Нехай виконується нерiвнiсть
m\sum 
j=1

kjaj(\varphi ) \not = 0 \forall \varphi \in \BbbT m. (12)

Тодi система (10) буде регулярною, тобто матиме єдину функцiю Грiна –Самойленка.
Доведення. Система (10) при замiнi змiнних x = L(\psi )y переходить у таку:

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dy

dt
=

\left[  J  - L - 1(\psi )
dL(\psi )

d\psi 

\left(  m\sum 
j=1

kjaj(\varphi )

\right)  \right]  y. (13)

Обчислюючи добуток L(\psi ) d

d\psi 
L(\psi ), отримуємо

L(\psi )
d

d\psi 
L(\psi ) =

\left[    
0  - 1 0

1 0  - 1

0 1 0

\right]    \Bigl[ 2\surd 2
\bigl( 
p22 + p23

\bigr) \Bigr] 
.

Таким чином, маємо

L - 1(\psi )
d

d\psi 
L(\psi ) = Q - 1L(\psi )

d

d\psi 
L(\psi )

=
1

m2  - k2

\left[     
0  - (m+ k) 0

m2  - k2

n
0  - m

2  - k2

n
0 (m+ k) 0

\right]     \Bigl[ 2\surd 2
\bigl( 
p22 + p23

\bigr) \Bigr] 
.

Позначимо
1

m - k

\Bigl[ 
2
\surd 
2
\bigl( 
p22 + p23

\bigr) \Bigr] \left(  m\sum 
j=1

kjaj(\varphi )

\right)  = \theta (\varphi ).
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Оскiльки з позначень (9) видно, що n = m - k, то систему (13) можна записати у виглядi

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

d

dt

\left(    
y1

y2

y3

\right)    =

\left[    
1 \theta (\varphi ) 0

 - \theta (\varphi ) 0 \theta (\varphi )

0  - \theta (\varphi ) 0

\right]    
\left(    
y1

y2

y3

\right)    . (14)

Покажемо, що iснують додатно визначенi, постiйнi та симетричнi матрицi S такi, що
похiдна вздовж розв’язкiв системи (14) квадратичної форми V = \langle Sy, y\rangle буде додатно
визначеною. Вибираємо постiйну матрицю S у виглядi

S =

\left[    
s 2 0

2 s 1

0 1 s

\right]    (15)

i обчислюємо суму добуткiв\left[    
s 2 0

2 s 1

0 1 s

\right]    
\left[    

1 \theta (\varphi ) 0

 - \theta (\varphi ) 0 \theta (\varphi )

0  - \theta (\varphi ) 0

\right]    

+

\left[    
1 \theta (\varphi ) 0

 - \theta (\varphi ) 0 \theta (\varphi )

0  - \theta (\varphi ) 0

\right]    
T\left[    
s 2 0

2 s 1

0 1 s

\right]    

=

\left[    
2(s - 2\theta (\varphi )) 2 \theta (\varphi )

2 2\theta (\varphi ) 0

\theta (\varphi ) 0 2\theta (\varphi )

\right]    .
Звiдси маємо, що при виконаннi нерiвностi \theta (\varphi ) > 0 похiдна квадратичної форми

V = \langle Sy, y\rangle = s
\bigl( 
y21 + y22 + y23

\bigr) 
+ 4y1y2 + 2y2y3 (16)

вздовж розв’язкiв системи (14) буде додатно визначеною при виборi постiйного значення
s iз нерiвностi s > 9

4
\theta (\varphi ) +

1

\theta (\varphi )
. Якщо ж \theta (\varphi ) < 0, то похiдна квадратичної форми (16)

вздовж розв’язкiв системи (14) буде вiд’ємно визначеною при виборi s < 9

4
\theta (\varphi ) +

1

\theta (\varphi )
.

Таким чином, система (14), а отже, й система (10) будуть регулярними.
Теорему 3 доведено.
Тепер припустимо, що для параметрiв pj , якi входять у структуру матрицi L(\varphi ), вико-

нується рiвнiсть

p22 + p23 = p21.
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Тодi з позначень (9) одержуємо m = n = 4p21, k = 0. Позначимо таку матрицю через
L(\varphi ) i розглянемо систему

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dx

dt
=
\bigl[ 
L(\psi )JL(\psi )

\bigr] 
x, (17)

де використано позначення (11).
Теорема 4. При виконаннi нерiвностi (12) система (17) буде регулярною, тобто матиме

єдину функцiю Грiна –Самойленка.
Доведення. У системi (17) зробимо замiну змiнних x = L(\psi )y. Отримуємо

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dy

dt
=
\Bigl[ 
JL

2
(\psi ) - L

 - 1
(\psi ) \.L(\psi )

\Bigr] 
y =

\left[    
4p21 \theta (\varphi ) 0

 - \theta (\varphi ) 0 \theta (\varphi )

0  - \theta (\varphi ) 0

\right]    y,
(18)

де

\theta (\varphi ) =

\surd 
2

2

m\sum 
j=1

kjaj(\varphi ).

Вибираючи постiйну симетричну матрицю вигляду (15), обчислюємо суму добуткiв\left[    
s 2 0

2 s 1

0 1 s

\right]    
\left[    

4p21 \theta (\varphi ) 0

 - \theta (\varphi ) 0 \theta (\varphi )

0  - \theta (\varphi ) 0

\right]    

+

\left[    
4p21 \theta (\varphi ) 0

 - \theta (\varphi ) 0 \theta (\varphi )

0  - \theta (\varphi ) 0

\right]    
T\left[    
s 2 0

2 s 1

0 1 s

\right]    

=

\left[    
4
\bigl( 
2sp21  - \theta (\varphi )

\bigr) 
8p21 \theta (\varphi )

8p21 2\theta (\varphi ) 0

\theta (\varphi ) 0 2\theta (\varphi )

\right]    .
При \theta (\varphi ) > 0 записана матриця буде додатно визначеною, якщо виконується нерiвнiсть

s >
9

16p21
\theta (\varphi ) +

4p21
\theta (\varphi )

. Якщо ж \theta (\varphi ) < 0, то ця матриця буде вiд’ємно визначеною, якщо

постiйну s вибрати з нерiвностi s < 9

16p21
\theta (\varphi ) +

4p21
\theta (\varphi )

.

Таким чином, похiдна квадратичної форми (16) вздовж розв’язкiв системи (18) буде
знаковизначеною при вiдповiдному виборi постiйного значення параметра s. Це i вказує
на те, що обидвi системи (17), (18) є регулярними.

Теорему 4 доведено.
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Тепер розглянемо частинний випадок системи (17), а саме припустимо, що m = 1,
a(\varphi ) \equiv 1, \varphi = \psi , \theta (\varphi ) \equiv 1 > 0, p1 =

\sqrt{} 
p22 + p23. Тодi симетрична змiнна матриця L(t)

матиме вигляд L(t) = \{ \sigma ij(t)\} 3ij=1, де позначено

\sigma 11(t) =  - p2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t - p3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t+
\sqrt{} 
p22 + p23,

\sigma 21(t) =  - 
\surd 
2p3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t+

\surd 
2p2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t,

\sigma 31(t) = p2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t+ p3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t+
\sqrt{} 
p22 + p23,

\sigma 23(t) =
\surd 
2p3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t - 

\surd 
2p2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t,

\sigma 22(t) = 2p2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t+ 2p3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t,

\sigma 33(t) \equiv \sigma 11(t),

\sigma ij(t) \equiv \sigma ji(t),

(19)

p2, p3 — довiльнi дiйснi параметри, для яких виконується нерiвнiсть p22 + p23 \not = 0.

Обчислюючи добуток матриць L(t)JL(t) = A(t), отримуємо тотожно вироджену мат-
рицю

A(t) =

\left[    
\sigma 211(t) (\sigma 11(t)\sigma 12(t)) (\sigma 11(t)\sigma 13(t))

(\sigma 21(t)\sigma 11(t)) \sigma 221(t) (\sigma 21(t)\sigma 13(t))

(\sigma 31(t)\sigma 11(t)) (\sigma 31(t)\sigma 12(t)) \sigma 231(t)

\right]    ,
де \sigma ij(t) \equiv \sigma ji(t).

Таким чином, з теореми 4 випливає таке твердження.
Наслiдок 1. Система трьох лiнiйних диференцiальних рiвнянь

dx1
dt

= \sigma 211(t)x1 + [\sigma 11(t)\sigma 12(t)]x2 + [\sigma 11(t)\sigma 13(t)]x3 + f1(t),

dx2
dt

= [\sigma 21(t)\sigma 11(t)]x1 + \sigma 221(t)x2 + [\sigma 21(t)\sigma 13(t)]x3 + f2(t),

dx3
dt

= [\sigma 31(t)\sigma 11(t)]x1 + [\sigma 31(t)\sigma 12(t)]x2 + \sigma 231(t)x3 + f3(t)

(20)

при кожнiй фiксованiй функцiї fi(t), i = 1, 2, 3, неперервнiй i обмеженiй на всiй осi R =
( - \infty ,+\infty ), має єдиний обмежений розв’язок i його можна записати в iнтегральному виглядi\left(    

x1

x2

x3

\right)    =

\left(    
x\ast 1(t)

x\ast 2(t)

x\ast 3(t)

\right)    =  - 
+\infty \int 
t

\Omega t
\tau 

\left(    
f1(\tau )

f2(\tau )

f3(\tau )

\right)    d\tau , (21)

де \Omega t
\tau —матрицант вiдповiдної однорiдної системи (20) fi(t) \equiv 0, нормований уточцi t = \tau :

\Omega t
\tau 

\bigm| \bigm| 
t=\tau 

= I3.
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Зауваження 3. З системи (20) випливає, що система\biggl[ 
dx1
dt

 - f1(t)

\biggr] 
\sigma 21(t) - 

\biggl[ 
dx2
dt

 - f2(t)

\biggr] 
\sigma 11(t) = 0,

\biggl[ 
dx2
dt

 - f2(t)

\biggr] 
\sigma 31(t) - 

\biggl[ 
dx3
dt

 - f3(t)

\biggr] 
\sigma 21(t) = 0

(22)

має обмеженi розв’язки (21) при будь-яких фiксованих функцiях fi(t), i = 1, 2, 3, непе-
рервних i обмежених на R.

Зауваження 4. Якщо в системi (17) замiнити матрицю J = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} \{ 1, 0, 0\} iншою мат-
рицею J = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} \{ 1, 1, 0\} , то при виконаннi нерiвностi (12) нова система буде також регу-
лярною.

У цьому можна переконатися, проводячи в новiй системi замiну змiнних x = L(\psi )y,
пiсля якої одержуємо систему

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dy

dt
=

\left[    
4p21 \theta (\varphi ) 0

 - \theta (\varphi ) 4p21 \theta (\varphi )

0  - \theta (\varphi ) 0

\right]    y, (23)

яка при виконаннi нерiвностi | \theta (\varphi )| > 0 буде регулярною. Причому похiдна вздовж
розв’язкiв системи (23) квадратичної форми з постiйними коефiцiєнтами V = s

\bigl( 
y21 +

y22 + y23
\bigr) 
+ 2y2y3 буде знаковизначеною при вiдповiдному виборi постiйного параметра s.

Наслiдок 2. Лiнiйна система диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= B(t)x, x \in R3, (24)

з тотожно виродженою матрицею

B(t) =

\left[    
\bigl( 
\sigma 211 + \sigma 212

\bigr) 
(\sigma 11\sigma 12 + \sigma 12\sigma 22) (\sigma 11\sigma 13 + \sigma 12\sigma 23)

(\sigma 21\sigma 11 + \sigma 22\sigma 21)
\Bigl( 
\sigma 212 + \sigma 

2
22

\Bigr) 
(\sigma 21\sigma 13 + \sigma 22\sigma 23)

(\sigma 31\sigma 11 + \sigma 32\sigma 21) (\sigma 31\sigma 12 + \sigma 32\sigma 22)
\bigl( 
\sigma 213 + \sigma 223

\bigr) 
\right]    ,

де використано позначення (19), є регулярною, тобто неоднорiдна система
dx

dt
= B(t)x+f(t)

при кожнiй неперервнiй i обмеженiй на осi R вектор-функцiї f(t) матиме єдиний обмежений
на R розв’язок. Цей розв’язок також можна записати в iнтегральному виглядi (21), оскiльки
всi нетривiальнi розв’язки системи (24) експоненцiально зростають на +\infty i прямують до
нуля на  - \infty .

2.3. Побудова регулярних систем iз виродженою матрицею при нормальних змiнних,
\bfitn = \bffour . У цьому пунктi пропонуємо конструкцiю регулярних систем (1) iз виродженою
матрицею A(\varphi ) розмiрностi 4\times 4.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dx

dt
= [L(\psi 1, \psi 2) J L(\psi 1, \psi 2)]x, x \in R4, (25)
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де

\varphi = (\varphi 1, \varphi 2, . . . , \varphi m), \psi 1 =
m\sum 
j=1

k
(1)
j \varphi j , \psi 2 =

m\sum 
j=1

k
(2)
j \varphi j ,

k
(i)
j — деякi фiксованi дiйснi цiлi числа, J = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} \{ 1, 0, 0, 0\} , L(\psi 1, \psi 2) = L1(\psi 1) + L2(\psi 2),

L1(\psi 1) =

\left[       
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 1

\right]       , (26)

L2(\psi 2) =

\left[       
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 2  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 2  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 2  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 2  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 2

 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 2  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 2

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 2  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 2

\right]       . (27)

Записанi симетричнi змiннi матрицi (26), (27) такi, що їхнiй квадрат є постiйною мат-
рицею, а їхнiй добуток тотожно дорiвнює нульовiй матрицi:

L1(\psi 1)L1(\psi 1) \equiv 2

\left[       
1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

\right]       , L2(\psi 2)L2(\psi 2) \equiv 2

\left[       
1 0  - 1 0

0 1 0  - 1

 - 1 0 1 0

0  - 1 0 1

\right]       ,

L1(\psi 1)L2(\psi 2) \equiv L2(\psi 2)L1(\psi 1) \equiv 0.

Звiдси випливає тотожнiсть

L(\psi 1, \psi 2)L(\psi 1, \psi 2) = [L1(\psi 1) + L2(\psi 2)]
2 \equiv 4I4, (28)

де I4 — одинична матриця розмiрностi 4\times 4.

Позначимо

\theta 1(\varphi ) =
1

2

m\sum 
j=1

k
(1)
j aj(\varphi ), \theta 2(\varphi ) =

1

2

m\sum 
j=1

k
(2)
j aj(\varphi ).

Має мiсце таке твердження.
Теорема 5. Нехай виконуються нерiвностi

\theta 1(\varphi ) + \theta 2(\varphi ) > 0, \theta 1(\varphi ) \theta 2(\varphi ) < 0 (29)

для всiх \varphi \in \BbbT m. Тодi система (25) буде регулярною.
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Доведення. У системi (25) зробимо замiну змiнних x = L(\psi 1, \psi 2)y, y \in R4. Отримаємо
d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dy

dt
=

\biggl[ 
JL2(\psi 1, \psi 2) - L - 1(\psi 1, \psi 2)

dL(\psi 1, \psi 2)

dt

\biggr] 
y. (30)

Враховуючи тотожнiсть (28), запишемо добуток

L - 1(\psi 1, \psi 2)
dL(\psi 1, \psi 2)

dt

=
1

4
L(\psi 1, \psi 2)

\biggl[ 
dL1(\psi 1)

d\psi 1

d\psi 1

dt
+
dL2(\psi 2)

d\psi 2

d\psi 2

dt

\biggr] 

=
1

4

\left[  L(\psi 1, \psi 2)
dL1(\psi 1)

d\psi 1

m\sum 
j=1

k
(1)
j aj(\varphi ) + L(\psi 1, \psi 2)

dL2(\psi 2)

d\psi 2

m\sum 
j=1

k
(2)
j aj(\varphi )

\right]  .
Обчислимо добутки матриць

L(\psi 1, \psi 2)
dL1(\psi 1)

d\psi 1
=
\bigl[ 
L1(\psi 1) + L2(\psi 2)

\bigr] dL1(\psi 1)

d\psi 1
=

\left[       
0 2

 - 2 0

0 2

 - 2 0

0 2

 - 2 0

0 2

 - 2 0

\right]       ,

L(\psi 1, \psi 2)
dL2(\psi 2)

d\psi 2
=
\bigl[ 
L1(\psi 1) + L2(\psi 2)

\bigr] dL2(\psi 2)

d\psi 2
=

\left[       
0 2

 - 2 0

0  - 2

2 0

0  - 2

2 0

0 2

 - 2 0

\right]       .
Позначимо

\eta 1(\varphi ) = \theta 1(\varphi ) + \theta 2(\varphi ), \eta 2(\varphi ) = \theta 1(\varphi ) - \theta 2(\varphi ) (31)
i запишемо систему (30) у виглядi

d\varphi 

dt
= a(\varphi ),

dy

dt
= B(\varphi )y, y \in R4, (32)

де

B(\varphi ) =

\left[        
4  - \eta 1(\varphi )

\eta 1(\varphi ) 0

0  - \eta 2(\varphi )

\eta 2(\varphi ) 0

0  - \eta 2(\varphi )

\eta 2(\varphi ) 0

0  - \eta 1(\varphi )

\eta 1(\varphi ) 0

\right]        . (33)

Покажемо, що при виконаннi нерiвностей (29) система (32) буде регулярною. Для цього
досить знайти таку постiйну симетричну матрицю S, для якої сума

SB(\varphi ) +BT (\varphi )S (34)
буде додатно визначеною. Пропонуємо вибирати таку постiйну симетричну матрицю S у
виглядi
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S =

\left[      
p1  - 1

 - 1 p1

0 p2

0 0

0 0

p2 0

p1 1

1 p1

\right]      , (35)

пiдбираючи вiдповiдно постiйнi параметри p1, p2. З матрицями (33), (35) обчислюємо
суму (34). Далi отримуємо

SB(\varphi ) +BT (\varphi )S =

\left[      
2 l1  - 4

 - 4 2\eta 1

p2\eta 1 4p2

0  - p2\eta 1

p2\eta 1 0

4p2  - p2\eta 1
2\eta 1 0

0 2 l2

\right]      , (36)

де позначено l1 = 4p1  - \eta 1 + p2\eta 2, l2 =  - p2\eta 2  - \eta 1.
Для того щоб симетрична матриця (36) була додатно визначеною, необхiдно й достат-

ньо, щоб її головнi мiнори були додатними:

2l2 = 2( - p2\eta 2  - \eta 1) > 0, (37)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2\eta 1 0

0 2l2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = 4\eta 1( - p2\eta 2  - \eta 1) > 0, (38)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2\eta 1 0  - p2\eta 1
0 2\eta 1 0

 - p2\eta 1 0 2l2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = 8\eta 21( - p2\eta 2  - \eta 1) - 2\eta 31p
2
2 > 0, (39)

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}
\bigl[ 
SB(\varphi ) +BT (\varphi )S

\bigr] 
= 2(4p1  - \eta 1 + p2\eta 2)| 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2\eta 1 0  - p2\eta 1
0 2\eta 1 0

 - p2\eta 1 0 2l2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
+ p42\eta 

4
1 + 4p32\eta 1\eta 2 + 4p32\eta 

5
1 + 64p2\eta 1\eta 2 + 64\eta 21 > 0. (40)

З нерiвностей (37) i (38) випливає \eta 1 > 0. Обидвi частини нерiвностi (39) подiлимо на
2\eta 21 > 0:

4( - p2\eta 2  - \eta 1) - \eta 1p
2
2 > 0. (41)

Якщо виконується нерiвнiсть (41) при значеннi \eta 1 > 0, то, очевидно, звiдси випливає
виконання нерiвностей (37) i (38). Нерiвнiсть (40) завжди буде виконуватися при виборi
достатньо великого значення параметра p1 > 0. У нерiвностi (41) перейдемо до \theta i(\varphi ) за
позначенням (31); отримаємо

 - 4p2(\theta 1  - \theta 2) - 4(\theta 1 + \theta 2) - p22(\theta 1 + \theta 2) =  - \theta 1(p2 + 2)2  - \theta 2(p2  - 2)2 > 0.

Остання нерiвнiсть буде виконуватися за умов\Biggl\{ 
\theta 1 < 0,

p2 = 2
або

\Biggl\{ 
\theta 2 < 0,

p2 =  - 2.
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Таким чином, при одночасному виконаннi двох нерiвностей \theta 1 + \theta 2 > 0 i \theta 1 . . . \theta 2 <
0 матриця (36) буде додатно визначеною, а це означає, що системи (32) i (25) будуть
регулярними.

Теорему 5 доведено.
Зауваження 5. У теоремi 5 першу нерiвнiсть (29) можна замiнити протилежною \theta 1(\varphi )+

\theta 2(\varphi ) < 0 i тодi при виконаннi другої нерiвностi \theta 1(\varphi ) \theta 2(\varphi ) < 0 системи (25) i (32) будуть
регулярними.

Розглянемо частинний випадок системи (25), поклавши \psi i = \varphi i, i = 1, 2, i припускаю-
чи, що функцiї ai(\varphi 1, \varphi 2) \equiv ai0 є постiйними. Отримуємо систему

d\varphi 1

dt
= a10,

d\varphi 2

dt
= a20,

dx

dt
= [L(\varphi 1, \varphi 2)JL(\varphi 1, \varphi 2)]x, (42)

яка буде регулярною при одночасному виконаннi двох нерiвностей

a10 + a20 \not = 0, a10 a20 < 0. (43)

У системi (42) розв’язки перших двох рiвнянь \varphi 1t = a10t, \varphi 2t = a20t пiдставимо у третє
рiвняння. Одержуємо нестацiонарну систему, яка складається з чотирьох рiвнянь:

dx

dt
=
\bigl[ 
L(a10t, a20t)JL(a10t, a20t)

\bigr] 
x. (44)

Оскiльки система (42) при виконаннi умов (43) є регулярною, то лiнiйна система (44)
при цихже умовах є гiперболiчною (експоненцiально дихотомiчною) на всiй осi R. Уцьому
можна переконатись i безпосередньо, провiвши в системi (44) замiну змiнних Ляпунова
x = L(a10t, a20t)y. Пiсля цiєї замiни система (44) переходить у систему з постiйними
коефiцiєнтами

d

dt

\left(       
y1

y2

y3

y4

\right)       =

\left[        
4  - \eta 1
\eta 1 0

0  - \eta 2
\eta 2 0

0  - \eta 2
\eta 2 0

0  - \eta 1
\eta 1 0

\right]        

\left(       
y1

y2

y3

y4

\right)       , (45)

де
\eta 1 =

1

2
(a10 + a20), \eta 2 =

1

2
(a10  - a20).

Характеристичне рiвняння для системи (45) має вигляд

\lambda 4  - 4\lambda 3 + 2
\bigl( 
\eta 21 + \eta 22

\bigr) 
\lambda 2  - 4

\bigl( 
\eta 21 + \eta 22

\bigr) 
\lambda +

\bigl( 
\eta 21  - \eta 22

\bigr) 2
= 0

i не матиме нульових i чисто уявних розв’язкiв \lambda = \beta i при виконаннi двох умов

\eta 1\eta 2 =
1

4

\bigl( 
a210  - a220

\bigr) 
\not = 0, \eta 21  - \eta 22 = a10a20 \not = 0.

Таким чином, при виконаннi нерiвностей (43) неоднорiдна система

dx

dt
= [L(a10t, a20t)JL(a10t, a20t)]x+ f(t) (46)
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матиме єдиний обмежений на всiй осi R розв’язок x = x\ast (t) = (x\ast 1(t), . . . , x
\ast 
4(t)) при

кожнiй фiксованiй неперервнiй i обмеженiй на R вектор-функцiї f(t) = (f1(t), . . . , f4(t)).
Розпишемо систему (46) з урахуванням позначень (26), (27); отримаємо

d

dt

\left(       
x1

x2

x3

x4

\right)       =

\left(        
\sigma 21 \sigma 1\sigma 2

\sigma 2\sigma 1 \sigma 22

\sigma 1\sigma 3 \sigma 1\sigma 4

\sigma 2\sigma 3 \sigma 2\sigma 4

\sigma 3\sigma 1 \sigma 3\sigma 2

\sigma 4\sigma 1 \sigma 4\sigma 2

\sigma 23 \sigma 3\sigma 4

\sigma 4\sigma 3 \sigma 24

\right)        

\left(       
x1

x2

x3

x4

\right)       +

\left(       
f1(t)

f2(t)

f3(t)

f4(t)

\right)       , (47)

де

\sigma 1 = \sigma 1(t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(a10t) + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(a20t) = 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
a10 + a20

2
t

\biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
a10  - a20

2
t

\biggr) 
,

\sigma 2 = \sigma 2(t) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(a10t) + \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(a20t) = 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
a10 + a20

2
t

\biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
a10  - a20

2
t

\biggr) 
,

\sigma 3 = \sigma 3(t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(a10t) - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(a20t) =  - 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
a10 + a20

2
t

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
a10  - a20

2
t

\biggr) 
,

\sigma 4 = \sigma 4(t) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(a10t) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(a20t) = 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
a10 + a20

2
t

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
a10  - a20

2
t

\biggr) 
.

Iз системи (47) випливає, що система\biggl[ 
dx1
dt

 - f1(t)

\biggr] 
\sigma 2(t) - 

\biggl[ 
dx2
dt

 - f2(t)

\biggr] 
\sigma 1(t) = 0,

\biggl[ 
dx2
dt

 - f2(t)

\biggr] 
\sigma 3(t) - 

\biggl[ 
dx3
dt

 - f3(t)

\biggr] 
\sigma 2(t) = 0,

\biggl[ 
dx3
dt

 - f3(t)

\biggr] 
\sigma 4(t) - 

\biggl[ 
dx4
dt

 - f4(t)

\biggr] 
\sigma 3(t) = 0

(48)

матиме обмежений на всiй осi R розв’язок x = x\ast (t) = (x\ast 1(t), . . . , x
\ast 
4(t)) при кожнiй фiк-

сованiй неперервнiй i обмеженiй на R вектор-функцiї f(t) = (f1(t), . . . , f4(t)). Можливо,
цей обмежений розв’язок не єдиний.

3. Висновки.
I. Запропонованi конструкцiї регулярних систем (2), (10), (17), (25) переконують нас у

тому, що:
1) iснують гiперболiчнi (експоненцiально дихотомiчнi) лiнiйнi системи зi змiнними

коефiцiєнтами dx

dt
= A(t)x, у яких \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(t) \equiv 0 \forall t \in R;

2) можливим також є випадок, коли \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A(t) \equiv 1 \forall t \in R i система dx

dt
= A(t)x буде

гiперболiчною, x \in Rn, n = 2, 3, 4;
3) iснують системи диференцiальних рiвнянь (1), якi мають єдину функцiю Грiна –

Самойленка G0(\tau , \varphi ) задачi про iнварiантнi тори, i при цьому \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(\varphi ) \equiv 0;

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 4



516 ВIКТОР КУЛИК, ГАННА КУЛИК, НАТАЛIЯ СТЕПАНЕНКО

4) конструкцiї (17), (25) указують на iснування регулярних систем (1), у яких

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A(\varphi ) \equiv 1 \forall \varphi \in \BbbT m, x \in Rn, n = 3, 4.

II. Було б цiкаво дослiдити системи вигляду (22), (48). Є гiпотеза, що такi системи
мають не єдиний обмежений розв’язок, а цiлу сiм’ю таких розв’язкiв.

III. Для матрицi (33) вдалося знайти постiйну симетричну матрицю (35), для якої
сума (34) є додатно визначеною. Цiкаво було б дослiдити бiльш загальний випадок, коли
для матриць B(\varphi ) = J +M(\varphi ), MT (\varphi ) \equiv  - M(\varphi ) iснує постiйна симетрична матриця S,
для якої сума (34) буде додатно визначеною.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв i спецiального фiнансування цiєї роботи. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi.
Усi автори зробили рiвномiрний внесок у цю роботу.
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