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We develop a method of solution of boundary-value problems for nonlinear systems of differential equa-
tions that describe models of kinetic reactions. We obtain conditions of bifurcation and branching of
solutions of the corresponding problems.

Розроблено методику розв’язування крайових задач для нелiнiйних систем диференцiальних рiв-
нянь, що описують моделi кiнетичних реакцiй. Одержано умови бiфуркацiї i розгалуження розв’яз-
кiв вiдповiдних задач.

1. Вступ. У цiй статтi наведено постановки прикладних задач, до яких можна застосува-
ти методику й теорiю, розроблену в [1]. На прикладi двовимiрної нелiнiйної задачi буде
показано, яким чином ця методика працює. Припустимо, що ми розглядаємо обмiн суб-
станцiями мiж двома контейнерами, якi згiдно з [2, с. 114] названо секцiями 1, 2. За певних
умов, коли X1(t, \varepsilon ), X2(t, \varepsilon ), Y1(t, \varepsilon ), Y2(t, \varepsilon ) \geq 0 маємо систему звичайних диференцiальних
рiвнянь

dX1(t, \varepsilon )

dt
=  - BX1(t, \varepsilon ) - X1(t, \varepsilon ) +DX(X2(t, \varepsilon ) - X1(t, \varepsilon )) + \varepsilon X2

1 (t, \varepsilon )Y1(t, \varepsilon ) +A,

dY1(t, \varepsilon )

dt
= BX1(t, \varepsilon ) +DY (Y2(t, \varepsilon ) - Y1(t, \varepsilon )) - \varepsilon X2

1 (t, \varepsilon )Y1(t, \varepsilon ),

dX2(t, \varepsilon )

dt
=  - BX2(t, \varepsilon ) - X2(t, \varepsilon ) +DX(X1(t, \varepsilon ) - X2(t, \varepsilon )) + \varepsilon X2

2 (t, \varepsilon )Y2(t, \varepsilon ) +A,

dY2(t, \varepsilon )

dt
= BX2(t, \varepsilon ) +DY (Y1(t, \varepsilon ) - Y2(t, \varepsilon )) - \varepsilon X2

2 (t, \varepsilon )Y2(t, \varepsilon ),

(1)
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iз загальними крайовими умовами

\ell 1X1(\cdot , \varepsilon ) + \ell 2X2(\cdot , \varepsilon ) + \ell 3Y1(\cdot , \varepsilon ) + \ell 4Y4(\cdot , \varepsilon ) = \alpha , (2)

де \varepsilon — достатньо малий параметр. Додаємо їх, для того щоб дослiдити можливi збурен-
ня та граничнi цикли у наведених моделях. Концентрацiї для початкових компонент є
сталими; \ell i, i = 1, 4, — лiнiйнi вектор-функцiонали, що переводять розв’язки системи
рiвнянь у деякий скiнченновимiрний простiр Rm. Один iз прикладiв задачi (1), (2) —
це перiодична крайова задача. Розглянуту модель можна узагальнити на скiнченну кiль-
кiсть концентрацiй. При певних умовах, коли X1(t), X2(t), Y1(t), Y2(t) \geq 0, а крайовi умови
мають вигляд

X1(0) +X2(0) + Y1(0) + Y2(0) = 1,

задача (1), (2) є моделлю динамiки популяцiй (вiдповiднi компоненти є пропорцiями вiд-
повiдних видiв).

У бiльш загальному випадку отримаємо крайову задачу для зв’язаної системи [3]
операторно-диференцiальної системи рiвнянь у функцiональному просторi \scrH (у банахо-
вому або гiльбертовому просторi)

dXi(t, \varepsilon )

dt
= A1

ii(t)Xi(t, \varepsilon ) +B1
ii(t)Yi(t, \varepsilon )

+ \varepsilon R1
i (X1(t, \varepsilon ), . . . , Xi - 1(t, \varepsilon ), Xi+1(t, \varepsilon ), Y1(t, \varepsilon ), . . . , Yn(t, \varepsilon )) +H1

ii(t),

dYi(t, \varepsilon )

dt
= A2

ii(t)(t, \varepsilon )Xi(t, \varepsilon ) +B2
ii(t)Yi(t, \varepsilon )

+ \varepsilon R2
i

\bigl( 
X1(t, \varepsilon ), . . . , Xn(t, \varepsilon ), Y1(t, \varepsilon ), . . . , Yi - 1(t, \varepsilon ), Yi+1(t, \varepsilon ), . . . , Yn(t, \varepsilon )

\bigr) 
+H2

ii(t),

(3)

n\sum 
i=1

\ell 1iXi(\cdot , \varepsilon ) +
n\sum 

i=1

\ell 2iYi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha . (4)

Ця задача моделює також багато нейронних мереж [4]. Можемо отримати апрiорнi оцiнки
для таких задач [5] i умови стiйкостi входу за станом.

Бiльш того, за додаткових умов можна встановити наявнiсть хаосу [6, 7]. Метою роботи
є дослiдження розв’язностi й знаходження розв’язкiв крайових задач (1), (2) i (3), (4), якi
при \varepsilon = 0 перетворюються на один iз розв’язкiв вiдповiдних породжуючих задач.

2. Лiнiйний випадок. У лiнiйному випадку, коли \varepsilon = 0, для задачi (1), (2) вiдповiдна
породжуюча задача крайова задача має вигляд

dX0
1 (t)

dt
=  - (B + 1 +DX)X0

1 (t) +DXX0
2 (t) +A,

dY 0
1 (t)

dt
= BX0

1 (t) - DY Y
0
1 (t) +DY Y

0
2 (t),

(5)
dX0

2 (t)

dt
= DXX0

1 (t) - (B + 1 +DX)X0
2 (t) +A,
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dY 0
2 (t)

dt
= BX0

2 (t) +DY Y
0
1 (t) - DY Y

0
2 (t)

з крайовими умовами

\ell 1X
0
1 (\cdot ) + \ell 2X

0
2 (\cdot ) + \ell 3Y

0
1 (\cdot ) + \ell 4Y

0
4 (\cdot ) = \alpha . (6)

Для простоти побудови загальної теорiї розглянемо двовимiрний випадок; вiн досить вiдо-
мий i має назву брюселятора [8] двоточкової крайової задачi (далi формула (7)) iз загальни-
ми крайовими умовами [2, c. 112]. Навiть бiльше, розглянемо так звану задачу бiфуркацiї
або розгалуження розв’язкiв вiдповiдної системи iз загальними крайовими умовами. Як
приклад вивчимо двоточкову крайову задачу, яка має вигляд

X \prime (t, \varepsilon ) =  - (B + 1)X(t, \varepsilon ) + \varepsilon X2(t, \varepsilon )Y (t, \varepsilon ) +A(t),

Y \prime (t, \varepsilon ) = BX(t, \varepsilon ) - \varepsilon X2(t, \varepsilon )Y (t, \varepsilon ) +D(t),
(7)

iз загальними крайовими умовами \Biggl( 
X(\cdot , \varepsilon )

Y (\cdot , \varepsilon )

\Biggr) 
= \alpha , (8)

де \ell — лiнiйний векторний функцiонал, що переводить розв’язки поставленої задачi у
деякий m-вимiрний простiр (\alpha \in Rm). Для прикладу наведемо повну теорiю розв’язностi
у так званому випадку двоточкової крайової задачi. При цьому функцiонал \ell i вектор \alpha 
можна подати у виглядi

\ell 

\Biggl( 
X(\cdot , \varepsilon )

Y (\cdot , \varepsilon )

\Biggr) 
=

\Biggl( 
X(0, \varepsilon ) - X(T, \varepsilon )

Y (0, \varepsilon ) - Y (T, \varepsilon )

\Biggr) 
=

\Biggl( 
\alpha 1

\alpha 2

\Biggr) 
. (9)

Задача полягає у знаходженнi розв’язкiв X(t, \varepsilon ), Y (t, \varepsilon ) крайової задачi (7), (9), якi при
\varepsilon = 0 перетворюються на один iз розв’язкiв породжуючої лiнiйної крайової задачi

X \prime 
0(t) =  - (B + 1)X0(t) +A(t),

Y \prime 
0(t) = BX0(t) +D(t)

(10)

з крайовими умовами \Biggl( 
X0(0) - X0(T )

Y0(0) - Y0(T )

\Biggr) 
=

\Biggl( 
\alpha 1

\alpha 2

\Biggr) 
. (11)

Слiд зауважити, що у розглянутiй моделi A(t) = A i D(t) = 0. Розглядаємо нестацiонарний
випадок для дослiдження нелiнiйної крайової задачi. Загальний розв’язок системи рiвнянь
має вигляд

X0(t, c1) = c1e
 - (B+1)t +

t\int 
0

A(\tau )e - (B+1)(t - \tau )d\tau , (12)
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Y0(t, c1, c2) = c2  - 
c1B

B + 1

\bigl( 
e - (B+1)t  - 1

\bigr) 

+

t\int 
0

D(\tau ) d\tau +B

t\int 
0

ds

s\int 
0

A(\tau )e - (B+1)(s - \tau ) d\tau . (13)

Пiдставляючи вiдповiднi розв’язки у крайову умову (11), отримаємо систему рiвнянь щодо
сталих c1, c2 :

c1
\bigl( 
1 - e - (B+1)T

\bigr) 
= \alpha 1 +

T\int 
0

A(\tau )e - (B+1)(T - \tau ) d\tau ,

 - B

B + 1
c1
\bigl( 
1 - e - (B+1)T

\bigr) 
= \alpha 2 +

T\int 
0

D(\tau ) d\tau +B

T\int 
0

ds

s\int 
0

A(\tau )e - (B+1)(s - \tau ) d\tau .

(14)

Бачимо, що отримана система не завжди розв’язна i має неєдиний розв’язок.
Розглянемо випадок B \not =  - 1, B \not = 0. Тодi умова розв’язностi набуває вигляду

g1 =  - B + 1

B
g2,

де

g1 = \alpha 1 +

T\int 
0

A(\tau )e - (B+1)(T - \tau ) d\tau ,

g2 = \alpha 2 +

T\int 
0

D(\tau )e - (B+1)(T - \tau ) d\tau +B

T\int 
0

ds

s\int 
0

A(\tau ) d\tau 

або у розгорнутому виглядi

\alpha 1 +

T\int 
0

A(\tau )e - (B+1)(T - \tau ) d\tau 

=  - B + 1

B

\left(  \alpha 2 +

T\int 
0

D(\tau ) d\tau +B

T\int 
0

ds

s\int 
0

A(\tau )e - (B+1)(s - \tau ) d\tau 

\right)  .

У цьому випадку система рiвнянь (13) має множину розв’язкiв

c1 =
g1

1 - e - (B+1)T
\forall c2 \in R.

У нашому випадку A(t) = A, D(t) = 0. Тодi загальний розв’язок лiнiйної крайової задачi
можна записати так:

X0(t) =
e - (B+1)tg1

1 - e - (B+1)T
+

A

B + 1

\Bigl( 
1 - e - (B+1)t

\Bigr) 
, (15)
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Y0(t, c2) = c2 +
g1B

B + 1

\bigl( 
1 - e - (B+1)t

\bigr) \bigl( 
1 - e - (B+1)T

\bigr) + AB

B + 1

\Biggl( 
t+

e - (B+1)t

B + 1
 - 1

B + 1

\Biggr) 
. (16)

При цьому умова розв’язностi матиме вигляд

AB

(B + 1)2
e - (B+1)T = \alpha 2 +

1

2
BAT 2 B\alpha 1

(B + 1)2
+

AB

(B + 1)2
. (17)

Теорема 1. Крайова задача (10), (11) (B \not =  - 1, A(t) = A, D(t) = 0) розв’язна тодi й
лише тодi, коли виконується умова (17). За виконання цiєї умови множина розв’язкiв крайової
задачi (10), (11) має вигляд (15), (16).

3. Нелiнiйний випадок. Для отримання необхiдних i достатнiх умов розв’язностi зро-
бимо замiну змiнних

X(t, \varepsilon ) = X0(t) +X(t, \varepsilon ),

Y (t, \varepsilon ) = Y0(t, c2) + Y (t, \varepsilon ).

Тодi крайова задача набуває вигляду

X
\prime 
(t, \varepsilon ) =  - (B + 1)X(t, \varepsilon ) + \varepsilon 

\bigl( 
X0(t) +X(t, \varepsilon 

\bigr) 2\bigl( 
Y0(t, c2) + Y (t, \varepsilon )

\bigr) 
,

Y
\prime 
(t, \varepsilon ) = BX(t, \varepsilon ) - \varepsilon 

\bigl( 
X0(t) +X(t, \varepsilon )

\bigr) 2\bigl( 
Y0(t, c2) + Y (t, \varepsilon )

\bigr) (18)

з нульовими крайовими умовами

X(0, \varepsilon ) = X(T, \varepsilon ),

Y (0, \varepsilon ) = Y (T, \varepsilon ).
(19)

Для зручностi наведемо розв’язки (7), (8) у такому виглядi:

X0(t) = h1e
 - (B+1)t + h2,

Y0(t, c2) = c2 + h3e
 - (B+1)t + h4t+ h5.

Знайдемо необхiдну умову для нелiнiйної задачi, використовуючи умову розв’язностi, на-
ведену у теоремi 1. Будемо розглядати нелiнiйностi у системi як неоднорiдностi. Тодi

A(t) = \varepsilon 
\bigl( 
X0(t) +X(t, \varepsilon )

\bigr) 2\bigl( 
Y0(t, c2) + Y (t, \varepsilon )

\bigr) 
,

D(t) =  - \varepsilon 
\bigl( 
X0(t) +X(t, \varepsilon )

\bigr) 2\bigl( 
Y0(t, c2) + Y (t, \varepsilon )

\bigr) 
.

Використовуючи теорему 1 для таких неоднорiдностей, пiсля пiдстановки отримаємо

T\int 
0

\Bigl( 
X2

0 (\tau ) + 2X0(\tau )X(\tau , \varepsilon ) +X
2
(\tau , \varepsilon )

\Bigr) \bigl( 
Y0(\tau , c2) + Y (\tau , \varepsilon )

\bigr) 
e - (B+1)(T - \tau ) d\tau 
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=
B + 1

B

T\int 
0

\bigl( 
X0(\tau ) +X(\tau , \varepsilon )

\bigr) 2\bigl( 
Y0(\tau , c2) + Y (\tau , \varepsilon )

\bigr) 
d\tau 

 - (B + 1)

T\int 
0

ds

s\int 
0

\bigl( 
X0(\tau ) +X(\tau , \varepsilon )

\bigr) 2\bigl( 
Y0(\tau , c2) + Y (\tau , \varepsilon )

\bigr) 
e - (B+1)(s - \tau ) d\tau .

Переходячи до границi при \varepsilon \rightarrow 0, отримаємо рiвняння для породжуючої сталої c2 :\left(  B T\int 
0

H1(\tau )e
 - (B+1)(T - \tau ) d\tau  - (B + 1)

T\int 
0

H1(\tau ) d\tau 

\right)  c2

= (B + 1)

T\int 
0

H1(\tau )H2(\tau ) d\tau  - B

T\int 
0

H1(\tau )H2(\tau )e
 - (B+1)(T - \tau ) d\tau 

 - (B + 1)B

T\int 
0

ds

s\int 
0

H1(\tau )H2(\tau )e
 - (B+1)(s - \tau ) d\tau , (20)

де

H1(t) =
\Bigl( 
h1e

 - (B+1)t + h2

\Bigr) 2
,

H2(t) = h3e
 - (B+1)t + h4t+ h5.

Таким чином, одержуємо таку необхiдну умову iснування розв’язкiв нелiнiйної крайової
задачi (7), (9).

Теорема 2 (необхiдна умова). Нехай крайова задача (7), (9) має розв’язок, який при \varepsilon = 0
перетворюється на один iз розв’язкiв (15), (16) зi сталою c2. Тодi стала c2 задовольняє
рiвняння для породжуючих сталих (20).

Зауваження 1. Задача (7), (9) цiкава тим, що незважаючи на нелiнiйнiсть системи (7)
рiвняння для породжуючих амплiтуд лiнiйне.

Множина розв’язкiв нелiнiйної системи (18) має такий вигляд:

X(t, \varepsilon , c1(\varepsilon )) = c1(\varepsilon )e
 - (B+1)t + Z1(t, \varepsilon ),

Z1(t, \varepsilon ) = \varepsilon G1

\bigl[ 
X,Y

\bigr] 
(t, \varepsilon ),

Y (t, \varepsilon , c2) = c2  - 
c1(\varepsilon )B

B + 1

\Bigl( 
e - (B+1)t  - 1

\Bigr) 
+ Z2(t, \varepsilon ),

Z2(t, \varepsilon ) = \varepsilon G2

\bigl[ 
X,Y

\bigr] 
(t, \varepsilon ),

G1

\bigl[ 
X,Y

\bigr] 
(t, \varepsilon ) =

t\int 
0

\bigl( 
X0(t) +X(t, \varepsilon )

\bigr) 2\bigl( 
Y0(t, c2) + Y (t, \varepsilon )

\bigr) 
d\tau ,
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G2

\bigl[ 
X,Y

\bigr] 
(t, \varepsilon ) =  - 

t\int 
0

\bigl( 
X0(t) +X(t, \varepsilon )

\bigr) 2\bigl( 
Y0(t, c2) + Y (t, \varepsilon )

\bigr) 
d\tau 

+B

t\int 
0

ds

s\int 
0

\bigl( 
X0(t) +X(t, \varepsilon )

\bigr) 2\bigl( 
Y0(t, c2) + Y (t, \varepsilon )

\bigr) 
e - (B+1)(s - \tau ) d\tau .

Пiдставляючи розв’язок у крайову умову, отримаємо рiвняння для знаходження сталої
c1(\varepsilon ) :

c1(\varepsilon ) = \varepsilon e(B+1)T

T\int 
0

\bigl( 
X(\tau , \varepsilon ) +X0(\tau )

\bigr) 2\bigl( 
Y (\tau , \varepsilon ) + Y0(\tau , c2)

\bigr) 
d\tau .

За аналогiєю з методикою, розробленою в [1], отримаємо достатню умову iснування
розв’язку нелiнiйної крайової задачi.

Теорема 3 (достатня умова iснування розв’язку). Якщо стала c2 задовольняє рiвняння
для породжуючих констант (20), то крайова задача (18), (19) має розв’язок, який можна
знайти за допомогою iтерацiйного процесу

ck1(\varepsilon ) = \varepsilon e(B+1)T

T\int 
0

\bigl( 
Xk(\tau , \varepsilon ) +X0(\tau )

\bigr) 2\bigl( 
Y k(\tau , \varepsilon ) + Y0(\tau , c2)

\bigr) 
d\tau ,

Zk+1
1 (t, \varepsilon ) = \varepsilon G1

\Bigl[ 
X

k
, Y

k
\Bigr] 
(t, \varepsilon ),

Zk+1
2 (t, \varepsilon ) = \varepsilon G2

\Bigl[ 
X

k
, Y

k
\Bigr] 
(t, \varepsilon ),

X
k+1

(t, \varepsilon ) = ck1(\varepsilon )e
 - (B+1)t + Zk+1

1 (t, \varepsilon ),

Y
k+1

(t, \varepsilon ) = c2  - 
c k1 (\varepsilon )B

B + 1

\bigl( 
e - (B+1)t  - 1

\bigr) 
+ Zk+1

2 (t, \varepsilon ).

Зауваження 2. Оскiльки корiнь c2 простий, то необхiдна умова є й достатньою для
iснування розв’язку.

4. Висновки. Слiд зауважити,що розглянута тематика актуальна i її дослiджують багато
вчених (див., наприклад, роботи [9 – 12]).

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiк-
ту iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний вне-
сок у цю роботу. Роботу виконано за часткової фiнансової пiдтримки Simons Foundation
(грант 1290607, О. Покутний).
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