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We consider the homogenous system of linear singularly perturbed differential equations of order m
with a matrix for higher derivatives, which degenerates if a small parameter tends to zero. By using the
methods of Newton’s diagrams and internal projection, we investigate the structure of the general solution
of this system of equations and the possibility of construction of its asymptotics in the case where the
corresponding matrix characteristic polynomial has several finite and infinite elementary divisors of the
samemultiplicity. The obtained results generalize the known results for similar systems of equations of first
and second orders and for the system of order m in the case where the corresponding matrix characteristic
polynomial has one multiple finite and one multiple infinite elementary divisors.

Розглянуто однорiдну систему лiнiйних сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь m-го по-
рядку з матрицею при старших похiдних, яка вироджується з прямуванням малого параметра до
нуля. З використанням методiв дiаграм Ньютона та внутрiшнього проєктування дослiджено струк-
туру загального розв’язку цiєї системи рiвнянь i можливiсть побудови її асимптотики у випадку,
коли вiдповiдний матричний характеристичний полiном має кiлька скiнченних i нескiнченних еле-
ментарних дiльникiв однакової кратностi. Отриманi результати узагальнюють вiдомi дослiдження,
проведенi для аналогiчних систем рiвнянь першого i другого порядкiв, а також для системи m-го
порядку у випадку, коли вiдповiдний матричний характеристичний полiном має по одному кратно-
му скiнченному та нескiнченному елементарному дiльнику.

1. Постановка задачi. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду
m\sum 
k=0

\varepsilon khAk(t, \varepsilon )
dkx

dtk
= 0, (1.1)

де x(t, \varepsilon ) —шуканий n-вимiрний вектор, Ai(t, \varepsilon ), i = 0,m,—дiйснi або комплекснозначнi
(n\times n)-вимiрнi матрицi, \varepsilon \in (0; \varepsilon 0] — малий дiйсний параметр, h \in N, t \in [0;T ].

Припустимо, що виконуються такi умови:
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1\circ . Матрицi Ai(t, \varepsilon ), i = 0,m, мають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi асимптотичнi розви-
нення за степенями \varepsilon :

Ai(t, \varepsilon ) \sim 
\sum 
k\geq 0

\varepsilon kA
(k)
i (t), i = 0,m.

2\circ . Елементи матриць A(k)
i (t), i = 0,m, k = 0, 1, . . . , нескiнченно диференцiйовнi на

вiдрiзку [0;T ].

3\circ . detA
(0)
m (t) = 0 \forall t \in [0;T ].

4\circ . Гранична в’язка матриць

P (t, \lambda ) =
m\sum 
k=0

\lambda kA
(0)
k (t) (1.2)

системи (1.1) регулярна для будь-якого t \in [0;T ] i має r > 1 скiнченних елементарних
дiльникiв (\lambda  - \lambda 0(t))

p кратнiстю p > 1 кожний i s > 1 нескiнченних кратнiстю q \geq 1,

причому pr + qs = mn.

Систему (1.1) дослiджуватимемо при виконаннi умов 1\circ – 4\circ .

На сьогоднi добре розвинута теорiя асимптотичного iнтегрування лiнiйних сингулярно
збурених систем вигляду (1.1). Як вiдомо, першi результати отримано в роботах Дж. Бiрк-
гофа [1] i Я. Тамаркiна [2]. Так, Бiркгоф вивiв асимптотичнi формули, якi зображають
лiнiйно незалежнi розв’язки скалярного диференцiального рiвняння n-го порядку у ви-
падку простих коренiв характеристичного рiвняння, а Тамаркiн узагальнив результати,
отриманi Бiркгофом, для лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку

\varepsilon h
dx

dt
= A(t; \varepsilon )x, (1.3)

в якiй
A(t; \varepsilon ) =

\sum 
k\geq 0

\varepsilon kAk(t).

Асимптотичнi формули, отриманi цими вченими, виявилися настiльки ефективними,
що з’явився iнтересщодо їхнього узагальнення й для випадку кратного спектра головної ма-
трицi A0(t). Однак ця задача була дуже складною i довгий час залишалася нерозв’язаною.

У 1936 р. М. Хукухара [3], а пiзнiше, незалежно вiд нього, С. Фещенко [4, 5] довели
теореми про асимптотичне розщеплення системи вигляду (1.3), головна матриця якої має
на заданому вiдрiзку кiлька iзольованих одна вiд одної груп власних значень, на вiдпо-
вiдну кiлькiсть пiдсистем меншої розмiрностi, головнi матрицi яких мають лише простi
власнi значення цих груп. Цi теореми дозволяють звести задачу побудови асимптотичних
розв’язкiв дослiджуваної системи, за наявностi в матрицi A0(t) кiлькох iзольованих влас-
них значень, до системи з одним власним значенням головного оператора. Проте проблема
побудови асимптотики загального розв’язку цих систем у випадку, коли головна матриця
має кратне власне значення, залишалася нерозв’язаною.

У 1956 р. Х. Туррiтiн [6] для розв’язання проблеми кратного спектра головного опе-
ратора запропонував застосовувати так зване зрiзаюче перетворення, за допомогою якого
при певних умовах систему з кратним спектром головного оператора можна звести до
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системи, головна матриця якої має простий спектр. Такий же метод запропоновано й у
монографiї [7].

I лише в 1960-х рр. М. Шкiль розробив метод побудови асимптотичних розвинень лi-
нiйно незалежних розв’язкiв однорiдної системи вигляду (1.3) у випадку, коли головна
матриця A0(t) має кратне власне значення, якому вiдповiдають кратнi елементарнi дiль-
ники [8 – 10]. Виявилося, що на вiдмiну вiд випадку простого спектра головного оператора
у випадку кратного спектра вiдповiднi розвинення необхiдно будувати за дробовими сте-
пенями малого параметра. Зокрема, за певних обмежень на збурювальну матрицю A1(t)

всi n шуканих розв’язкiв можна побудувати у виглядi розвинень за степенями \varepsilon 
1
p , де p —

кратнiсть власного значення матрицi A0(t).

М.Шкiль розглянув i бiльш складний випадок, коли кратному власному значенню \lambda 0(t)

матрицi A0(t) вiдповiдає s елементарних дiльникiв однакової кратностi r, sr = n. Пiзнiше
вчений i його учень I. Старун узагальнили цей результат для бiльш складного випадку,
коли кратному власному значенню \lambda 0(t) матрицi A0(t) вiдповiдає кiлька елементарних
дiльникiв як однакової, так i рiзної кратностi.

Асимптотичнi розв’язки системи (1.3), отриманi цими математиками, побудовано за
дробовими степенями малого параметра за певних обмежень на збурювальнi матрицi
Ak(t), k \geq 1. У зв’язку з цим виникла проблема визначення дробових показникiв сте-
пенiв малого параметра, за якими потрiбно будувати вiдповiднi розвинення, залежно вiд
структури збурювальних матриць Ak(t), k = 1, 2, . . . . Цю проблему в 1980-х рр. розв’язала
Г. Жукова, розглянувши її у найбiльш загальнiй постановцi i використавши операторнi
методи, та вивела вiдповiдне рiвняння розгалуження й застосувала до нього метод дiаграм
Ньютона [11].

Розвиваючи iдеї Жукової, В. Яковець у роботi [12] узагальнив її результат для багато-
вимiрного випадку, коли кратному власному значенню \lambda 0(t) матрицi A0(t) системи (1.3)
вiдповiдає кiлька елементарних дiльникiв однакової кратностi. Застосувавши метод внут-
рiшнього проєктування, йому вдалося звести багатовимiрну задачу про збурення власних
значень i власних векторiв матрицi A0(t) до одновимiрної.

Починаючи з кiнця 1970-х рр., увагу математикiв привернули системи звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь, не розв’язаних щодо старших похiдних. Зокрема, розпочалося
активне вивчення лiнiйних систем вигляду

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ f(t) (1.4)

з тотожно виродженою матрицею B(t) при похiдних, якi досить часто зустрiчаються в
задачах оптимального керування, масового обслуговування, теорiї електричних кiл й iнших
прикладних наук.

Теорiя систем вигляду (1.4) з тотожно виродженою матрицею при старших похiдних
iнтенсивно розвивається в роботах математикiв багатьох країн. Рiзнi математики назива-
ють їх по-рiзному: виродженими, сингулярними, диференцiально-алгебраїчними, алгебро-
диференцiальними. Важливi результати з розвитку теорiї вироджених систем отримано в
роботах [12 – 20].

Паралельно з активним розвитком теорiї вироджених систем вигляду (1.4), починаючи
з 1980-х рр., багато математикiв спрямували свої зусилля на вивчення лiнiйних сингулярно
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збурених систем вигляду (1.1) при m = 1, 2. Значнi результати при дослiдженнi таких
систем отримано в роботах В. П. Яковця [12 – 14]. Фундаментальнi результати, отрима-
нi Яковцем в теорiї асимптотичного iнтегрування лiнiйних сингулярно збурених систем
диференцiальних рiвнянь iз виродженнями, розвинули багато його учнiв [21, 22].

Також, починаючи з 1970-х рр., коли завдяки розв’язуваностi проблеми кратного спек-
тра головного оператора у працях М. Шкiля набула подальшого розвитку лiнiйна теорiя
сингулярних збурень, з’явилися спроби узагальнити цю теорiю й для систем рiвнянь вищих
порядкiв [23 – 26]. Це було обумовлено, з одного боку, узагальненням результатiв, отрима-
них для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку, на системи диференцiальних
рiвнянь вищих порядкiв, а з iншого боку до систем диференцiальних рiвнянь вигляду (1.1)
приводять деякi прикладнi задачi. Зокрема, до систем вигляду (1.1) приводять задачi, якi
виникають у динамiцi стiйкостi кругових цилiндричних оболонок.

Переважна бiльшiсть цих робiт стосувалися систем рiвнянь другого порядку вигляду

\varepsilon h
d2x

dt2
= A(t, \varepsilon )x+ f(t, \varepsilon ),

\varepsilon 2hA(t, \varepsilon )
d2x

dt2
+ \varepsilon h+1B(t, \varepsilon )

dx

dt
+ C(t, \varepsilon )x = f(t, \varepsilon )

з характеристичними рiвняннями

det
\bigl( 
A0(t) - \lambda 2E

\bigr) 
= 0,

det
\bigl( 
C0(t) - \lambda 2A0(t)

\bigr) 
= 0

вiдповiдно, що було обумовлено методом побудови асимптотичних розв’язкiв, який ґрун-
тується на зведеннi головної матрицi A0(t) до канонiчної форми Жордана або на викори-
станнi теорiї лiнiйних матричних в’язок матриць за умови неособливостi матрицi A0(t).

Системи ж диференцiальних рiвнянь другого порядку вигляду (1.1) при m = 2 в за-
гальному виглядi не розглядалися, оскiльки при побудовi їхнiх розв’язкiв потрiбно було
б розглядати квадратичнi в’язки матриць замiсть лiнiйних. На той час вченi не знали,
як побудувати фундаментальну систему розв’язкiв системи (1.1) при m = 2 у випадку,
коли задача зводиться до розгляду квадратичної в’язки матриць замiсть лiнiйної в’язки
матриць.

Цю проблему у 1990-х рр. розв’язав В. Яковець для системи диференцiальних рiв-
нянь (1.1) при m = 2 [12 – 14]. Це стало можливим завдяки застосуванню до цiєї системи
теорiї квадратичних в’язок матриць. У роботi [12] розглянутi випадки, коли матриця при
старший похiднiй є тотожно виродженою або вироджується при прямуваннi малого пара-
метра \varepsilon до 0.

Результати, отриманi в роботах Яковця для систем другого порядку, було узагальнено
на систему (1.1). Зокрема, в [27] систему (1.1) дослiджено в найбiльш загальному випадку,
коли гранична в’язка матриць (1.2) має кiлька скiнченних i нескiнченних елементарних
дiльникiв як однакової, так i рiзної кратностi. У згаданiй роботi вдалося побудувати асимп-
тотичний розв’язок системи (1.1) за дробовими показниками степенiв малого параметра
\varepsilon при певних обмеженнях на збурювальнi матрицi A(s)

k (t), k = 0,m, s = 1, 2, . . . . У працi
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[28], використовуючи метод дiаграм Ньютона, дослiджено питання визначення показникiв
степенiв малого параметра \varepsilon , за якими потрiбно будувати асимптотичнi розв’язки систе-
ми (1.1) залежно вiд збурювальних матриць A(s)

k (t), k = 0,m, s = 1, 2, . . . , у випадку, коли
гранична в’язка матриць (1.2) має по одному кратному скiнченному та нескiнченному
елементарних дiльниках.

У цiй статтi результати, отриманi в [28], узагальнено для випадку, коли гранична в’язка
матриць (1.2) системи (1.1) має кiлька скiнченних i нескiнченних елементарних дiльни-
кiв однакової кратностi. Викладенi дослiдження мають вагоме практичне i теоретичне
значення. Практичне значення полягає в тому, що до систем вигляду (1.1) зводяться деякi
прикладнi задачi. Зокрема, такi задачi виникають у динамiцi стiйкостi кругових цилiндрич-
них оболонок. Теоретичне значення цiєї роботи полягає в тому, що викладенi результати
узагальнюють результати, отриманi для вiдповiдних систем першого порядку у випадках,
коли цi системи є виродженими або вироджуються при прямуваннi малого параметра
до нуля.

2. Виведення рiвняння розгалуження для розв’язкiв першої групи. Першу групу розв’яз-
кiв системи (1.1), якi вiдповiдають скiнченним елементарним дiльникам граничної в’язки
матриць P (t, \lambda ), будемо шукати у виглядi

x(t, \varepsilon ) = u(t, \varepsilon ) exp

\left(  \varepsilon  - h

t\int 
0

(\lambda 0(\tau ) + \lambda (\tau , \varepsilon ))d\tau 

\right)  , (2.1)

де u(t, \varepsilon ) —шуканий n-вимiрний вектор, а \lambda (t, \varepsilon ) —шукана скалярна функцiя.
Як i в працi [28], пiдставивши (2.1) в систему (1.1) i використавши формулу

dkx

dtk
=

k\sum 
i=0

i\sum 
j=0

j\sum 
\gamma =0

\varepsilon  - jhCi
kC

\gamma 
jDi - j

\Bigl[ 
\lambda j - \gamma 
0 \lambda \gamma 

\Bigr] 

\times dk - iu(t, \varepsilon )

dtk - i
exp

\left(  \varepsilon  - h

t\int 
0

(\lambda 0(\tau ) + \lambda (\tau , \varepsilon ))d\tau 

\right)  , k = 0,m,

де Di

\bigl[ 
\lambda j
\bigr] 
— сума всiх можливих добуткiв i операторiв диференцiювання D =

d

dt
, якi

дiють на вирази, розмiщеннi праворуч вiд них, i j скалярних функцiй \lambda (t, \varepsilon ), причому
останнiм множником у всiх доданках має бути \lambda (t, \varepsilon ), отримаємо

P (t, \lambda 0)u =  - F (t, \lambda , \varepsilon )u, (2.2)

де

F (t, \lambda , \varepsilon ) =
m\sum 
k=0

\Gamma k(t, \lambda , \varepsilon ), (2.3)
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\Gamma k(t, \lambda , \varepsilon ), k = 0,m, — оператори, визначенi за формулами

\Gamma 0(t, \lambda , \varepsilon ) =
\sum 
s\geq 1

\varepsilon sP (s)(t, \lambda 0) +

m - 1\sum 
i=1

m - i\sum 
j=1

\varepsilon ihDi

\bigl[ 
\lambda j0
\bigr] 
Ai+j(t, \varepsilon )

+
m\sum 
i=1

i\sum 
j=1

m - i+1\sum 
\gamma =1

\varepsilon ihCj
i+\gamma  - 1Di - j

\bigl[ 
\lambda \gamma  - 1
0

\bigr] 
Ai+\gamma  - 1(t, \varepsilon )D

j ,

\Gamma k(t, \lambda , \varepsilon ) = \lambda k
\partial kP (t, \lambda 0, \varepsilon )

k!\partial \lambda k
+

m - k\sum 
i=1

m - k - i+1\sum 
j=1

\varepsilon ihCk
j+k - 1Di

\bigl[ 
\lambda k\lambda j - 1

0

\bigr] 
Ai+j+k - 1(t, \varepsilon )

+
m - k\sum 
i=1

i\sum 
j=1

m - k - i+1\sum 
\gamma =1

\varepsilon ihCk
\gamma +k - 1C

j
i+\gamma +k - 1Di - j

\times 
\bigl[ 
\lambda k\lambda \gamma  - 1

0

\bigr] 
Ai+\gamma +k - 1(t, \varepsilon )D

j , k = 1,m - 1,

\Gamma m(t, \lambda , \varepsilon ) = \lambda m
\partial mP (t, \lambda 0, \varepsilon )

m!\partial \lambda m
,

P (t, \lambda , \varepsilon ) =
m\sum 
i=0

\lambda iAi(t, \varepsilon ).

Використавши умову 1\circ , оператори \Gamma k(t, \lambda , \varepsilon ), k = 0,m, можна подати у виглядi

\Gamma 0(t, \lambda , \varepsilon ) =
\sum 
s\geq 1

\varepsilon s\Gamma 
(s)
0 (t),

\Gamma k(t, \lambda , \varepsilon ) =
\sum 
s\geq 0

\varepsilon s\Gamma 
(s)
k (t, \lambda ), k = 1,m,

коефiцiєнти яких визначаємо за формулами

\Gamma 
(s)
0 (t) = P (s)(t, \lambda 0) +

m\sum 
i=1

i\sum 
j=1

m - i+1\sum 
\gamma =1

Cj
i+\gamma  - 1Di - j

\bigl[ 
\lambda \gamma  - 1
0

\bigr] 
A

(s - ih)
i+\gamma  - 1(t)D

j

+

m - 1\sum 
i=1

m - i\sum 
j=1

Di

\bigl[ 
\lambda j0
\bigr] 
A

(s - ih)
i+j (t), s = 1, 2, . . . ,

\Gamma 
(s)
k (t, \lambda ) = \lambda k

\partial kP (s)(t, \lambda 0)

k!\partial \lambda k

+

m - k\sum 
i=1

i\sum 
j=1

m - k - i+1\sum 
\gamma =1

Ck
\gamma +k - 1C

j
i+\gamma +k - 1Di - j

\bigl[ 
\lambda k\lambda \gamma  - 1

0

\bigr] 
A

(s - ih)
i+\gamma +k - 1(t)D

j
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+
m - k\sum 
i=1

m - k - i+1\sum 
j=1

Ck
j+k - 1Di

\bigl[ 
\lambda k\lambda j - 1

0

\bigr] 
A

(s - ih)
i+j+k - 1(t), k = 1,m - 1, s = 0, 1, . . . ,

\Gamma m(t, \lambda ) = \lambda m
\partial mP (s)(t, \lambda 0)

m!\partial \lambda m
, s = 0, 1, . . . .

Отже, задачу визначення функцiї \lambda (t, \varepsilon ) i вектора u(t, \varepsilon ) звели до задачi про збурення
власного значення \lambda 0(t) i вiдповiдних власних векторiв \varphi i(t), i = 1, r, полiномiальної
в’язки матриць P (t, \varepsilon ) пiд дiєю збурювальних операторiв \Gamma k(t, \lambda , \varepsilon ), k = 0,m.

Рiвняння (2.2) розв’язне тодi й тiльки тодi, коли виконуються умови

(F (t, \lambda , \varepsilon )u(t, \varepsilon ), \psi j(t)) = 0, j = 1, r, (2.4)

де \psi j(t), j = 1, r, — елемент нуль-простору матрицi P \ast (t, \lambda 0), спряженої до матрицi
P (t, \lambda 0).

Представимо умови (2.4) у компактнiшому виглядi. Для цього введемо до розгляду
оператор проєктування Q, який вiдображає n-вимiрний векторний простiр E на його
r -вимiрний пiдпростiр E0 таким чином:

Qu(t) =
r\sum 

i=1

(u(t), \psi i(t))\varphi i(t) \forall u(t) \in E,

де t \in [0;T ], \varphi i(t), i = 1, r, — базиснi елементи нуль-простору матрицi P (t, \lambda 0(t)).
Пiдпростiр E0 є лiнiйною оболонкою векторiв \varphi i(t), i = 1, r, якi визначено у такий

спосiб, щоб \varphi i(t) \in C\infty [0;T ], i = 1, r, а це згiдно з [12, 28] завжди можливо.
Тодi умова (2.3) буде еквiвалентною умовi

QF (t, \lambda , \varepsilon )u(t, \varepsilon ) = 0. (2.5)

При виконаннi умови (2.5) вектор u(t, \varepsilon ) можна визначити за формулою

u(t, \varepsilon ) =  - H(t)F (t, \lambda , \varepsilon )u(t, \varepsilon ) + u0(t, \varepsilon ), (2.6)

де u0(t, \varepsilon ) — довiльний вектор пiдпростору E0, а H(t) — узагальнено обернена матриця
до матрицi P (t, \lambda 0(t)).

Рiвнiсть (2.6) можна переписати у виглядi (E +H(t)F (t, \lambda , \varepsilon ))u(t, \varepsilon ) = u0(t, \varepsilon ), де E —
одинична матриця n-го порядку. Це рiвняння формально виконується, якщо вектор u(t, \varepsilon )
подати у виглядi

u(t, \varepsilon ) = u0(t, \varepsilon ) +
\infty \sum 
k=1

( - 1)k(H(t)F (t, \lambda , \varepsilon ))ku0(t, \varepsilon ). (2.7)

Пiдставивши вектор (2.7) в умову (2.5), отримаємо

L(\lambda , \varepsilon ) \equiv 
\infty \sum 
k=0

( - 1)kQF (t, \lambda , \varepsilon )(H(t)F (t, \lambda , \varepsilon ))ku0(t, \varepsilon ) = 0,

де (H(t)F (t, \lambda , \varepsilon ))0 := E.
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Ввiвши позначення

\widetilde L(\lambda , \varepsilon ) = \infty \sum 
k=0

F (t, \lambda , \varepsilon )(H(t)F (t, \lambda , \varepsilon ))k, (2.8)

останню формулу запишемо у виглядi

L(\lambda , \varepsilon ) = Q\widetilde L(\lambda , \varepsilon )u0(t, \varepsilon ) = 0. (2.9)

При виконаннi умови (2.9) вектор u(t, \varepsilon ) визначатимемо з рiвностi (2.7) за формулою

u(t, \varepsilon ) = y0(t) - H(t)\widetilde L(\lambda , \varepsilon )u0(t, \varepsilon ). (2.10)

Представимо вирази L(\lambda , \varepsilon ), \widetilde L(\lambda , \varepsilon ), як i в [28], у виглядi формальних розвинень за
степенями малого параметра \varepsilon :

L(\lambda , \varepsilon ) =
\sum 

k+s\geq 0

\varepsilon sLks[\lambda 
k], \widetilde L(\lambda , \varepsilon ) = \sum 

k+s\geq 0

\varepsilon s\widetilde Lks[\lambda 
k], (2.11)

де k — сумарний степiнь функцiї \lambda (t, \varepsilon ), що входить у оператори Lks[\lambda 
k], \widetilde Lks[\lambda 

k].
Для цього перегрупуємо доданки в умовi (2.8) аналогiчно до того, як це зроблено у [28].

У результатi рiвняння (2.8) зможемо навести у виглядi

L(\lambda , \varepsilon ) \equiv 
\infty \sum 
s=1

s\sum 
j=1

( - 1)j - 1\varepsilon sQW
(s)
H\Gamma [0, . . . , 0, 0, j]u0

+

\infty \sum 
s=0

\infty \sum 
k=1

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

s\sum 
j=0

( - 1)im+...+i2+i1+j - 1\varepsilon sQW
(s)
H\Gamma [im, . . . , i2, i1, j]u0 = 0,

(2.12)

причому

H(t)\widetilde L(\lambda , \varepsilon ) = \infty \sum 
s=1

s\sum 
j=1

( - 1)j - 1\varepsilon s\widetilde W (s)
H\Gamma [0, . . . , 0, 0, j]

+
\infty \sum 
s=0

\infty \sum 
k=1

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

s\sum 
j=0

( - 1)im+...+i2+i1+j - 1\varepsilon s\widetilde W (s)
H\Gamma [im, . . . , i2, i1, j],

де \widetilde W (s)
H\Gamma [im, . . . , i2, i1, i0] — сума всiх можливих добуткiв операторiв H\Gamma 

(ski)
k , k = 0,m,

сума верхнiх iндексiв яких ski дорiвнює s, ski \in N \cup \{ 0\} , k = 1,m, s0i \in N, а вирази
W

(s)
H\Gamma [im, . . . , i2, i1, j] вiдрiзняються вiд виразiв \widetilde W (s)

H\Gamma [im, . . . , i2, i1, j] лише вiдсутнiстю в усiх
їхнiх доданках першого множника H(t).

Наприклад,

\widetilde W (2)
H\Gamma [0, 2, 1] = H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(2)
0 +H\Gamma 

(2)
0 H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(0)
1

+H\Gamma 
(0)
1 H\Gamma 

(2)
0 H\Gamma 

(0)
1 +H\Gamma 

(1)
1 H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(1)
0 +H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(1)
1 H\Gamma 

(1)
0
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+H\Gamma 
(1)
0 H\Gamma 

(1)
1 H\Gamma 

(0)
1 +H\Gamma 

(1)
1 H\Gamma 

(1)
0 H\Gamma 

(0)
1

+H\Gamma 
(1)
0 H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(1)
1 +H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(1)
0 H\Gamma 

(1)
1 ,

W
(2)
H\Gamma [0, 2, 1] = \Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(2)
0 + \Gamma 

(2)
0 H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(0)
1 + \Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(2)
0 H\Gamma 

(0)
1

+ \Gamma 
(1)
1 H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(1)
0 + \Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(1)
1 H\Gamma 

(1)
0 + \Gamma 

(1)
0 H\Gamma 

(1)
1 H\Gamma 

(0)
1

+ \Gamma 
(1)
1 H\Gamma 

(1)
0 H\Gamma 

(0)
1 + \Gamma 

(1)
0 H\Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(1)
1 + \Gamma 

(0)
1 H\Gamma 

(1)
0 H\Gamma 

(1)
1 .

Iз рiвняння (2.11) отримаємо коефiцiєнти для розвинень (2.10):

L00 = 0, L0su0 =
s\sum 

j=1

( - 1)j - 1QW
(s)
H\Gamma [0, . . . , 0, 0, j]u0, s = 1, 2, . . . , (2.13)

Lk0[\lambda 
k]u0 =

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

( - 1)im+...+i1 - 1QW
(0)
H\Gamma [im, . . . , i2, i1, 0]u0, k = 1, 2, . . . , (2.14)

Lks[\lambda 
k]u0 =

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

s\sum 
j=0

( - 1)im+...+i1+j - 1\varepsilon s

\times QW
(s)
H\Gamma [im, . . . , i2, i1, j]u0, k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . . (2.15)

Спростимо формули (2.14). Для цього, ввiвши позначення

Hj(t) =  - H(t)
\partial jP (t, \lambda 0)

j!\partial \lambda j
, j = 1,m, (2.16)

i скориставшись рекурентними формулами

\sigma 1(H1, H2, . . . ,Hm) = E,

\sigma i(H1, H2, . . . ,Hm) =

min(i - 1,m)\sum 
j=1

Hj(t)\sigma 
i - j(H1, H2, . . . ,Hm), i = 2, 3, . . . , (2.17)

вирази (2.14) можна подати у виглядi

Lk0[\lambda 
k]u0 = \lambda k

min(k,m)\sum 
j=1

Q
\partial jP (t, \lambda 0(t))

j!\partial \lambda j
\sigma k+1 - j(H1, H2, . . . ,Hm)u0, k = 1, 2, . . . . (2.18)

Оскiльки згiдно з умовою 4\circ в’язка матриць P (t, \lambda ) має r > 1 скiнченних елементарних
дiльникiв (\lambda  - \lambda 0(t))

p кратнiстю p кожний, то, як показано в [29], їм вiдповiдає r жорда-
нових ланцюжкiв векторiв завдовжки p кожний, якi складаються з власних векторiв \varphi i(t),

i = 1, r, i вiдповiдних приєднаних векторiв \varphi (j)
i (t), i = 1, r, j = 2, p, якi задовольняють

рiвностi

P (t, \lambda 0(t))\varphi k(t) = 0, k = 1, r,
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P (t, \lambda 0(t))\varphi 
(i)
k (t) +

min(i - 1,m)\sum 
j=1

\partial jP (t, \lambda 0(t))

j!\partial \lambda j
\varphi 
(i - j)
k (t) = 0, k = 1, r, i = 2, p, (2.19)

а рiвняння

P (t, \lambda 0(t))zk +

min(p,m)\sum 
j=1

\partial jP (t, \lambda 0(t))

j!\partial \lambda j
\varphi 
(p+1 - j)
k (t) = 0 (2.20)

не розв’язнi щодо векторiв zk, k = 1, r.

Вектори \psi j(t), j = 1, r, як i власнi вектори \varphi i(t), i = 1, r, визначаються неоднозначно,
проте при будь-якому їхньому виборi, як показано в [29], виконується умова

det

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\left(  min(p,m)\sum 

k=1

\partial kP (t, \lambda 0(t))

k!\partial \lambda k
\varphi 
(p+1 - k)
i (t), \psi j(t)

\right)  \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
i,j=1,r

\not = 0 \forall t \in [0;T ],

тобто система власних i приєднаних векторiв є повною.
Виконання останньої умови дає змогу визначити вектори \psi j(t), j = 1, r, так, щоб

виконувалася рiвнiсть\left(  min(p,m)\sum 
k=1

\partial kP (t, \lambda 0(t))

k!\partial \lambda k
\varphi 
(p+1 - k)
i (t), \psi j(t)

\right)  = \delta ij , i, j = 1, r. (2.21)

Якщо формула (2.21) не виконується для векторiв \psi j(t), j = 1, r, то замiсть них можна
взяти їхню лiнiйну комбiнацiю \chi j(t) =

\sum r

k=1
\alpha  - 1
kj (t)\psi k(t), j = 1, r, де \alpha  - 1

kj (t) — елементи
матрицi, оберненої до матрицi

\| \alpha ij(t)\| r1 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\left(  min(p,m)\sum 

k=1

\partial kP (t, \lambda 0(t))

k!\partial \lambda k
\varphi 
(p+1 - k)
i (t), \psi j(t)

\right)  \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
r

1

.

Враховуючи формули (2.16), (2.17), формула (2.21) набуде вигляду\left(  min(p,m)\sum 
k=1

\partial kP (t, \lambda 0(t))

k!\partial \lambda k
\sigma p+1 - k(H1, H2, . . . ,Hm)\varphi i(t), \psi j(t)

\right)  = \delta ij , i, j = 1, r. (2.22)

Виходячи з розв’язностi рiвнянь (2.19), (2.20) i формули (2.22), можна просто переконатися
у таких властивостях оператора Q :

min(i,m)\sum 
k=1

Q
\partial kP (t, \lambda 0(t))

k!\partial \lambda k
\sigma i - k+1(H1, H2, . . . ,Hm)u(t) = 0, i = 1, p - 1, (2.23)

min(p,m)\sum 
k=1

Q
\partial kP (t, \lambda 0(t))

k!\partial \lambda k
\sigma p+1 - k(H1, H2, . . . ,Hm)u(t) = u(t). (2.24)
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Враховуючи властивостi (2.23), (2.24) оператора Q i формулу (2.18), одержуємо

Lk0[\lambda 
k]u0 = \lambda k\delta k,pu0, k = 1, p. (2.25)

З використанням формули (2.25) рiвняння (2.9) набуде вигляду

\lambda pu0 +
\infty \sum 

k=p+1

\lambda kLk0u0 +
\infty \sum 
s=1

\varepsilon sL0su0 +
\infty \sum 
s=1

\infty \sum 
k=1

\varepsilon sLks[\lambda 
k]u0 = 0, (2.26)

де

Lk0u0 =

min(k,m)\sum 
j=1

Q
\partial jP (t, \lambda 0)

j!\partial \lambda j
\sigma k+1 - j(H1, H2, . . . ,Hm)u0, k = p+ 1, p+ 2, . . . . (2.27)

При цьому згiдно з (2.10) вiдповiдний вектор u(t, \varepsilon ) зображається розвиненням

u(t, \varepsilon ) = u0(t, \varepsilon ) - 
\infty \sum 
s=1

\varepsilon sH(t)\widetilde L0su0(t, \varepsilon )

 - 
\infty \sum 
k=1

\lambda kH(t)\widetilde Lk0u0(t, \varepsilon ) - 
\infty \sum 
s=1

\infty \sum 
k=1

\varepsilon sH(t)\widetilde Lks[\lambda 
k]u0(t, \varepsilon ), (2.28)

де

\widetilde L0s =
s\sum 

j=1

( - 1)j - 1W
(s)
H\Gamma [0, . . . , 0, 0, j], s = 1, 2, . . . ,

\widetilde Lk0 =

min(k,m)\sum 
j=1

\partial jP (t, \lambda 0)

j!\partial \lambda j
\sigma k+1 - j(H1, H2, . . . ,Hm), k = 1, 2, . . . ,

\widetilde Lks[\lambda 
k] =

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

s\sum 
j=0

( - 1)im+...+i2+i1+j - 1

\times W
(s)
H\Gamma [im, . . . , i2, i1, j], k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . . (2.29)

У результатi довели таку теорему.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1\circ – 4\circ . Тодi, для того щоб вектор (2.1) був фор-

мальним розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (1.1), необхiдно й достатньо, щоб
функцiя \lambda (t, \varepsilon ) задовольняла рiвняння розгалуження (2.26), коефiцiєнти якого визначено фор-
мулами (2.13), (2.15), (2.27). Вiдповiдну вектор-функцiю u(t, \varepsilon ) зображено формальним роз-
виненням (2.28), коефiцiєнти якого одержано за допомогою формул (2.9).

3. Виведення рiвняння розгалуження для розв’язкiв другої групи. Розв’язки другої групи,
якi вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльникам граничної в’язки матриць P (t, \lambda ),
будемо шукати у виглядi вектора

x(t, \varepsilon ) = v(t, \varepsilon ) exp

\left(  \varepsilon  - h

t\int 
0

d\tau 

\xi (\tau , \varepsilon )

\right)  , (3.1)

де v(t, \varepsilon ) — n-вимiрний вектор, а \xi (t, \varepsilon ) — скалярна функцiя.
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Дiючи, як i в п. 2 статтi, пiдставимо вектор (3.1) у систему (1.1). Одержимо

A(0)
m (t)v =  - \Phi (t, \xi , \varepsilon )v, (3.2)

де

\Phi (t, \xi , \varepsilon ) =

m\sum 
k=0

Qk(t, \xi , \varepsilon ), (3.3)

а оператори Qk(t, \xi , \varepsilon ), k = 0,m, визначено за формулами

Q0(t, \varepsilon ) =
\sum 
s\geq 1

\varepsilon sA(s)
m (t);Qk(t, \xi , \varepsilon )

= \xi m
k\sum 

i=0

i\sum 
j=0

\varepsilon ihCj+m - k
i+m - kDj

\biggl[ 
1

\xi m - k

\biggr] 
Ai+m - k(t, \varepsilon )D

i - j , k = 1,m - 1,

Qm(t, \xi , \varepsilon ) = \xi m
m\sum 
i=0

\varepsilon ihAi(t, \varepsilon )D
i.

Згiдно з умовою 1\circ оператори Qk(t, \xi , \varepsilon ), k = 0,m, можна записати у виглядi розвинень
за степенями \varepsilon :

Q0(t, \varepsilon ) =
\sum 
s\geq 1

\varepsilon sQ
(s)
0 (t), Qk(t, \xi , \varepsilon ) =

\sum 
s\geq 0

\varepsilon sQ
(s)
k (t, \xi ), k = 1,m,

коефiцiєнти яких визначено за формулами

Q
(s)
0 (t) = A(s)

m (t), s = 1, 2, . . . ,

Q
(s)
k (t, \xi ) = \xi m

k\sum 
i=0

i\sum 
j=0

Ci - j
i+m - kDj

\biggl[ 
1

\xi m - k

\biggr] 
A

(s - ih)
i+m - k(t)D

i - j , k = 1,m - 1, s = 0, 1, . . . ,

Q(s)
m (t, \xi ) = \xi m

m\sum 
i=0

A
(s - ih)
i (t)Di, s = 0, 1, . . . .

Отже, задачу пошукуфункцiї \xi (t, \varepsilon ) i вектор-функцiї v(t, \varepsilon ) звели до задачi про збурення
нульового власного значення й вiдповiдних власних векторiв \widetilde \varphi 1(t), \widetilde \varphi 2(t), . . . , \widetilde \varphi s(t) в’язки
матриць

N(t, \xi ) =
m\sum 
i=0

\xi iAm - i(t, \varepsilon ),

симетричної в’язцi матриць P (t, \lambda ).
Вектор v(t, \varepsilon ) задовольняє рiвняння (3.2) тодi й тiльки тодi, коли виконується умова\Bigl( 

\Phi (t, \xi , \varepsilon )v(t, \varepsilon ), \widetilde \psi j(t)
\Bigr) 
= 0, j = 1, s, (3.4)
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де \widetilde \psi j(t), j = 1, s, — елементи нуль-простору матрицi
\bigl( 
A

(0)
m (t)

\bigr) \ast 
, спряженої до матри-

цi A(0)
m (t).
Представимо умову (3.4) бiльш компактно. Для цього введемо оператор проєктування\widetilde Q, який вiдображає n-вимiрний векторний простiр \widetilde E на його s-вимiрний пiдпростiр \widetilde E0,

таким чином: \widetilde Qv(t) = s\sum 
j=1

\bigl( 
v(t), \widetilde \psi j(t)

\bigr) \widetilde \varphi j(t) \forall v(t) \in \widetilde E,
де \widetilde \varphi j(t), j = 1, s, — базиснi елементи нуль-простору матрицi A(0)

m (t). Пiдпростiр \widetilde E0 є
лiнiйною оболонкою векторiв \widetilde \varphi j(t), j = 1, s, якi визначаємо так, щоб виконувалася умова\widetilde \varphi j(t) \in C\infty [0;T ], j = 1, s.

Тодi умова (3.4) буде рiвносильною до умови\widetilde Q\Phi (t, \xi , \varepsilon )v(t, \varepsilon ) = 0. (3.5)

При виконаннi останньої маємо

v(t, \varepsilon ) =  - G(t)\Phi (t, \xi , \varepsilon )v(t, \varepsilon ) + v0(t, \varepsilon ), (3.6)

де v0(t, \varepsilon ) — довiльний вектор iз пiдпростору \widetilde E0, який потрiбно визначити, а G(t) —
матриця, узагальнено обернена до матрицi A(0)

m (t).
Рiвняння (3.6) формально виконано, якщо вектор v(t, \varepsilon ) подати у виглядi

v(t, \varepsilon ) = v0(t, \varepsilon ) +

+\infty \sum 
k=1

( - 1)k
\bigl( 
G(t)\Phi (t, \xi , \varepsilon )

\bigr) k
v0(t, \varepsilon )

або

v(t, \varepsilon ) =
+\infty \sum 
k=0

( - 1)k
\bigl( 
G(t)\Phi (t, \xi , \varepsilon )

\bigr) k
v0(t, \varepsilon ), (3.7)

де
\bigl( 
G(t)\Phi (t, \xi , \varepsilon )

\bigr) 0
:= E.

Пiдставивши (3.7) у (3.5) i використавши позначення

\widetilde M(\xi , \varepsilon ) =
\infty \sum 
k=0

( - 1)k\Phi (t, \xi , \varepsilon )
\bigl( 
G(t)\Phi (t, \xi , \varepsilon )

\bigr) k
,

зведемо умову (3.5) до вигляду

M(\xi , \varepsilon ) \equiv \widetilde Q\widetilde M(\xi , \varepsilon )v0 = 0. (3.8)

При цьому

v(t, \varepsilon ) = v0(t, \varepsilon ) - G(t)\widetilde M(\xi , \varepsilon )v0(t, \varepsilon ). (3.9)

Представимо M(\xi , \varepsilon ), \widetilde M(\xi , \varepsilon ) через формальнi розвинення за степенями малого пара-
метра \varepsilon :

M(\xi , \varepsilon ) =
\sum 

k+s\geq 0

\varepsilon sMks[\xi 
k], \widetilde M(\xi , \varepsilon ) =

\sum 
k+s\geq 0

\varepsilon s\widetilde Mks[\xi 
k]. (3.10)
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Мiркуючи далi так само, як i в п. 2, з (3.8) отримаємо рiвняння розгалуження для
розв’язкiв другої групи:

M(\xi , \varepsilon ) \equiv 
\infty \sum 
s=1

s\sum 
j=1

( - 1)j - 1\varepsilon s \widetilde QW (s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j]v0

+
\infty \sum 
s=0

\infty \sum 
k=1

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

s\sum 
j=0

( - 1)im+...+i2+i1+j - 1\varepsilon s \widetilde QW (s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j]v0 = 0,

(3.11)

де \widetilde W (s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j] — сума всiх можливих добуткiв операторiв GQ

(ski)
k , k = 0,m,

сума верхнiх iндексiв ski яких дорiвнює s, ski \in N \cup \{ 0\} , k = 1,m, s0i \in N, а вирази
W

(s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j] вiдрiзняються вiд виразiв \widetilde W (s)

GQ[im, . . . , i2, i1, j] лише вiдсутнiстю в усiх
їхнiх доданках першого множника G(t).

З (3.11) отримаємо такi коефiцiєнти розвинень (3.10):

M00 = 0, M0sv0 =

s\sum 
j=1

( - 1)j - 1 \widetilde QW (s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j]v0, s = 1, 2, . . . , (3.12)

Mk0[\xi 
k]v0 =

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

( - 1)im+...+i2+i1 - 1

\times \widetilde QW (0)
GQ[im, . . . , i2, i1, 0]v0, k = 1, 2, . . . , (3.13)

Mks[\xi 
k]v0 =

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

s\sum 
j=0

( - 1)im+...+i2+i1+j - 1

\times \widetilde QW (s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j]v0, k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . . (3.14)

Позначивши
Gj(t) =  - G(t)\partial 

jN(t, 0)

j!\partial \xi j
, j = 1,m,

i скориставшись рекурентними формулами

\sigma 1(G1, G2, . . . , Gm) = E,

\sigma i(G1, G2, . . . , Gm) =

min(i - 1,m)\sum 
j=1

Gj(t)\sigma 
i - j(G1, G2, . . . , Gm), i = 2, 3, . . . ,

з (3.13) одержимо

Mk0[\xi 
k]v0 = \xi k

min(k,m)\sum 
j=1

\widetilde Q\partial jN(t, 0)

j!\partial \xi j
\sigma k+1 - j(G1, G2, . . . , Gm)v0, k = 1, 2, . . . . (3.15)
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Оскiльки за умовою4\circ в’язкаматриць P (t, \lambda ) має s нескiнченних елементарних дiльни-
кiв кратнiстю q кожний, то, як показано в [29], нульовому власному значенню симетричної
в’язки матриць N(t, \xi ) вiдповiдає s жорданових ланцюжкiв векторiв завдовжки q кожний.
Вектори цих ланцюжкiв складаються з власних векторiв \widetilde \varphi k(t), k = 1, s, i вiдповiдних
приєднаних векторiв \widetilde \varphi (i)

k (t), k = 1, s, i = 2, q, якi задовольняють спiввiдношення

N(t, 0)\widetilde \varphi k(t) = 0, k = 1, s, (3.16)

N(t, 0)\widetilde \varphi (i)
k (t) +

min(i - 1,m)\sum 
j=1

\partial jN(t, 0)

j!\partial \xi j
\widetilde \varphi (i - j)
k (t) = 0, k = 1, s, i = 2, q; (3.17)

при цьому рiвняння

N(t, 0)\widetilde zk + min(q,m)\sum 
j=1

\partial jN(t, 0)

j!\partial \xi j
\widetilde \varphi (q+1 - j)
k (t) = 0, k = 1, s, (3.18)

нерозв’язнi щодо векторiв zk, k = 1, s.
Приєднанi вектори цих ланцюжкiв можна виразити через власнi вектори за формулою

\widetilde \varphi (i)
k (t) = \sigma i(G1, G2, . . . , Gm)\widetilde \varphi k(t), k = 1, s, i = 2, q.

Згiдно з [29] жорданiв набiр власних i приєднаних векторiв, якi вiдповiдають нескiн-
ченним елементарним дiльникам в’язки матриць (1.2), є повним, тобто

det

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\left(  min(q,m)\sum 

k=1

\partial kN(t, 0)

k!\partial \xi k
\sigma q+1 - k(G1, G2, . . . , Gm)\widetilde \varphi i(t), \widetilde \psi j(t)

\right)  \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
i,j=1,s

\not = 0 \forall t \in [0;T ].

Тому вектори \widetilde \psi j(t), j = 1, s, визначимо так, щоб виконувалися спiввiдношення

min(q,m)\sum 
k=1

\biggl( 
\partial kN(t, 0)

j!\partial \xi k
\sigma q+1 - k(G1, G2, . . . , Gm)\widetilde \varphi i(t), \widetilde \psi j(t)

\biggr) 
= \delta i,j , i, j = 1, s. (3.19)

Враховуючи розв’язнiсть рiвнянь (3.17), (3.18) i формулу (3.19), можна встановити такi
властивостi оператора проєктування \widetilde Q :

min(i,m)\sum 
k=1

\widetilde Q \partial kN(t, 0)

k!\partial \xi k
\sigma i - k+1(G1, G2, . . . , Gm)v(t) = 0, i = 1, q  - 1, (3.20)

min(q,m)\sum 
k=1

\widetilde Q \partial kN(t, 0)

k!\partial \xi k
\sigma q - k+1(G1, G2, . . . , Gm)v(t) = v(t). (3.21)

Згiдно з властивостями (3.20), (3.21) оператора проєктування \widetilde Q з формули (3.15) отри-
маємо

Mk0[\xi 
k]v0 = \delta k,q\xi 

kv0, k = 1, q. (3.22)
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Тодi рiвняння розгалуження (3.11) набуває вигляду

\xi qv0 +
\infty \sum 

k=q+1

\xi kMk0v0 +
\infty \sum 
s=1

\varepsilon sM0sv0 +
\infty \sum 
s=1

\infty \sum 
k=1

\varepsilon sMks[\xi 
k]v0 = 0. (3.23)

Вектор v(t, \varepsilon ) зображується розвиненнями

v(t, \varepsilon ) = v0(t, \varepsilon ) - 
\infty \sum 
k=1

\xi kG(t)\widetilde Mk0v0(t, \varepsilon )

 - 
\infty \sum 
s=1

\varepsilon sG(t)\widetilde M0sv0(t, \varepsilon ) - 
\infty \sum 
s=1

\infty \sum 
k=1

\varepsilon sG(t)\widetilde Mks[\xi 
k]v0(t, \varepsilon ), (3.24)

коефiцiєнти якого виражено формулами

\widetilde M0s =
s\sum 

j=1

( - 1)j - 1W
(s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j], s = 1, 2, . . . ,

\widetilde Mk0 =

min(k,m)\sum 
j=1

\partial jN(t, 0)

j!\partial \xi j
\sigma k+1 - j(G1, G2, . . . , Gm), k = 1, 2, . . . ,

\widetilde Mks[\xi 
k] =

\sum 
mim+...+2i2+i1=k

s\sum 
j=0

( - 1)im+...+i2+i1+j - 1

\times W
(s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j], k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . . (3.25)

Справедлива така теорема.
Теорема 2. Нехай виконуються умови 1\circ – 4\circ . Тодi, для того щоб вектор (3.1) був фор-

мальним розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (1.1), необхiдно й достатньо, щоб
функцiя \xi (t, \varepsilon ) була розв’язком рiвняння розгалуження (3.23), коефiцiєнти якого визначено
за формулами (3.12), (3.14), (3.15). Вiдповiдну вектор-функцiю v(t, \varepsilon ) зображено розвинен-
ням (3.24), коефiцiєнти якого одержано за допомогою формул (3.25).

4. Аналiз рiвнянь розгалуження. Метод внутрiшнього проєктування. Використовуючи
методи дiаграм Ньютона та внутрiшнього проєктування, дослiдимо структуру формальних
розв’язкiв системи рiвнянь (1.1) залежно вiд поведiнки коефiцiєнтiв рiвнянь розгалужен-
ня (2.26), (3.23).

Розглянемо спочатку рiвняння (2.26). Оператори Lks

\bigl[ 
\lambda k
\bigr] 
вiдображають простiр E на

пiдпростiр E0. Позначимо звуження цих операторiв на пiдпростiр E0 через \widehat Lks[\lambda 
k], при

цьому шуканий вектор u0(t, \varepsilon ) записуємо в координатах базису пiдпростору E0. Тодi у
пiдпросторi E0 рiвняння (2.26) має вигляд\left(  \lambda pEr +

\infty \sum 
k=p+1

\lambda k\widehat Lk0 +

\infty \sum 
s=1

\varepsilon s\widehat L0s +

\infty \sum 
s=1

\infty \sum 
k=1

\varepsilon s\widehat Lks[\lambda 
k]

\right)  u0 = 0. (4.1)
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Для аналiзу рiвняння розгалуження (4.1) не можемо застосовувати метод дiаграм Нью-
тона, оскiльки рiвняння (4.1) є векторним рiвняння, а даний метод розроблено для скаляр-
ного рiвняння. Тому, для того щоб дослiджувати рiвняння (4.1), потрiбно або узагальнити
метод дiаграм Ньютона на випадок векторних рiвнянь, або спробувати звести задачу до-
слiдження рiвняння (4.1) до задачi для вiдповiдного скалярного рiвняння. У цiй статтi
будемо реалiзовувати останнiй варiант. Для цього використаємо метод внутрiшнього про-
єктування.

Припустимо, що виконується умова
5\circ . \widehat L01 \not = 0.

Тодi, зробивши в рiвняннi (4.1) замiну

\lambda (t, \varepsilon ) = \mu \widehat \lambda (t, \varepsilon ), (4.2)

де \mu = \varepsilon 
1
p , одержимо\Biggl( \widehat L01 + \widehat \lambda pEr +

\infty \sum 
s=1

\mu s\widehat \lambda s+p\widehat Ls+p,0 +
\infty \sum 
s=1

\mu s\widehat L0, s+p
p

+
\infty \sum 
s=1

s\sum 
k=1

\mu s\widehat L
k, s+p - k

p

\bigl[ \widehat \lambda k\bigr] \Biggr) u0 = 0. (4.3)

Таким чином, задачу (2.2) про збурення власних значень i власних векторiв граничної
в’язкиматриць (1.2) у векторному просторi E звели до задачi про збурення власних значень
i власних векторiв матрицi R(t) =  - \widehat L01 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigl( \Gamma (1)
0 (t)\varphi i(t), \psi j(t)

\bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| r
1
у пiдпросторi E0, тобто

задачу (2.2) спроєктували у бiльш складну задачу про збурення, але у просторi меншої
розмiрностi.

Оскiльки при \mu = 0 рiвняння (4.3) набуває вигляду
\bigl( \widehat L01 + \widehat \lambda pEr

\bigr) 
u0 = 0, то власне

значення \widehat \lambda (t, \varepsilon ) задачi (4.3) потрiбно шукати у виглядi

\widehat \lambda (t, \varepsilon ) = \widehat \lambda 1(t) + \eta (t, \varepsilon ), \widehat \lambda 1(t) = p
\sqrt{} 
\eta 0(t), (4.4)

де \eta 0(t) — власне значення матрицi R(t), а \eta (t, \varepsilon ) \rightarrow 0 при \varepsilon \rightarrow 0.

Пiдставивши (4.4) у (4.3), отримаємо

(R(t) - \eta 0(t)Er)u0(t, \varepsilon ) = \widehat F (\eta , \mu )u0(t, \varepsilon ), (4.5)

де

\widehat F (\eta , \mu ) = p\sum 
k=1

\eta k \widehat Fk0 +

\infty \sum 
s=1

\mu s \widehat F0s +
\infty \sum 
s=1

s+p\sum 
k=1

\mu s \widehat Fks[\eta 
k],

\widehat Fk0 = Ck
p
\widehat \lambda p1(t), k = 1, p, (4.6)

\widehat F0s = \widehat L0, s+p
p

+ \widehat \lambda s+p
1
\widehat Ls+p,0 +

s\sum 
i=1

\widehat Li, p+s - i
p

\Bigl[ \widehat \lambda i1\Bigr] , s \geq 1, (4.7)

\widehat Fks[\eta 
k] =

s\sum 
i=k

\widehat Li, p+s - i
p

\Bigl[ 
\eta k\widehat \lambda i - k

1

\Bigr] 
+ \eta kCk

s+p
\widehat \lambda s+p - k
1

\widehat Ls+p,0, s \geq 1, k = 1, s+ p. (4.8)
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Припустимо, що виконується умова
6\circ . Власне значення \eta 0(t) матрицi R(t) вiдмiнне вiд нуля для будь-якого t \in [0, T ] i

має сталу кратнiсть r1 \leq r, при цьому власному значенню \eta 0(t) вiдповiдає один жорданiв
ланцюжок векторiв довжиною r1.

Тодi згiдно з [12] вектори gi(t), i = 1, r1, цього жорданового ланцюжка можна визна-
чити за формулами

gi(t) = \widehat H i - 1(t)g(t), i = 1, r1, (4.9)

де g(t) — деякий фiксований власний вектор матрицi R(t), \widehat H(t) —матриця, узагальнено
обернена до матрицi (R(t) - \eta 0(t)Er).

Позначимо через \widetilde g(t) елемент нуль-простору матрицi (R(t)  - \eta 0(t)Er)
\ast , спряженої до

матрицi (R(t) - \eta 0(t)Er), який визначатимемо таким чином, щоб виконувалася умова\bigl( \widehat H i - 1(t)g(t), \widetilde g(t)\bigr) = \delta i,r1 , i = 1, r1. (4.10)

Для задачi (4.5) виведемо нове рiвняння розгалуження. Вектор u0(t, \varepsilon ) \in E0 буде
розв’язком рiвняння (4.5) тодi й тiльки тодi, коли виконується умова сумiсностi\bigl( \widehat F (\eta , \mu )u0, \widetilde g(t)\bigr) = 0. (4.11)

При цьому вектор u0 \in E0 визначатиметься за формулою

u0(t, \varepsilon ) = g(t) +
\infty \sum 
k=1

\bigl( \widehat H \widehat F \bigr) kg(t). (4.12)

Пiдставивши (4.12) в (4.11), отримаємо

U(\eta , \mu ) =

\Biggl( \widehat Fg(t) + \infty \sum 
k=1

\widehat F \bigl( \widehat H \widehat F \bigr) kg(t), \widetilde g(t)\Biggr) = 0. (4.13)

Подамо оператор U(\eta , \mu ) у виглядi формального ряду за степенями \eta та \mu . Позначивши

\widetilde U(\eta , \mu ) = \widehat F +

\infty \sum 
k=1

\widehat F \bigl( \widehat H \widehat F \bigr) k,
одержимо

\widehat H \widetilde U(\eta , \mu ) =
\infty \sum 
i=1

\bigl( \widehat H \widehat F \bigr) i = \sum 
k+s\geq 1

k+s\sum 
i=1

\mu s \widetilde P k,s
i

\bigl( \widehat H \widehat F \bigr) , (4.14)

де \widetilde P k,s
i

\bigl( \widehat H \widehat F \bigr) — сума всiх можливих добуткiв i множникiв \widehat H \widehat Fk1s1

\bigl[ 
\eta k1
\bigr] 
, . . . , \widehat H \widehat Fkisi

\bigl[ 
\eta ki
\bigr] 

таких, що s1 + . . .+ si = s, k1 + . . .+ ki = k, sj , kj \in N \cup \{ 0\} , j = 1, i.

Тодi
U(\eta , \mu ) =

\sum 
k+s\geq 1

\mu sUks[\eta 
k],
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де

Uks[\eta 
k] =

k+s\sum 
i=1

\Bigl( 
P k,s
i

\bigl( \widehat H \widehat F \bigr) g, \widetilde g\Bigr) , k + s \geq 1, (4.15)

вираз P k,s
i

\bigl( \widehat H \widehat F \bigr) вiдрiзняється вiд виразу \widetilde P k,s
i

\bigl( \widehat H \widehat F \bigr) лише вiдсутнiстю в усiх його доданках
першого множника \widehat H.

Враховуючи умову 5\circ , а також формули (2.28), (4.6) – (4.9), (4.15), отримуємо Uk0 = 0,

k < r1, Ur10 =
\Bigl( 
p\widehat \lambda p - 1

1

\Bigr) r1
\eta r1 \not = 0 \forall t \in [0, T ]. Тодi з урахуванням також формул (4.14) i (4.15)

рiвняння розгалуження (4.13) набуде вигляду\Bigl( 
p\widehat \lambda p - 1

1

\Bigr) r1
\eta r1 +

\infty \sum 
k=r1+1

\eta kUk0 +
\infty \sum 
s=1

\mu sU0s +
\infty \sum 
k=1

\infty \sum 
s=1

\mu sUks[\eta 
k] = 0. (4.16)

Отже, багатовимiрний випадок звiвся до одновимiрного. Тепер до рiвняння (4.16) мож-
на застосувати метод дiаграм Ньютона. Використовуючи цей метод, iз рiвняння (4.16)
визначаємо функцiю \eta (t, \varepsilon ), а з формули (4.12) — вектор v0(t, \varepsilon ).

Припустимо, що виконується умова
7\circ . U01 \not = 0 \forall t \in [0, T ].
Тодi дiаграма Ньютона для рiвняння (4.16) складається з однiєї ланки, яка з’єднує точки

(0; 1) i (r1, 0) (рис. 1).
Оскiльки ланка дiаграми Ньютона має нахил 1

r1
, а вiдповiдне визначальне рiвняння

\eta r11 Ur10 + U01 = 0

має r1 простих вiдмiнних вiд нуля коренiв \eta 1(t), то згiдно з методом дiаграм Ньютона
отримаємо r1 значень функцiй \eta (t, \varepsilon ), якi можна зобразити у виглядi формальних розви-
нень

\eta (t, \varepsilon ) =
\infty \sum 
i=1

\mu 
i
r1 \eta i(t). (4.17)

Пiдставивши (4.17) у (4.4), а потiм у (4.2), отримаємо

\widehat \lambda (t, \varepsilon ) = \mu 

\Biggl( 
p
\sqrt{} 
\eta 0(t) +

\infty \sum 
i=1

\mu 
i
r1 \eta i(t)

\Biggr) 
. (4.18)
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Невiдомi коефiцiєнти формального ряду (4.18) можна знайти за допомогою методу неви-
значених коефiцiєнтiв безпосередньо з рiвняння розгалуження (4.16).

Отже, за формулою (4.18) вдалося побудувати pr1 функцiї \widehat \lambda (t, \varepsilon ). Використовуючи
формули (4.17) i (4.12), за формулою (4.12) можна знайти вектор v0(t, \varepsilon ), заданий у ба-
зисi пiдпростору E0. Потiм, пiдставивши отриманий розклад у (2.27) i перейшовши до
простору E, знайдемо розклад вектора u(t, \varepsilon ). Враховуючи (4.18), можна переконатися у
правильностi розкладу

u(t, \varepsilon ) = g(t) +
\infty \sum 
i=1

\mu 
i
r1 ui(t). (4.19)

Унаслiдок довели таку теорему.
Теорема 3. Якщо виконуються умови 1\circ – 7\circ , то система (1.1) має на вiдрiзку [0;T ] pr1

формальних розв’язкiв вигляду (2.1), де скалярну функцiю \lambda (t, \varepsilon ) визначено формулами (4.2),
(4.17), (4.18), а вектор-функцiю u(t, \varepsilon ) —формулами (4.12), (4.19).

Зауваження 1. Якщо матриця R(t) має кiлька вiдмiнних вiд нуля власних значень,
сума кратностей яких дорiвнює r i для кожного з яких виконуються умови теореми 3,
то згiдно з цiєю теоремою можна побудувати pr формальних розв’язкiв системи (1.1).
Зокрема, якщо матриця R(t) має r простих власних значень, то з теореми 3 випливає
результат, отриманий у роботi [29].

Зауваження 2. Якщо \widehat L01 = 0, то тодi головними операторами є оператори \widehat L02 i \widehat L11.
Щоб видiлити цi оператори з рiвняння (4.1), потрiбно замiсть замiни (4.2) зробити замiни
\lambda (t, \varepsilon ) = \varepsilon \widehat \lambda (t, \varepsilon ) i \lambda (t, \varepsilon ) = \varepsilon 

1
p - 1 \widehat \lambda (t, \varepsilon ). Якщо ж i \widehat L02 = 0, то тодi головнi оператори

потрiбношукати серед операторiв \widehat L03, \widehat L12, \widehat L11, тобто для визначення головних операторiв
i вiдповiдних замiн можна використовувати дiаграми Ньютона для рiвняння (4.1).

Розглянемо тепер рiвняння розгалуження (3.23) для розв’язкiв другої групи систе-
ми (1.1). У пiдпросторi \widetilde E0 рiвняння (3.23) має вигляд\left(  \xi qEs +

\infty \sum 
k=q+1

\xi k\widehat Mk0 +

\infty \sum 
s=1

\varepsilon s\widehat M0s +

\infty \sum 
s=1

\infty \sum 
k=1

\varepsilon s\widehat Mks[\xi 
k]

\right)  v0 = 0, (4.20)

де \widehat Mks[\xi 
k] — звуження операторiв Mks[\xi 

k] на пiдпростiр \widetilde E0.

Припустимо, що виконується умова
8\circ . \widehat M01 \not = 0 \forall t \in [0, T ].

Тодi у рiвняння (4.20) зробимо замiну

\xi (t, \varepsilon ) = \nu 
\Bigl( \widehat \xi 0(t) + \theta (t, \varepsilon )

\Bigr) 
, \nu = \varepsilon 

1
q , \widehat \xi 0(t) = q

\sqrt{} 
\theta 0(t), (4.21)

де \theta 0(t) — власне значення матрицi

S(t) =  - \widehat M01 =
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \Bigl(  - A(1)

m (t)\widetilde \varphi i(t), \widetilde \psi j(t)
\Bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| s

1
.

Пiдставивши (4.21) у (4.20), отримаємо

(S(t) - \theta 0(t)Es)v0 = \widehat \Phi (\theta , \nu )v0, (4.22)
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де

\widehat \Phi (\theta , \nu ) = q\sum 
k=1

\widehat \xi k\widehat \Phi k0 +

\infty \sum 
s=1

\nu s\widehat \Phi 0s +

\infty \sum 
s=1

s+q\sum 
k=1

\nu s\widehat \Phi ks[\theta 
k],

\widehat \Phi k0 = Ck
q
\widehat \xi q - k
0 , k = 1, q,

\widehat \Phi 0s = \widehat M0, s+q
q

+ \widehat \xi s+q
0

\widehat Ms+q,0 +

s\sum 
i=1

\widehat Mi, s+q - i
q

\Bigl[ \widehat \xi i0\Bigr] , s \geq 1,

\widehat \Phi ks[\theta 
k] =

s\sum 
i=k

\widehat Mi, s+q - i
q

\Bigl[ \widehat \xi i - k
0 \theta k

\Bigr] 
+ \theta kCk

s+q
\widehat \xi s+q - k
0

\widehat Ms+q,0, s \geq 1, k = 1, s+ q. (4.23)

Припустимо, що виконується умова
9\circ . Власне значення \theta 0(t) матрицi S(t) вiдмiнне вiд нуля i має сталу кратнiсть s1 \leq s,

де s — розмiрнiсть пiдпростору \widetilde E0, i йому вiдповiдає один елементарний дiльник такої ж
кратностi.

Тодi вектори fi(t), i = 1, s1, якi утворюють жорданiв ланцюжок векторiв, можна ви-
значити за формулами fi(t) = \widehat Gi - 1(t)f(t), i = 1, s1, де f(t) — деякий фiксований власний
вектор матрицi S(t), а \widehat Gi - 1(t) —матриця узагальнено обернена до матрицi S(t) - \theta 0(t)Es.
При цьому власний вектор f(t) i елемент \widetilde f(t) нуль-простору матрицi (S(t)  - \theta 0(t)Es)

\ast 

визначатимемо таким чином, щоб виконувалася рiвнiсть\Bigl( \widehat Gi - 1(t)f(t), \widetilde f(t)\Bigr) = \delta 1,s1 , i = 1, s1.

Провiвшианалогiчнiмiркування, як i для випадку рiвняння розгалуженнядля розв’язкiв
першої групи, отримаємо вiдповiдне рiвняння розгалуження для розв’язкiв другої групи

\bigl( 
q\widehat \xi q - 1

0

\bigr) s1\theta s1 + \infty \sum 
k=s1+1

\theta kVk0 +

\infty \sum 
s=1

\nu sV0s +

\infty \sum 
k=1

\infty \sum 
s=1

\nu sVks[\theta 
k] = 0, (4.24)

де

Vks[\theta 
k] =

k+s\sum 
i=1

\Bigl( 
P k,s
i

\bigl( \widehat G\widehat \Phi \bigr) f, \widetilde f \Bigr) , k + s \geq 1.

Отже, для розв’язкiв другої групи багатовимiрний випадок також звiвся до одновимiр-
ного. Тепер до рiвняння (4.24) можна застосувати метод дiаграмНьютона. Використовуючи
цей метод, iз рiвняння (4.24) визначаємо функцiю \eta (t, \varepsilon ), а з формули

v0(t, \varepsilon ) = f(t) +
\sum 

k+s\geq 1

k+s\sum 
i=1

\nu s \widehat GP k,s
i

\bigl( \widehat G\widehat \Phi \bigr) f(t) (4.25)

— вектор v0(t, \varepsilon ).
Припустимо, що виконується умова
10\circ . V01 \not = 0 \forall t \in [0, T ].
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Тодi вiдповiдна дiаграма Ньютона (рис. 2) складається з однiєї ланки, що з’єднує точки
(0; 1) i (s1; 0), нахил якої дорiвнює

1

s1
. Прицьому визначальне рiвняння

\bigl( 
q\widehat \xi q - 1

0

\bigr) s1\theta s1+V01 =
0 згiдно з умовою10\circ має s1 простих вiдмiнних вiд нуля коренiв. Тодi рiвняння розгалужен-
ня (4.24) має s1 розв’язкiв, якi зображаються формальними розвиненнями за степенями
\nu 

1
s1 . Далi згiдно з (4.21) знайдемо s1q функцiй \xi (t, \varepsilon ), якi зображаються формальними

розвиненнями

\xi (t, \varepsilon ) = \nu 

\Biggl( 
q
\sqrt{} 
\theta 0(t) +

\infty \sum 
i=1

\mu 
i
s1 \theta i(t)

\Biggr) 
. (4.26)

Пiдставивши функцiю \theta (t, \varepsilon ) у формулу (4.25) i згрупувавши доданки при однакових
степенях \nu 

1
s1 , знайдемо вiдповiдний розклад для вектора v0(t, \varepsilon ). Потiм, пiдставивши

отриманий вектор v0(t, \varepsilon ) у формулу (3.24) i перейшовши у простiр E, отримаємо розклад
для вектора v(t, \varepsilon ) :

v(t, \varepsilon ) = f(t) +
\infty \sum 
i=1

\nu 
i
s1 vi(t). (4.27)

Справедлива така теорема.
Теорема 4. Якщо виконуються умови 1\circ – 4\circ , 8\circ – 10\circ , то система (1.1) має на вiдрiзку

[0;T ] qs1 формальних розв’язкiв вигляду (3.1), де скалярну функцiю \xi (t, \varepsilon ) визначено форму-
лами (4.21), (4.24), (4.26), а вектор-функцiю v(t, \varepsilon ) —формулами (4.25), (4.27).

Зауваження 3. Якщоматриця S(t) має кiлька вiдмiнних вiд нуля власних значень, сума
кратностей яких дорiвнює s i для кожного з яких виконуються умови теореми 4, то згiдно з
цiєю теоремою можна побудувати qs формальних розв’язкiв системи (1.1). Зокрема, якщо
матриця S(t) має s простих власних значень, то з теореми 4 випливає результат, отриманий
у роботi [29].

Зауваження 4. Якщо \widehat M01 = 0, то тодi головними операторами будуть оператори \widehat M02 i\widehat M11. Щоб видiлити цi оператори з рiвняння (4.20), потрiбно замiсть замiни (4.21) зробити
замiни \xi (t, \varepsilon ) = \varepsilon \widehat \xi (t, \varepsilon ) i \xi (t, \varepsilon ) = \varepsilon 

1
q - 1 \widehat \xi (t, \varepsilon ). Якщо ж i \widehat M02 = 0, то тодi головнi оператори

потрiбно шукати серед операторiв \widehat M03, \widehat M12, \widehat M11, тобто для визначення головних опера-
торiв i вiдповiдних замiн можна використовувати дiаграми Ньютона для рiвняння (4.20).
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Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв i спецiального фiнансування цiєї
роботи. Всi необхiднi данi мiстяться в статтi.
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