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ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ НЕОДНОРIДНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ
З ПРЯМОКУТНИМИ ПЕРIОДИЧНИМИМАТРИЦЯМИ
ТА IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ У ФIКСОВАНI МОМЕНТИ ЧАСУ
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We construct periodic solutions of a system of first-order linear inhomogeneous differential equations with
rectangular periodic matrices and pulse action at fixed instants of time and determine the conditions for
their existence.

Побудовано перiодичнi розв’язки системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь пер-
шого порядку з прямокутними перiодичними матрицями та iмпульсною дiєю у фiксованi моменти
часу i визначено умови їхнього iснування.

1. Постановка задачi. Для системи

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ f(t), t \in R \setminus \{ ti, i \in Z\} , (1)

x(ti + 0) = Six(ti  - 0) + \eta i, i \in Z, (2)

ti+d = ti + T, Si+d = Si, \eta i+d = \eta i, i \in Z, (3)

побудуємо перiодичнi розв’язки з перiодом T . Тут ti, ti < ti+1, i \in Z, — точки iмпульсної
дiї, A(t), B(t) — прямокутнi матрицi-функцiї розмiрностi m\times n, f(t) — вектор-функцiя
розмiрностi m, A(t), B(t), f(t) \in C\infty (R \setminus \{ ti, i \in Z\} , T ) — перiодичнi з перiодом T дiйснi
або комплекснi, в точках ti, i \in Z, можуть мати розриви першого роду, Si, i \in Z, — сталi
квадратнi матрицi порядку n, \eta i, i \in Z, — сталi вектори розмiрностi n, d — кiлькiсть
точок iмпульсних дiй на перiодi T.

Задачу без iмпульсної дiї розглянуто в [1, 2]. У [1, с. 74 – 78] матрицi A(t) i B(t) квад-
ратнi, B(t) — вироджена, у [2] — прямокутнi. У [3 – 5] вивчали задачу з iмпульсною
дiєю. У [3, с. 82 – 88, 142 – 148; 4, с. 240 – 244] матриця B(t) одинична, у [5] B(t) квад-
ратна вироджена. Загальний розв’язок системи (1), (2) на скiнченному вiдрiзку побудовано
в [6 – 8].

2. Основнi визначення. Позначимо через Ii нiльпотентний блок Жордана порядку i,
0i — нульовий вектор розмiрностi i, 0ij — нульову матрицю розмiрностi i\times j,
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L(t) = A(t) - B(t)
d

dt
, L\ast (t) = A\ast (t) +

d

dt
B\ast (t)

— оператори, формально спряженi мiж собою.
Для зручностi кожну з точок ti, i \in Z, будемо розглядати як двi рiзнi точки ti  - 0 i

ti + 0. Похiднi в цих точках розумiємо як праву й лiву вiдповiдно.
Означення 1 [1, с. 54]. Елемент \varphi (1)(t) \in kerB(t) має в точцi t \in R скiнченний жор-

дановий ланцюжок векторiв матрицi B(t) щодо оператора L(t) довжини p, p \geq 1, якщо
iснують вектори \varphi (i)(t), i = 1, p, якi задовольняють спiввiдношення

B(t)\varphi (1)(t) = 0,

B(t)\varphi (i)(t) = L(t)\varphi (i - 1)(t), i = 2, p,

L(t)\varphi (p)(t) /\in ImB(t).

Означення 2. Елемент \~\varphi (1)(t) \in kerB(t) має в точцi t \in R циклiчний жордановий
ланцюжок векторiв матрицi B(t) щодо оператора L(t) довжини \~p, \~p \geq 1, якщо iснують
вектори \~\varphi (i)(t), i = 1, \~p, якi задовольняють спiввiдношення

B(t) \~\varphi (1)(t) = 0,

B(t) \~\varphi (i)(t) = L(t) \~\varphi (i - 1)(t), i = 2, \~p,

L(t) \~\varphi (\~p)(t) = 0.

Означення 3. Елемент \^\varphi (1)(t) має в точцi t \in R допомiжний ланцюжок векторiв мат-
рицi B(t) щодо оператора L(t) довжини \^p, \^p \geq 1, якщо iснують вектори \^\varphi (i)(t), i = 1, \^p,
якi задовольняють спiввiдношення

B(t) \^\varphi (i)(t) = L(t) \^\varphi (i - 1)(t), i = 2, \^p,

B(t) \^\varphi (1)(t) /\in ImL(t),

L(t) \^\varphi (\^p)(t) /\in ImB(t).

Аналогiчно визначимо ланцюжки векторiв на вiдрiзках [ti + 0; ti+1  - 0], i \in Z.

Уцiй роботi розглянемо випадок, колиможуть iснувати скiнченнi, циклiчнi й допомiжнi
ланцюжки, але rankB(t) = const, rankL(t) = const на кожному з вiдрiзкiв [ti+0; ti+1 - 0],
i \in Z, внаслiдок чого кiлькостi й довжини вказаних ланцюжкiв на кожному з цих вiдрiзкiв
сталi.

3. Отриманий результат. Розглянемо окремо кожен iз вiдрiзкiв [tk +0; tk+1 - 0], k \in Z.
Нехай k фiксовано, t \in [tk + 0; tk+1  - 0]. Аналогiчно з [2, 7 – 10] будемо вважати, що
iснують такi ланцюжки векторiв:

– матрицi B(t) щодо оператора L(t) :
\u rk циклiчних одиничної довжини \u \varphi ki(t), i = 1, \u rk,

\~rk циклiчних довжин (\~ski + 1) : \~\varphi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski + 1, i = 1, \~rk,

rk скiнченних довжин ski : \varphi (j)
ki (t), j = 1, ski, i = 1, rk,
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\^rk допомiжних довжин \^ski : \^\varphi 
(j)
ki (t), j = 1, \^ski, i = 1, \^rk;

– матрицi B\ast (t) щодо оператора L\ast (t) :
\v rk циклiчних одиничної довжини \u \psi ki(t), i = 1, \v rk,

\^rk циклiчних довжин (\^ski + 1) : \~\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \^ski + 1, i = 1, \^rk,

rk скiнченних довжин ski : \psi (j)
ki (t), j = 1, ski, i = 1, rk,

\~rk допомiжних довжин \~ski : \^\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski, i = 1, \~rk.

Також iснують:
\v rk векторiв \v \varphi ki(t) /\in ImB(t)

\bigcup 
ImL(t), i = 1, \v rk,

\u rk векторiв \v \psi ki(t) /\in ImB\ast (t)
\bigcup 

ImL\ast (t), i = 1, \u rk,

\alpha k векторiв qki(t), i = 1, \alpha k,

\alpha k векторiв pki(t), i = 1, \alpha k.

Тут

\u rk \geq 0, \~rk \geq 0, rk \geq 0, \v rk \geq 0, \^rk \geq 0,

0 < \~sk1 \leq . . . \leq \~sk\~rk , sk1 \geq . . . \geq skrk > 0, 0 < \^sk1 \leq . . . \leq \^sk\^rk ,

\alpha k = n - \u rk  - \~rk  - \~sk  - sk  - \^sk = m - \v rk  - \^rk  - \^sk  - sk  - \~sk,

sk =

rk\sum 
i=1

ski, \~sk =

\~rk\sum 
i=1

\~ski, \^sk =

\^rk\sum 
i=1

\^ski.

Елементи кожної з наведених множин належать C\infty [tk+0; tk+1 - 0] i лiнiйно незалежнi:
1) qki(t), i = 1, \alpha k, \u \varphi ki(t), i = 1, \u rk, \~\varphi 

(j)
ki (t), j = 1, \~ski + 1, i = 1, \~rk, \varphi 

(j)
ki (t), j = 1, ski,

i = 1, rk, \^\varphi 
(j)
ki (t), j = 1, \^ski, i = 1, \^rk;

2) B(t)qki(t), i = 1, \alpha k, \v \varphi ki(t), i = 1, \v rk, L(t) \~\varphi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski, i = 1, \~rk, L(t)\varphi 

(j)
ki (t),

j = 1, ski, i = 1, rk, B(t) \^\varphi 
(1)
ki (t), i = 1, \^rk, L(t) \^\varphi 

(j)
ki (t), j = 1, \^ski, i = 1, \^rk;

3) pki(t), i = 1, \alpha k, \u \psi ki(t), i = 1, \v rk, \~\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \^ski + 1, i = 1, \^rk, \psi 

(j)
ki (t), j = 1, ski,

i = 1, rk, \^\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski, i = 1, \~rk;

4) B\ast (t)pki(t), i = 1, \alpha k, \v \psi ki(t), i = 1, \u rk, L
\ast (t) \~\psi 

(j)
ki (t), j = 1, \^ski, i = 1, \^rk, L

\ast (t)\psi 
(j)
ki (t),

j = 1, ski, i = 1, rk, B
\ast (t) \^\psi 

(1)
ki (t), i = 1, \~rk, L

\ast (t) \^\psi 
(j)
ki (t), j = 1, \~ski, i = 1, \~rk;

пари множин 1), 4) i 2), 3) вiдповiдно являють собою бiортогональнi системи

(B(t)qki(t), pki(t)) = (qki(t), B
\ast (t)pki(t)) = 1, i = 1, \alpha k,\bigl( 

\u \varphi ki(t), \v \psi ki(t)
\bigr) 
= 1, i = 1, \u rk,\Bigl( 

\v \varphi ki(t), \u \psi ki(t)
\Bigr) 
= 1, i = 1, \v rk,\Bigl( 

\~\varphi 
(j)
ki (t), L

\ast (t) \^\psi 
(\~ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
=
\Bigl( 
L(t) \~\varphi 

(j)
ki (t),

\^\psi 
(\~ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, j = 1, \~ski, i = 1, \~rk,\Bigl( 

\~\varphi 
(\~ski+1)
ki (t), B\ast (t) \^\psi 

(1)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, i = 1, \~rk,\Bigl( 

\^\varphi 
(j)
ki (t), L

\ast (t) \~\psi 
(\^ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
=
\Bigl( 
L(t) \^\varphi 

(j)
ki (t),

\~\psi 
(\^ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, j = 1, \^ski, i = 1, \^rk,
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B(t) \^\varphi 

(1)
ki (t),

\~\psi 
(\^ski+1)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, i = 1, \^rk,\Bigl( 

\varphi 
(j)
ki (t), L

\ast (t)\psi 
(ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
=
\Bigl( 
L(t)\varphi 

(j)
ki (t), \psi 

(ski+1 - j)
ki (t)

\Bigr) 
= 1, j = 1, ski, i = 1, rk,

усi iншi скалярнi добутки векторiв iз вiдповiдних пар множин рiвнi 0.
З використанням елементiв множин 1), 3) складемо прямокутнi матрицi i вектори, що

належать C\infty [tk + 0; tk+1  - 0] :

Qk(t) = [qk1(t), . . . , qk\alpha k
(t)],

\Phi ki(t) =
\Bigl[ 
\varphi 
(1)
ki (t), . . . , \varphi 

(ski)
ki (t)

\Bigr] 
, i = 1, rk,

\~\Phi kij(t) =
\Bigl[ 
\~\varphi 
(j)
ki (t), . . . , \~\varphi 

(1)
ki (t)

\Bigr] 
, j = \~ski, \~ski + 1, i = 1, \~rk,

\^\Phi ki(t) =
\Bigl[ 
\^\varphi 
(1)
ki (t), . . . , \^\varphi 

(\^ski)
ki (t)

\Bigr] 
, i = 1, \^rk,

Pk(t) = [pk1(t), . . . , pk\alpha k
(t)],

\Psi ki(t) =
\Bigl[ 
\psi 
(ski)
ki (t), . . . , \psi 

(1)
ki (t)

\Bigr] 
, i = 1, rk,

\~\Psi kij(t) =
\Bigl[ 
\~\psi 
(j)
ki (t), . . . ,

\~\psi 
(1)
ki (t)

\Bigr] 
, j = \^ski, \^ski + 1, i = 1, \^rk,

\^\Psi ki(t) =
\Bigl[ 
\^\psi 
(1)
ki (t), . . . ,

\^\psi 
(\~ski)
ki (t)

\Bigr] 
, i = 1, \~rk,

Xk(t) — фундаментальна матриця однорiдної системи

dxk
dt

= P \ast 
k (t)(L(t)Qk(t))xk,

\~Xk(t) = Qk(t)Xk(t),

\~xk(t) = \~Xk(t)

t\int 
tk+0

X - 1
k (\tau )P \ast 

k (\tau )f(\tau ) d\tau  - 
rk\sum 
i=1

\Phi ki(t)

ski - 1\sum 
j=0

Ijski
dj

dtj
(\Psi \ast 

ki(t)f(t))

 - 
\~rk\sum 
i=1

\~\Phi ki\~ski(t)

\~ski - 1\sum 
j=0

\bigl( 
IT\~ski
\bigr) j dj
dtj

\Bigl( 
\^\Psi \ast 
ki(t)f(t)

\Bigr) 

 - 
\^rk\sum 
i=1

\^\Phi ki(t)

\^ski - 1\sum 
j=0

Ij\^ski
dj

dtj

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
ki\^ski

(t)f(t)
\Bigr) 
,

\^Xk =
\Bigl[ 
\~Xk(tk+1  - 0), \~\Phi k1,\~sk1+1(tk+1  - 0), . . . ,

\~\Phi k\~rk,\~sk\~rk+1(tk+1  - 0), \u \varphi k1(tk+1  - 0), . . . , \u \varphi k\u rk(tk+1  - 0)
\Bigr] 
,
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\~Ak = col

\left[  sk1 - 1\sum 
i=0

Iisk1
di

dti
(\Psi \ast 

k1(t)A(t)), . . . ,

skrk - 1\sum 
i=0

Iiskrk
di

dti
\bigl( 
\Psi \ast 

krk
(t)A(t)

\bigr) 
,

\^sk1 - 1\sum 
i=0

Ii\^sk1
di

dti

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
k1\^sk1

(t)A(t)
\Bigr) 
, . . . ,

\^sk\^rk - 1\sum 
i=0

Ii\^sk\^rk

di

dti

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
k\^rk\^sk\^rk

(t)A(t)
\Bigr) \right]  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

t=tk+0

,

\~fk = col

\left[  sk1 - 1\sum 
i=0

Iisk1
di

dti
(\Psi \ast 

k1(t)f(t)), . . . ,

skrk - 1\sum 
i=0

Iiskrk
di

dti
\bigl( 
\Psi \ast 

krk
(t)f(t)

\bigr) 
,

\^sk1 - 1\sum 
i=0

Ii\^sk1
di

dti

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
k1\^sk1

(t)f(t)
\Bigr) 
, . . . ,

\^sk\^rk - 1\sum 
i=0

Ii\^sk\^rk

di

dti

\Bigl( 
\~\Psi \ast 
k\^rk\^sk\^rk

(t)f(t)
\Bigr) \right]  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

t=tk+0

,

\~Bk = X - 1
k (tk + 0)P \ast 

k (tk + 0)B(tk + 0), \^Ak = \~AkSk \^Xk - 1,

\Xi k = \^A - 
k , \^xk = Sk\~xk - 1(tk  - 0) + \eta k,

матрицi \Theta k i \Upsilon k складемо з елементiв базисiв ker \^Ak i ker \^A\ast 
k вiдповiдно, матрицi \Xi k i \Theta k

подамо у виглядi

\Xi k = col

\biggl( 
\Xi k0, \~\Xi 

(0)
k1 , . . . ,

\~\Xi 
(\~sk - 1,1)
k1 , . . . , \~\Xi 

(0)
k\~rk - 1

, . . . , \~\Xi 
(\~sk - 1,\~rk - 1

)

k\~rk - 1
, \u \Xi k1, . . . , \u \Xi k\u rk - 1

\biggr) 
,

\Theta k = col

\biggl( 
\Theta k0, \~\Theta 

(0)
k1 , . . . ,

\~\Theta 
(\~sk - 1,1)
k1 , . . . , \~\Theta 

(0)
k\~rk - 1

, . . . , \~\Theta 
(\~sk - 1,\~rk - 1

)

k\~rk - 1
, \u \Theta k1, . . . , \u \Theta k\u rk - 1

\biggr) 
,

де \Xi k0 i \Theta k0 — прямокутнi матрицi розмiрностi \alpha k - 1 \times (sk + \^sk) i \alpha k - 1 \times dimker \^Ak, всi
iншi компоненти матриць \Xi k i \Theta k — матрицi-рядки розмiрностi (sk + \^sk) i dimker \^Ak

вiдповiдно.
Зауваження 1. З перiодичностi A(t), B(t), f(t) з перiодом T випливають рiвностi

Qk+d(t+ T ) = Qk(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z,

\^Xk+d = \^Xk, k \in Z.

Аналогiчнi рiвностi виконуються для всiх побудованих вище матриць i векторiв.
Далi, \~\beta ki(t) \in C\infty [tk + 0; tk+1  - 0], \~\beta k+d,i(t + T ) = \~\beta ki(t), i = 1, \~rk, \u \beta ki(t) \in C\infty [tk +

0; tk+1  - 0], \u \beta k+d,i(t+ T ) = \u \beta ki(t), i = 1, \u rk, — довiльнi скалярнi функцiї, \~ck, \~ck+d = \~ck —
довiльнi сталi вектори розмiрностi dimker \^Ak,

\=A =

\left[           

\~B1S1 \^X0\Theta 1  - \Theta 20 0\alpha 1,dimker \^A3
. . . 0\alpha 1,dimker \^Ad - 1

0\alpha 1,dimker \^Ad

0\alpha 2,dimker \^A1

\~B2S2 \^X1\Theta 2  - \Theta 30 . . . 0\alpha 2,dimker \^Ad - 1
0\alpha 2,dimker \^Ad

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0\alpha d - 1,dimker \^A1
0\alpha d - 1,dimker \^A2

0\alpha d - 1,dimker \^A3
. . . \~Bd - 1Sd - 1

\^Xd - 2\Theta d - 1  - \Theta d0

 - \Theta 10 0\alpha d,dimker \^A2
0\alpha d,dimker \^A3

. . . 0\alpha d,dimker \^Ad - 1
BdSd \^Xd - 1\Theta d

\right]           
,

(4)
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\=\Xi = \=A - ,

\=f = col
\Bigl( 
\~B1

\Bigl( 
S1 \^X0\Xi 1

\bigl( 
\~A1\^x1 + \~f1

\bigr) 
 - \^x1

\Bigr) 
 - \Xi 20

\bigl( 
\~A2\^x2 + \~f2

\bigr) 
, . . . ,

\~Bd - 1

\Bigl( 
Sd - 1

\^Xd - 2\Xi d - 1

\bigl( 
\~Ad - 1\^xd - 1 + \~fd - 1

\bigr) 
 - \^xd - 1

\Bigr) 
 - \Xi d0

\bigl( 
\~Ad\^xd + \~fd

\bigr) 
,

\~Bd

\Bigl( 
Sd \^Xd - 1\Xi d

\bigl( 
\~Ad\^xd + \~fd

\bigr) 
 - \^xd

\Bigr) 
 - \Xi 10

\bigl( 
\~A1\^x1 + \~f1

\bigr) \Bigr) 
, (5)

\~c = col(\~c1, . . . , \~cd), (6)

Матрицi \=\Theta i \=\Upsilon складемо з елементiв базисiв ker \=A i ker \=A\ast вiдповiдно. Матрицi \=\Xi i \=\Theta 
запишемо у виглядi

\=\Xi = col
\bigl( 
\=\Xi 1, . . . , \=\Xi d

\bigr) 
, \=\Theta = col

\bigl( 
\=\Theta 1, . . . , \=\Theta d

\bigr) 
, (7)

де \=\Xi k i \=\Theta k, k = 1, d,—прямокутнi матрицi розмiрностi dimker \^Ak\times 
\sum d

i=1
\alpha i i dimker \^Ak\times 

dimker \=A вiдповiдно, i покладемо

\=\Xi k+d = \=\Xi k, \=\Theta k+d = \Theta k, k \in Z, (8)

\=c — довiльний сталий вектор розмiрностi dimker \=A.
Теорема 1. Якщо iснують множини векторiв 1) – 4), то система (1) – (3) розв’язна i має

перiодичнi з перiодом T розв’язки в тому i тiльки тому випадку, коли виконуються рiвностi

\^ski\sum 
j=0

dj

dtj

\Bigl( 
f(t), \~\psi 

(\^ski - j+1)
ki (t)

\Bigr) 
= 0, i = 1, \^rk, t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 1, d, (9)

\bigl( 
f(t), \u \psi ki(t)

\bigr) 
= 0, i = 1, \v rk, t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k = 1, d, (10)

\Upsilon \ast 
k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) 
= 0, k = 1, d, (11)

\=\Upsilon \=f = 0. (12)

При їхньому виконаннi цi розв’язки набувають вигляду

x(t) = \~Xk(t)
\Bigl[ 
\Theta k+1,0

\bigl( 
\=\Theta k+1\=c+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 
 - \Xi k+1,0

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \~xk(t) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\u \beta ki(t) \u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z, (13)

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

= \~\Theta 
(j)
k+1,i

\bigl( 
\=\Theta k+1\=c+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 
 - \~\Xi 

(j)
k+1,i

\bigl( 
\~Ak+1 \^xk+1 + \~fk+1

\bigr) 
, (14)

j = 0, \~ski, i = 1, \~rk, k \in Z,
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\u \beta ki(tk+1  - 0) = \u \Theta k+1,i

\bigl( 
\=\Theta k+1\=c+ \=\Xi k+1

\=f
\bigr) 

 - \u \Xi k+1,i

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) 
, i = 1, \u rk, k \in Z, (15)

\~\beta ki(tk + 0) =

\Biggl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k \=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 

+ \^xk, B
\ast (tk + 0) \^\psi 

(1)
ki (tk + 0)

\Biggr) 
, i = 1, \~rk, k \in Z, (16)

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

=

\Biggl[ \Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k \=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk, L

\ast (t) \^\psi 
(j)
ki (t)

\Bigr) 

+

j - 1\sum 
u=0

du

dtu

\Bigl( 
f(t), \^\psi 

(j - u)
ki (t)

\Bigr) \Biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

, j = 1, \~ski, i = 1, \~rk, k \in Z,

(17)

\u \beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k\=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk, \v \psi ki(tk + 0)

\Bigr) 
, (18)

i = 1, \u rk, k \in Z.

Доведення. Згiдно з [7] для розв’язностi системи (1), (2) на парi вiдрiзкiв [tk+0; tk+1 - 0]
i [tk+1 + 0; tk+2  - 0] необхiдно й достатньо виконання рiвностей (9) – (11) для вiдповiдних
значень k. При їхньому виконаннi ця система на згаданiй парi вiдрiзкiв має загальний
розв’язок

x(t) = \~Xk(t)
\Bigl[ 
\Theta k+1,0\~ck+1  - \Xi k+1,0

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \~xk(t)

+

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \beta ki(t) \u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], (19)

x(t) = \~Xk+1(t) \~Bk+1

\Bigl\{ 
Sk+1

\^Xk

\Bigl[ 
\Theta k+1\~ck+1  - \Xi k+1

\bigl( 
\~Ak+1 \^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk+1

\Bigr\} 
+ \~xk+1(t) +

\~rk+1\sum 
i=1

\~sk+1,i\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta k+1,i(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~sk+1,i - j+1)
k+1,i (t)

+

\u rk+1\sum 
i=1

\u \beta k+1,i(t) \u \varphi k+1,i(t), t \in [tk+1 + 0; tk+2  - 0], (20)

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

= \~\Theta 
(j)
k+1,i\~ck+1  - \~\Xi 

(j)
k+1,i

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) 
, j = 0, \~ski, i = 1, \~rk, (21)

\u \beta ki(tk+1  - 0) = \u \Theta k+1,i\~ck+1  - \u \Xi k+1,i

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) 
, i = 1, \u rk, (22)
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\~\beta k+1,i(tk+1 + 0) =
\Bigl( 
Sk+1

\^Xk

\Bigl[ 
\Theta k+1 \~ck+1  - \Xi k+1

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk+1,

B\ast (tk+1 + 0) \^\psi 
(1)
k+1,i(tk+1 + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \~rk, (23)

dj

dtj
\~\beta k+1,i(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1+0

=

\Biggl[ \Bigl( 
Sk+1

\^Xk

\Bigl[ 
\Theta k+1\~ck+1  - \Xi k+1

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk+1,

L\ast (t) \^\psi 
(j)
k+1,i(t)

\Bigr) 
+

j - 1\sum 
u=0

du

dtu

\Bigl( 
f(t), \^\psi 

(j - u)
k+1,i (t)

\Bigr) \Biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1+0

, j = 1, \~sk+1,i, i = 1, \~rk+1, (24)

\u \beta k+1,i(tk+1 + 0) =
\Bigl( 
Sk+1

\^Xk

\Bigl[ 
\Theta k+1\~ck+1  - \Xi k+1

\bigl( 
\~Ak+1\^xk+1 + \~fk+1

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk+1, \v \psi k+1,i(tk+1 + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \u rk+1. (25)

Прирiвнюючи (19) при k i (20) при (k - 1), з урахуванням лiнiйної незалежностi векторiв
множини 1) отримуємо

\Theta k+1,0\~ck+1  - \Xi k+1,0

\bigl( 
\~Ak+1 \^xk+1 + \~fk+1

\bigr) 
= \~Bk

\Bigl\{ 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k\~ck  - \Xi k

\bigl( 
\~Ak \^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk

\Bigr\} 
.

(26)

Iз зауваження 1 маємо, що рiвностi (9) – (11), (26) спiвпадають для тих k, якi мають
рiвнi залишки вiд дiлення на d. Звiдси випливає, що для розв’язностi системи (1) – (3)
необхiдно й достатньо виконання цих рiвностей при k = 1, d, а для iснування її перiодичних
розв’язкiв—ще й рiвностi x(t0+0) = x(td+0). Пiдставляючи сюди (19) при t = t0+0 i (20)
при t = td + 0, з урахуванням лiнiйної незалежностi векторiв множини 1) i зауваження 1
одержуємо

\Theta 10\~c1  - \Xi 10

\bigl( 
\~A1\^x1 + \~f1

\bigr) 
= \~Bd

\Bigl\{ 
Sd \^Xd - 1

\Bigl[ 
\Theta d\~cd  - \Xi d

\bigl( 
\~Ad\^xd + \~fd

\bigr) \Bigr] 
+ \^xd

\Bigr\} 
. (27)

Об’єднуючи (26) i (27), з урахуванням (4) – (6) маємо

\=A\~c = \=f.

Звiдси при виконаннi умови умови (12)

\~c = \=\Theta \=c+ \=\Xi \=f. (28)

Визначаючи звiдси з урахуванням (4) – (8) \~ck, k \in Z, i пiдставляючи до (19) – (25), отриму-
ємо (13) – (18).

Теорему доведено.
Зауваження 2. Рiвнiсть (13) еквiвалентна рiвностi

x(t) = \~Xk(t) \~Bk

\Bigl\{ 
Sk \^Xk - 1

\Bigl[ 
\Theta k

\bigl( 
\=\Theta k\=c+ \=\Xi k

\=f
\bigr) 
 - \Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) \Bigr] 
+ \^xk

\Bigr\} 
+ \~xk(t) +

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 3



354 МИХАЙЛО ЄЛIШЕВИЧ

+

\u rk\sum 
i=1

\u \beta ki(t) \u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z.

Наслiдок 1. Вiдповiдна до (1), (2) однорiдна система

B(t)
dx

dt
= A(t)x, t \in R \setminus \{ ti, i \in Z\} ,

x(ti + 0) = Six(ti  - 0), i \in Z,

ti+d = ti + T, Si+d = Si, i \in Z,

розв’язна i має перiодичнi розв’язки

x(t) = \~Xk(t)\Theta k+1,0
\=\Theta k+1\=c+

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t)

+

\u rk\sum 
i=1

\u \beta ki(t) \u \varphi ki(t), t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z,

або

x(t) = \~Xk(t) \~BkSk \^Xk - 1\Theta k
\=\Theta k \=c+

\~rk\sum 
i=1

\~ski\sum 
j=0

\biggl( 
dj

dtj
\~\beta ki(t)

\biggr) 
\~\varphi 
(\~ski - j+1)
ki (t) +

\u rk\sum 
i=1

\u \beta ki(t) \u \varphi ki(t),

t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z,

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

= \~\Theta 
(j)
k+1,i

\=\Theta k+1\=c, j = 0, \~ski, i = 1, \~rk, k \in Z,

\u \beta ki(tk+1  - 0) = \u \Theta k+1,i
\=\Theta k+1\=c, i = 1, \u rk, k \in Z,

\~\beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1\Theta k

\=\Theta k\=c,B
\ast (tk + 0) \^\psi 

(1)
ki (tk + 0)

\Bigr) 
, i = 1, \~rk, k \in Z,

dj

dtj
\~\beta ki(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

=
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1\Theta k

\=\Theta k\=c, L
\ast (t) \^\psi 

(j)
ki (t)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

, j = 1, \~ski, i = 1, \~rk, k \in Z,

\u \beta ki(tk + 0) =
\Bigl( 
Sk \^Xk - 1\Theta k

\=\Theta k\=c, \v \psi ki(tk + 0)
\Bigr) 
, i = 1, \u rk, k \in Z.

Зауваження 3. Якщо при деякому k :
rk = \^rk = 0, то умова (11) вiдсутня, потрiбно покласти в (4)

\Theta k = E\alpha k - 1+\~sk - 1+\~rk - 1+\u rk - 1
, \Theta k0 =

\bigl[ 
E\alpha k - 1

, 0\alpha k - 1,\~sk - 1+\~rk - 1+\u rk - 1

\bigr] 
,

у (5)
\Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) 
= 0\alpha k - 1+\~sk - 1+\~rk - 1+\u rk - 1

, \Xi k0

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) 
= 0\alpha k - 1

,

у (6)

\~ck = col

\Biggl( 
ck - 1, \~\beta k - 1,1(t), . . . ,

d\~sk - 1,1

dt\~sk - 1,1

\~\beta k - 1,1(t), . . . , \~\beta k - 1,\~rk - 1
(t), . . . ,
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d
\~sk - 1,\~rk - 1

dt
\~sk - 1,\~rk - 1

\~\beta k - 1,\~rk - 1
(t), \u \beta k - 1,1(t), . . . , \u \beta k - 1,\u rk - 1

(t)

\Biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk - 0

,

де ck - 1 —довiльний сталий вектор розмiрностi \alpha k - 1; пiсля визначення вектора \~ck iз (28) у
(13) вираз у квадратних дужках слiд замiнити вектором ck - 1, у (16) – (18) — вектором \~ck;

\alpha k = \~rk = \u rk = 0, то в (11) маємо покласти \Upsilon k+1 = Esk+1+\~sk+1
;

\alpha k = 0, то рiвнiсть (26) вiдсутня, в (4) – (7) вiдсутнi вiдповiднi блоковi рядки, тi вектори
\~ci, що не увiйшли до (6), замiсть (28) вибираємо довiльно.

4. Приклад. Нехай в (1) – (3) m = n = 2, d = 2,

B(t) =

\Biggl[ 
1 0

0 0

\Biggr] 
, A(t) =

\Biggl[ 
a11(t) a12(t)

a21(t) a22(t)

\Biggr] 
, f(t) =

\Biggl[ 
f1(t)

f2(t)

\Biggr] 
,

Sk =

\Biggl[ 
0 0

1 0

\Biggr] 
, \eta k =

\Biggl[ 
\eta k1

\eta k2

\Biggr] 
, k \in Z,

aij(t) \in C\infty (R \setminus \{ tk, k \in Z\} , T ), i, j = 1, 2, fi(t) \in C\infty (R \setminus \{ tk, k \in Z\} , T ), i = 1, 2, — дiйснi
скалярнi функцiї, \eta ki, i = 1, 2, k \in Z, — дiйснi числа, жорданова структура одна й та ж на
вiдрiзках [tk + 0; tk+1  - 0], \eta k+2 = \eta k, k \in Z.

Розглянемо такi випадки [2, 7 – 10]:
1. a22(t) \not = 0 \forall t \in R. Маємо rk = 1, sk1 = 1, \u rk = \v rk = \~rk = \^rk = 0, \alpha k = 1,

\varphi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \psi 

(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t)

\Biggr] 
, qk1(t) =

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
, pk1(t) =

\Biggl[ 
1

 - a12(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
,

Xk(t) = exp

\left(  t\int 
tk+0

\lambda (z) dz

\right)  , \~Xk(t) =

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
exp

\left(  t\int 
tk+0

\lambda (z) dz

\right)  ,

\~xk(t) =

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] t\int 
tk+0

exp

\left(  t\int 
\tau 

\lambda (z)dz

\right)  
\times 
\bigl( 
f1(\tau ) - a12(\tau )a

 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau  - 

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t)f2(t)

\Biggr] 
,

де \lambda (t) = a11(t) - a12(t)a21(t)a
 - 1
22 (t) — скалярна функцiя,

\^Xk =

\Biggl[ 
1

 - a21(tk+1  - 0)a - 1
22 (tk+1  - 0)

\Biggr] 
exp

\left(  tk+1 - 0\int 
tk+0

\lambda (z) dz

\right)  ,
\~Ak =

\bigl[ 
a21(tk + 0)a - 1

22 (tk + 0) 1
\bigr] 
, \~fk = a - 1

22 (tk + 0)f2(tk + 0), \~Bk =
\bigl[ 
1 0

\bigr] 
,

\^Ak = exp

\left(   tk - 0\int 
tk - 1+0

\lambda (z)dz

\right)   , \Xi k = exp

\left(    - 
tk - 0\int 

tk - 1+0

\lambda (z)dz

\right)   , \Theta k = \Upsilon k = 0,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 3



356 МИХАЙЛО ЄЛIШЕВИЧ

\^xk =

\left[   \eta k1\int tk - 0

tk - 1+0
exp

\biggl( \int tk - 0

\tau 
\lambda (z)dz

\biggr) \bigl( 
f1(\tau ) - a12(\tau )a

 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau + \eta k2

\right]   ,
\=A = \=\Xi =

\Biggl[ 
0 0

0 0

\Biggr] 
, \=\Theta = \=\Upsilon =

\Biggl[ 
1 0

0 1

\Biggr] 
,

\=f = col

\left(   - \eta 11  - exp

\left(   - 
t2 - 0\int 

t1+0

\lambda (z)dz

\right)  
\times 
\bigl( 
a21(t2 + 0)a - 1

22 (t2 + 0)\eta 21 + \eta 22 + a - 1
22 (t2 + 0)f(t2 + 0)

\bigr) 
 - 

t2 - 0\int 
t1+0

exp

\left(   - 
\tau \int 

t1+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau ,

 - \eta 21  - exp

\left(   - 
t1 - 0\int 

t0+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( a21(t1 + 0)a - 1
22 (t1 + 0)\eta 11 + \eta 12 + a - 1

22 (t1 + 0)f(t1 + 0)
\bigr) 

 - 
t1 - 0\int 

t0+0

exp

\left(   - 
\tau \int 

t0+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau 

\right)  ,
умови (9), (10) вiдсутнi, (11) виконується, з (12) випливає

\eta 11 + exp

\left(   - 
t2 - 0\int 

t1+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( a21(t2 + 0)a - 1
22 (t2 + 0)\eta 21 + \eta 22 + a - 1

22 (t2 + 0)f(t2 + 0)
\bigr) 

+

t2 - 0\int 
t1+0

exp

\left(   - 
\tau \int 

t1+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau = 0,

\eta 21 + exp

\left(   - 
t1 - 0\int 

t0+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( a21(t1 + 0)a - 1
22 (t1 + 0)\eta 11 + \eta 12 + a - 1

22 (t1 + 0)f(t1 + 0)
\bigr) 

+

t1 - 0\int 
t0+0

exp

\left(   - 
\tau \int 

t0+0

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau = 0.

При її виконаннi система (1) – (3) має єдиний перiодичний розв’язок (13):

x(t) =

\Biggl[ 
1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
exp

\left(  t\int 
tk+0

\lambda (z)dz

\right)  \eta k1 +
\Biggl[ 

1

 - a21(t)a - 1
22 (t)

\Biggr] 
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\times 
t\int 

tk+0

exp

\left(  t\int 
\tau 

\lambda (z)dz

\right)  \bigl( f1(\tau ) - a12(\tau )a
 - 1
22 (\tau )f2(\tau )

\bigr) 
d\tau 

 - 

\Biggl[ 
0

a - 1
22 (t)f2(t)

\Biggr] 
, t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z.

2. a22(t) \equiv 0, a12(t) \not = 0, a21(t) \not = 0 \forall t \in R. Маємо rk = 1, sk1 = 2, \u rk = \v rk = \~rk = \^rk =
0, \alpha k = 0,

\varphi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \varphi 

(2)
k1 (t) =

\left[  a12(t)

a - 1
12 (t)

d

dt
a12(t) - a11(t)

\right]  ,
\psi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

a - 1
12 (t)a

 - 1
21 (t)

\Biggr] 
, \psi 

(2)
k1 (t) =

\Biggl[ 
a - 1
12 (t)

0

\Biggr] 
,

\~xk(t) =

\left[    - a - 1
21 (t)f2(t)

a - 1
12 (t)

\biggl( 
a11(t)a

 - 1
21 (t)f2(t) - f1(t) - 

d

dt

\bigl( 
a - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \biggr) 
\right]   ,

\~Ak =

\left[  a11(tk + 0)a - 1
12 (tk + 0) +

d

dt
a - 1
12 (t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

1

a - 1
12 (tk + 0) 0

\right]  ,

\~fk =

\left[   a - 1
12 (tk + 0)f1(tk + 0) +

d

dt

\bigl( 
a - 1
12 (t)a

 - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

a - 1
12 (tk + 0)a - 1

21 (tk + 0)f2(tk + 0)

\right]   , \Upsilon k =

\Biggl[ 
1 0

0 1

\Biggr] 
,

\^xk =

\Biggl[ 
\eta k1

 - a - 1
21 (tk  - 0)f2(tk  - 0) + \eta k2

\Biggr] 
,

умови (9), (10), (12) вiдсутнi, (11) з урахуванням зауваження 3 має вигляд\left[    
\Biggl( 
a11(tk + 0)a - 1

12 (tk + 0) +
d

dt
a - 1
12 (t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

\Biggr) 
\eta k1  - a - 1

21 (tk  - 0)f2(tk  - 0) + \eta k2

a - 1
12 (tk + 0)\eta k1

\right]    

+

\left[   a - 1
12 (tk + 0)f1(tk + 0) +

d

dt

\bigl( 
a - 1
12 (t)a

 - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

a - 1
12 (tk + 0)a - 1

21 (tk + 0)f2(tk + 0)

\right]   = 0, k = 1, 2.

Якщо цi рiвностi виконуються, то система (1) – (3) має єдиний перiодичний розв’язок (13):

x(t) =

\left[    - a - 1
21 (t)f2(t)

a - 1
12 (t)

\biggl( 
a11(t)a

 - 1
21 (t)f2(t) - f1(t) - 

d

dt

\bigl( 
a - 1
21 (t)f2(t)

\bigr) \biggr) 
\right]   ,
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t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z.

3. a22(t) \equiv 0, a12(t) \not = 0, a21(t) \equiv 0 \forall t \in R. Маємо \~rk = 1, \~sk1 = 1, \v rk = 1, \u rk = rk =
\^rk = 0, \alpha k = 0,

\~\varphi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~\varphi 

(2)
k1 (t) =

\left[  a12(t)

a - 1
12 (t)

d

dt
a12(t) - a11(t)

\right]  , \u \psi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
,

\^\psi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
a - 1
12 (t)

0

\Biggr] 
, \v \varphi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~xk(t) =

\Biggl[ 
0

 - a - 1
12 (t)f1(t)

\Biggr] 
,

\^Xk =

\left[   a12(tk+1  - 0) 0

a - 1
12 (tk+1  - 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+1 - 0

 - a11(tk+1  - 0) 1

\right]   , \^xk =

\Biggl[ 
\eta k1

\eta k2

\Biggr] 
,

умови (9), (11), (12) вiдсутнi, (10) має вигляд

f2(t) \equiv 0. (29)

Якщо ця рiвнiсть виконується, то система (1) – (3) має перiодичнi розв’язки (13), (14), (16),
(17) з урахуванням зауваження 3:

x(t) =

\left[  a12(t) \~\beta k1(t)

a - 1
12 (t)

\~\beta k1(t)
d

dt
a12(t) - a11(t) \~\beta k1(t) - a - 1

12 (t)f1(t) +
d

dt
\~\beta k1(t)

\right]  ,
t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z,

\~\beta k1(tk + 0) = a - 1
12 (tk + 0)\eta k1, k \in Z,

d

dt
\~\beta k1(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

=

\Biggl( 
a11(tk + 0)a - 1

12 (tk + 0) - a - 2
12 (tk + 0)

d

dt
a12(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=tk+0

\Biggr) 
\eta k1

+ a12(tk  - 0) \~\beta k1(tk  - 0) + \eta k2 + a - 1
12 (t1 + 0)f1(tk + 0), k \in Z.

4. a22(t) \equiv 0, a12(t) \equiv 0, a21(t) \not = 0 \forall t \in R. Маємо \u rk = 1, \^rk = 1, \^sk1 = 1, \~rk = rk =
\v rk = 0, \alpha k = 0,

\u \varphi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~\psi 

(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~\psi 

(2)
k1 (t) =

\left[  a21(t)

 - a11(t) - a - 1
21 (t)

d

dt
a21(t)

\right]  , \^\varphi 
(1)
k1 (t) =

\Biggl[ 
a - 1
21 (t)

0

\Biggr] 
,

\v \psi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \~xk(t) =

\Biggl[ 
 - a - 1

21 (t)f2(t)

0

\Biggr] 
, \^Xk =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
,

\~Ak =
\bigl[ 
a21(tk + 0) 0

\bigr] 
, \~fk = f2(tk + 0), \^Ak = \Xi k = 0, \Theta k = \Upsilon k = 1,
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\^xk =

\Biggl[ 
\eta k1

 - a - 1
21 (tk  - 0)f2(tk  - 0) + \eta k2

\Biggr] 
,

\~ck — скалярнi сталi, \~ck+2 = \~ck, умови (10), (12) вiдсутнi, (9), (11) мають вигляд

a21(t)f1(t) - a11(t)f2(t) - a - 1
21 (t)f2(t)

d

dt
a21(t) +

d

dt
f2(t) \equiv 0,

a21(tk + 0)\eta k1 + f2(tk + 0) = 0, k = 1, 2.

Якщо цi рiвностi виконуються, то система (1) – (3) має перiодичнi розв’язки (13), (15), (18)
з урахуванням зауваження 3:

x(t) =

\Biggl[ 
 - a - 1

21 (t)f2(t)

\u \beta k1

\Biggr] 
, t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z,

\u \beta k1(tk+1  - 0) = \~ck+1, k \in Z,

\u \beta k1(tk + 0) =  - a - 1
21 (tk  - 0)f2(tk  - 0) + \eta k2, k \in Z.

5. a22(t) \equiv 0, a12(t) \equiv 0, a21(t) \equiv 0 \forall t \in R. Маємо \u rk = 1, \v rk = 1, \~rk = r = \^rk = 0,
\alpha k = 1,

\u \varphi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \u \psi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, \v \varphi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
,

\v \psi k1(t) =

\Biggl[ 
0

1

\Biggr] 
, qk1(t) =

\Biggl[ 
1

0

\Biggr] 
, pk1(t) =

\Biggl[ 
1

0

\Biggr] 
,

Xk(t) = exp

\left(  t\int 
tk+0

a11(z) dz

\right)  ,
\~Xk(t) =

\Biggl[ 
1

0

\Biggr] 
exp

\left(  t\int 
tk+0

a11(z) dz

\right)  ,

\~xk(t) =

\left[  \int t

tk+0
exp

\biggl( \int t

\tau 
a11(z)dz

\biggr) 
f1(\tau )d\tau 

0

\right]  ,
\^Xk =

\left[  exp\biggl( \int tk+1 - 0

tk+0
a11(z)dz

\biggr) 
0

0 1

\right]  ,
\~Bk =

\bigl[ 
1 0

\bigr] 
, \Theta k =

\Biggl[ 
1 0

0 1

\Biggr] 
,
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\^xk =

\left[   \eta k1\int tk - 0

tk - 1+0
exp

\biggl( \int tk - 0

\tau 
a11(z) dz

\biggr) 
f1(\tau ) d\tau + \eta k2

\right]   ,
\Xi k

\bigl( 
\~Ak\^xk + \~fk

\bigr) 
=

\Biggl[ 
0

0

\Biggr] 
,

\=A =

\Biggl[ 
0 0  - 1 0

 - 1 0 0 0

\Biggr] 
, \=f =

\Biggl[ 
 - \eta 11
 - \eta 21,

\Biggr] 
, \=\Xi =

\left[       
0  - 1

0 0

 - 1 0

0 0

\right]       ,

\=\Theta =

\left[       
0 0

1 0

0 0

0 1

\right]       , \=\Upsilon =

\Biggl[ 
0

0

\Biggr] 
, \=c =

\Biggl[ 
\=c1

\=c2

\Biggr] 
,

умови (9), (11) вiдсутнi, (12) виконується, (10) спiвпадає з (29). Якщо ця рiвнiсть викону-
ється, то система (1) – (3) має перiодичнi розв’язки (13), (15), (18) з урахуванням заува-
ження 3:

x(t) =

\left[   exp
\biggl( \int t

tk+0
a11(z) dz

\biggr) 
\eta k1 +

\int t

tk+0
exp

\biggl( \int t

\tau 
a11(z) dz

\biggr) 
f1(\tau ) d\tau 

\u \beta k1(t)

\right]   ,
t \in [tk + 0; tk+1  - 0], k \in Z,

\u \beta k1(tk+1  - 0) = \=c1, k = 2i, i \in Z,

\u \beta k1(tk+1  - 0) = \=c2, k = 2i+ 1, i \in Z,

\u \beta k+1,1(tk+1 + 0) = exp

\left(  tk+1 - 0\int 
tk+0

a11(z) dz

\right)  \eta k1

+

tk+1 - 0\int 
tk+0

exp

\left(  tk+1 - 0\int 
\tau 

a11(z)dz

\right)  f1(\tau )d\tau + \eta k+1,2, k \in Z.

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв i спецiального фiнансування цiєї
роботи. Всi необхiднi данi мiстяться в статтi.
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