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We establish the necessary and sufficient conditions for the existence of P\omega (Y0, \lambda 0)-solutions of a
nonautonomous two-term differential equation of the fourth order with a rapidly varying nonlinearity
and also find asymptotic representations for these solutions and their derivatives up to the third order
inclusively.

Встановлено необхiднi й достатнi умови iснування P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв для неавтономного дво-
членного диференцiального рiвняння четвертого порядку зi швидко змiнною нелiнiйнiстю, а також
асимптотичнi зображення для таких розв’язкiв i їхнiх похiдних до третього порядку включно.

1. Вступ i деякi попереднi вiдомостi. В роботах [1 – 3] розроблено методику дослiдження
асимптотичної поведiнки P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння вигляду

y\prime \prime = \alpha 0p(t)\varphi (y), (1.1)

де \alpha 0 \in \{  - 1, 1\} , p : [a, \omega [  - \rightarrow ]0,+\infty [ — неперервна функцiя,  - \infty < a < \omega \leq +\infty , \varphi :
\Delta Y0  - \rightarrow ]0,+\infty [ — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

\varphi \prime (y) \not = 0, де y \in \Delta Y0 , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\varphi (y) =

\left\{   або 0,

або +\infty ,
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\varphi (y)\varphi \prime \prime (y)

\varphi \prime 2(y)
= 1, (1.2)

Y0 дорiвнює або 0, або \pm \infty , \Delta Y0 — однобiчний окiл Y0.
З (1.2) безпосередньо маємо

\varphi \prime (y)

\varphi (y)
\sim \varphi \prime \prime (y)

\varphi \prime (y)
при y \rightarrow Y0, y \in \Delta Y0 , i \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

y\varphi \prime (y)

\varphi (y)
= \pm \infty . (1.3)

Згiдно з цими умовами (див. [10, p. 91 – 92], Ch. 3, § 3.4) функцiя \varphi i її перша похiдна є
швидко змiнними функцiями при y \rightarrow Y0.

Ранiше асимптотичну поведiнку розв’язкiв рiвняння (1.1) з такого типу нелiнiйностями
майже не дослiджували. Вiдомi були лише роботи [4 – 7] для рiвнянь iз експоненцiальною
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нелiнiйнiстю (\varphi (y) = e\sigma y, Y0 = \pm \infty ), а також роботи [8, 9] i теорема 3.6 iз [10, p. 93] (Ch. 3)
для деяких частинних випадкiв рiвняння (1.1), коли функцiя \varphi , взагалi кажучи, вiдмiнна
вiд експоненцiальної. При цьому в [8, 9] встановлено асимптотику класу розв’язкiв, який
визначався через функцiю \varphi , що не зовсiм природно, а в [10] — лише розв’язкiв, якi
прямують до нуля при t\rightarrow +\infty (випадок \omega = +\infty ).

Основою запропонованого в [1 – 3] методу дослiдження асимптотичної поведiнки
P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння вигляду (1.1) є результати роботи [11]
(розд. 3, § 10) про апрiорнi асимптотичнi властивостi P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв диференцiаль-
ного рiвняння (1.1), а також результати з [12, с. 174 – 180)] (п. 3.10) про асимптотичнi
властивостi функцiй iз класу \Gamma .

Означення 1.1. Клас \Gamma складається з вимiрних неспадних i неперервних справа функцiй
f : [b,+\infty [  - \rightarrow ]0,+\infty [, для кожної з яких iснує вимiрна функцiя g : [b,+\infty [  - \rightarrow ]0,+\infty [,
доповнююча для функцiї f, така, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow +\infty 

f(y + ug(y))

f(y)
= eu \forall u \in [ - \infty ,+\infty ].

Iз властивостей цих функцiй, зокрема, випливає, що функцiя \varphi в диференцiальному
рiвняннi (1.1) при Y0 = +\infty i \varphi \prime (y) > 0 належить до класу \Gamma з доповнюючою функцiєю
g(y) =

\varphi (y)

\varphi \prime (y)
.

Припустимо тепер, що Y0 дорiвнює або нулю, або \pm \infty , \Delta Y0 — деякий однобiчний
окiл Y0, i розглянемо неперервну функцiю f : \Delta Y0  - \rightarrow ]0,+\infty [. При цьому тут i далi, не
применшуючи загальностi, будемо вважати, що

\Delta Y0 = \Delta Y0(y0), де \Delta Y0(y0) =

\left\{   [y0, Y0[, якщо \Delta Y0 — лiвий окiл Y0,

]Y0, y0], якщо \Delta Y0 — правий окiл Y0,
(1.4)

де y0 \in \Delta Y0 таке, що | y0| < 1 при Y0 = 0 i y0 > 1 (y0 <  - 1) при Y0 = +\infty (при Y0 =  - \infty ).
Зауважимо, що якщо f : \Delta Y0  - \rightarrow ]0,+\infty [ — неперервна монотонна функцiя, яка задо-

вольняє умову

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0

y\in \Delta Y0
(b)

f(y) = Z0 \in \{ 0;+\infty \} , (1.5)

то неперервною i неспадною на деякому промiжку [b,+\infty [, а також прямуючою до +\infty 
при y \rightarrow +\infty буде:

1) функцiя f0(y) =
1

f(y)
при Y0 = +\infty i Z0 = 0 ;

2) функцiя f0(y) = f( - y) при Y0 =  - \infty i Z0 = +\infty ;

3) функцiя f0(y) = f

\biggl( 
1

y

\biggr) 
при Y0 = 0, \Delta Y0 = ]0, y0] i Z0 = +\infty ;

4) функцiя f0(y) =
1

f

\biggl( 
1

y

\biggr) при Y0 = 0, \Delta Y0 = ]0, y0] i Z0 = 0 ;

5) функцiя f0(y) = f

\biggl( 
 - 1

y

\biggr) 
при Y0 = 0, \Delta Y0 = [y0, 0[ i Z0 = +\infty ;
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6) функцiя f0(y) =
1

f

\biggl( 
 - 1

y

\biggr) при Y0 = 0, \Delta Y0 = [y0, 0[ i Z0 = 0 ;

7) функцiя f0(y) \equiv f(y) при Y0 = +\infty i Z0 = +\infty .

Означення 1.2. Класом \Gamma Y0(Z0) будемо називати множину неперервних i монотонних
функцiй f : \Delta Y0  - \rightarrow ]0,+\infty [, якi задовольняють умову (1.5) i для кожної з яких вiдповiдна
до неї неперервна й неспадна функцiя f0, визначена в 1) – 7), належить класу \Gamma .

Згiдно з результатами [12] для функцiй з класу \Gamma в [1 – 3] встановлено такi асимптотичнi
властивостi функцiй з класу \Gamma Y0(Z0).

Лема 1.1. Якщо f \in \Gamma (Y0, Z0), то iснує неперервна функцiя g : \Delta Y0  - \rightarrow \BbbR \setminus \{ 0\} , яку
називають доповнюючою для f, така, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

f(y + ug(y))

f(y)
= eu \forall u \in \BbbR , (1.6)

причому доповнююча функцiя визначається однозначно з точнiстю до еквiвалентних при
y \rightarrow Y0 функцiй, за одну з яких можна обрати функцiю\int y

Y
f(x) dx

f(y)
, де Y =

\left\{     
y0, якщо \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} y\rightarrow Y0

y\in \Delta Y0

f(y) = +\infty ,

Y0, якщо \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

f(y) = 0.

Лема 1.2. 1) Якщо f \in \Gamma (Y0, Z0), то вона є швидко змiнною при y \rightarrow Y0, а доповнююча

для неї функцiя g задовольняє умову \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

g(y)

y
= 0.

2) Якщо f \in \Gamma (Y0, Z0) з доповнюючою функцiєю g, то для будь-якої неперервної функцiї
u : \Delta Y0  - \rightarrow \BbbR , яка задовольняє умови

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

u(y) = u0 \in \BbbR , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

f(y + u(y)g(y)) = Z0,

має мiсце граничне спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

f(y + u(y)g(y))

f(y)
= eu0 .

Лема 1.3. Якщо f \in \Gamma (Y0, Z0) з доповнюючою функцiєю g i є строго монотонною, то
обернена для неї функцiя f - 1 : \Delta Z0  - \rightarrow \Delta Y0 є повiльно змiнною при z \rightarrow Z0 i задовольняє
граничне спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow Z0
z\in \Delta Z0

f - 1(\lambda z) - f - 1(z)

g(f - 1(z))
= \mathrm{l}\mathrm{n}\lambda \forall \lambda > 0, (1.7)

причому для кожного \Lambda > 1 це граничне спiввiдношення виконується рiвномiрно при \lambda \in \biggl[ 
1

\Lambda 
,\Lambda 

\biggr] 
.
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Лема 1.4. Якщо функцiя f : \Delta Y0  - \rightarrow ]0,+\infty [ є двiчi неперервно диференцiйовною i задо-
вольняє умови

f \prime (y) \not = 0, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

f(y) = Z0 \in \{ 0;+\infty \} , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

f \prime \prime (y)f(y)

f \prime 2(y)
= 1,

то функцiї f i f \prime (y) належать класу \Gamma (Y0, Z0) з доповнюючою функцiєю g, яку визначають
однозначно з точнiстю до еквiвалентних при y \rightarrow Y0 функцiй i за одну з них можна обрати
одну з функцiй \int y

Y
f(x) dx

f(y)
\sim f(y)

f \prime (y)
\sim f \prime (y)

f \prime \prime (y)
,

де Y визначено в лемi 1.1.
Як доповнення до цих лем наведемо також твердження, якi стосуються теорiї повiль-

но, правильно i швидкозмiнних функцiй (див., наприклад, [10, p. 117], Appendix, Propo-
sition 10).

Лема 1.5. Якщо f0 : \Delta Y0  - \rightarrow \BbbR \setminus \{ 0\} — неперервно диференцiйовна функцiя i

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

yf \prime 0(y)

f0(y)
= \sigma , (1.8)

то функцiя f0 при y \rightarrow Y0 є у випадках \sigma = 0, 0 < | \sigma | < +\infty i \sigma = \pm \infty вiдповiдно повiльно
змiнною, правильно змiнною порядку \sigma i швидко змiнною.

З приводу повiльно, правильно i швидко змiнних функцiй, а також їхнiх властивостей
див. монографiї [1, 7, 8]. Зокрема вiдомо, що для кожної знакосталої правильно змiнної
при y \rightarrow Y0 функцiї f : \Delta Y0  - \rightarrow \BbbR \setminus \{ 0\} порядку \sigma має мiсце подання

f(y) = | y| \sigma L(t), (1.9)

де L : \Delta Y0  - \rightarrow \BbbR \setminus \{ 0\} — повiльно змiнна функцiя при y \rightarrow Y0 й iснує еквiвалентна до
неї при y \rightarrow Y0 неперервно диференцiйовна функцiя f0 (її називають нормалiзованою пра-
вильно змiнною функцiєю порядку \sigma ), для якої виконується умова (1.8). Крiм того, згiдно
з теоремою про рiвномiрну збiжнiсть для повiльно змiнних функцiй граничне спiввiдно-
шення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

L(y\lambda )

L(y)
= 1 \forall \lambda > 0, (1.10)

яке визначає повiльно змiнну функцiю при y \rightarrow Y0, для кожного промiжку [c, d] \in ]0,+\infty [
виконується рiвномiрно при \lambda \in [c, d].

З використаннямцихлем i апрiорних асимптотичних властивостей P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв
в [1 – 3] отримано необхiднi й достатнi умови iснування P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв диференцi-
ального рiвняння (1.1) при всiх можливих значеннях параметра \lambda 0, а також асимптотичнi
зображення при t \uparrow \omega для таких розв’язкiв та їхнiх похiдних першого порядку.

У подальшому цю методику в роботах [13, 14] поширено на неавтономнi двочленi
диференцiальнi рiвняння третього порядку зi швидко змiнною нелiнiйнiстю \varphi . При цьо-
му виявилося, що при розглядi рiвнянь третього порядку при встановленнi достатнiх умов
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iснування P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв iз отриманими асимптотичними зображеннями не виникає
складних для дослiдження особливих випадкiв, пов’язаних iз iснуванням суто уявних ко-
ренiв характеристичного рiвняння граничної матрицi коефiцiєнтiв лiнiйної частини деякої
системи квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь iз майже сталими коефiцiєнтами, як це
було при розглядi диференцiальних рiвнянь другого порядку i призводило до необхiдностi
побудови додаткової технiки отримання системи бiльш зручного для дослiдження вигляду.

У зв’язку з викладеним вище запровадження вказаної методики для рiвнянь n-го по-
рядку потребує попереднього детального дослiдження двочленного диференцiального рiв-
няння четвертого порядку зi швидко змiнною нелiнiйнiстю. Саме розгляду такого рiвняння
присвячено цю статтю.

2. Постановка задачi та формулювання основних результатiв. Розглядаємо диференцi-
альне рiвняння

y(4) = \alpha 0p0(t)[1 + r(t)]\varphi (y), (2.1)

де \alpha 0 \in \{  - 1, 1\} , p0 : [a, \omega [  - \rightarrow ]0,+\infty [ — неперервна або неперервно диференцiйовна
функцiя,  - \infty < a < \omega \leq +\infty , r : [a, \omega [  - \rightarrow ] - 1,+\infty [ — неперервна функцiя така, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

r(t) = 0, (2.2)

\varphi : \Delta Y0  - \rightarrow ]0,+\infty [ — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя, яка задовольняє умо-
ви (1.2), Y0 i \Delta Y0 — тi ж самi, що й у (1.1) (див. також (1.4)).

Означення 2.1. Розв’язок y диференцiального рiвняння (2.1) називається P\omega (Y0, \lambda 0)-роз-
в’язком при  - \infty \leq \lambda 0 \leq +\infty , якщо вiн визначений на промiжку [t0, \omega [ \subset [a, \omega [ i задовольняє
умови

y(t) \in \Delta Y0 при t \in [t0, \omega [, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

y(t) = Y0, (2.3)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

y(k)(t) =

\Biggl[ 
або 0,

або \pm \infty ,
k = 1, 3, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\uparrow \omega 

[y\prime \prime \prime (t)]2

y\prime \prime (t)y(4)(t)
= \lambda 0. (2.4)

У цiй роботi встановлюємо необхiднi й достатнi умови iснування P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв
диференцiального рiвняння (2.1) у випадку (неособливий випадок), коли \lambda 0 \in \BbbR \setminus 

\biggl\{ 
0,

1

2
,

2

3
, 1

\biggr\} 
, а також асимптотичних зображень при t \uparrow \omega для таких розв’язкiв i їхнiх похiдних

до третього порядку включно i визначення їхньої кiлькостi.
Згiдно з результатами з [11] (розд. 3, § 10) у цьому випадку кожний P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язок

y диференцiального рiвняння (2.1) має такi апрiорнi асимптотичнi властивостi:

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\pi \omega (t)y
(k)(t)

y(k - 1)(t)
=

a0k
\lambda 0  - 1

, k = 1, 4, де a0k = (4 - k)\lambda 0 + k  - 3, (2.5)

\pi \omega (t) =

\left\{   t, якщо \omega = +\infty ,

t - \omega , якщо \omega < +\infty .
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Для того щоб сформулювати отриманi для рiвняння (2.1) результати, введемо необхiднi
для цього позначення. Покладемо

\mu 0 = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\varphi \prime (y), \nu 0 = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y0, \nu 1 =

\left\{   1, якщо \Delta Y0 = [y0, Y0[,

 - 1, якщо \Delta Y0 = ]Y0, y0],
(2.6)

i введемо функцiї

J0(t) =

t\int 
A0

\pi 3\omega (\tau )p0(\tau ) d\tau , \Phi (y) =

y\int 
B

ds

\varphi (s)
, (2.7)

де

A0 =

\left\{       
\omega , якщо

\int \omega 

a
\pi 3\omega (\tau )p0(\tau ) d\tau < +\infty ,

a, якщо
\int \omega 

a
\pi 3\omega (\tau )p0(\tau ) d\tau = +\infty ,

B =

\left\{         
Y0, якщо

\int Y0

y0

ds

\varphi (s)
= \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t},

y0, якщо
\int Y0

y0

ds

\varphi (s)
= \pm \infty .

З урахуванням означення 2.1 зауважимо, що числа \nu 0 i \nu 1 визначають знаки P\omega (Y0, \lambda 0)-
розв’язку i його першої похiдної в деякому лiвому околi \omega . При цьому зрозумiло, що
умови

\nu 0\nu 1 < 0 при Y0 = 0, \nu 0\nu 1 > 0 при Y0 = \pm \infty (2.8)

є необхiдними для iснування таких розв’язкiв.
Зазначимо також деякi властивостi функцiї \Phi . Вона неперервно диференцiйовна i збе-

рiгає знак на промiжку \Delta Y0 , прямує або до нуля, або до \pm \infty при y \rightarrow Y0, є зростаючою
на \Delta Y0 , оскiльки на цьому промiжку \Phi \prime (y) =

1

\varphi (y)
> 0. Тому для неї iснує неперервно

диференцiйовна зростаюча обернена функцiя \Phi  - 1 : \Delta Z0  - \rightarrow \Delta Y0 , де

Z0 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\Phi (y) =

\left\{   або 0,

або \pm \infty ,

\Delta Z0 =

\left\{   [z0, Z0[, якщо \Delta Y0 = [y0, Y0[,

]Z0, z0], якщо \Delta Y0 = ]Y0, y0],
z0 = \Phi (y0),

(2.9)

для якої

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow Z0
z\in \Delta Z0

\Phi  - 1(z) = Y0. (2.10)

Враховуючи (1.2), з використанням правила Лопiталя у формi Штольца будемо мати

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\Phi (y)
1

\varphi \prime (y)

=

1

\varphi (y)

 - \varphi \prime \prime (y)

\varphi \prime 2(y)

=  - \varphi \prime 2(y)

\varphi \prime \prime (y)\varphi (y)
=  - 1.
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Звiдси випливає, що

\Phi (y) \sim  - 1

\varphi \prime (y)
при y \rightarrow Y0, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\Phi (y) =  - \mu 0. (2.11)

З урахуванням асимптотичного спiввiдношення з (2.11) також знаходимо, що

\Phi \prime (y)

\Phi (y)
\sim  - \varphi 

\prime (y)

\varphi (y)
,

\Phi \prime \prime (y)

\Phi \prime (y)
\sim  - \varphi 

\prime (y)

\varphi (y)
при y \rightarrow Y0,

i тому
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\Phi \prime \prime (y)\Phi (y)

\Phi \prime 2(y)
= 1.

Тодi за лемою 1.4 функцiя \Phi (y) та її похiдна належать до класу \Gamma (Y0, Z0) з доповнюючою
функцiєю g(y), яку визначаємо однозначно з точнiстю до еквiвалентних при y \rightarrow Y0
функцiй i за одну з них можна обрати одну з функцiй\int y

Y
\Phi (x) dx

\Phi (y)
\sim \Phi (y)

\Phi \prime (y)
\sim \Phi \prime (y)

\Phi \prime \prime (y)
\sim  - p \varphi (y)

\varphi \prime (y)
,

де Y визначено у лемi 1.1.
Крiм того, з (2.11) з урахуванням (1.3) i введених позначень маємо

y

\varphi (y)\Phi (y)
\sim  - y\varphi 

\prime (y)

\varphi (y)
 - \rightarrow \pm \infty при y \rightarrow Y0, (2.12)

де знак нескiнченностi визначається знакомчисла  - \nu 0\mu 0. Також, враховуючи (2.10) i (2.11),
отримуємо, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow Z0
z\in \Delta Z0

z
\bigl( 
\varphi (\Phi  - 1(z)

\bigr) \prime 
\varphi (\Phi  - 1(z))

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow Z0
z\in \Delta Z0

z\varphi \prime (\Phi  - 1(z)\varphi (\Phi  - 1(z)

\varphi (\Phi  - 1(z)

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow Z0
z\in \Delta Z0

z\varphi \prime (\Phi  - 1(z)) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\Phi (y)\varphi \prime (y) =  - 1.

Отже, за лемою 1.5 функцiя \varphi 
\bigl( 
\Phi  - 1(z)

\bigr) 
є правильно змiнною функцiєю порядку  - 1 при

z \rightarrow Z0 i тому її можна записати у виглядi

\varphi 
\bigl( 
\Phi  - 1(z)

\bigr) 
=
L(z)

z
, (2.13)

де L : \Delta Z0  - \rightarrow \BbbR — повiльно змiнна функцiя при z \rightarrow Z0. Аналогiчно з використанням
першої з умов (1.3) встановлюємо, що функцiя \varphi \prime \bigl( \Phi  - 1(z)

\bigr) 
також є правильно змiнною

функцiєю порядку  - 1 при z \rightarrow Z0.

Далi, при \lambda 0 \in \BbbR \setminus 
\biggl\{ 
0,

1

2
,
2

3
, 1

\biggr\} 
уведемо додатковi допомiжнi позначення

K(\lambda 0) =
(\lambda 0  - 1)3

\lambda 0(2\lambda 0  - 1)
, Y (t) = \Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t)),
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q(t) =
Y \prime (t)

\alpha 0J3(t)
, H(t) =

Y (t)\varphi \prime (Y (t))

\varphi (Y (t))
,

J1(t) =

t\int 
A1

p0(\tau )\varphi (Y (\tau )) d\tau , Ji(t) =

t\int 
Ai

Ji - 1(\tau )d\tau , i = 2, 3,

де

A1 =

\left\{         
a0, якщо

\int \omega 

a0

p0(\tau )\varphi (Y (\tau ))) d\tau = +\infty ,

\omega , якщо
\int \omega 

a0

p0(\tau )\varphi (Y (\tau ))) d\tau < +\infty ,

a0 \in [a, \omega [,

Ai =

\left\{         
a0, якщо

\int \omega 

a0

Ji - 1(\tau )d\tau = +\infty ,

\omega , якщо
\int \omega 

a0

Ji - 1(\tau )d\tau < +\infty .

i = 2, 3.

Для рiвняння (2.1) справедливi такi результати.
Теорема 2.1. Нехай \lambda 0 \in \BbbR \setminus 

\biggl\{ 
0,

1

2
,
2

3
, 1

\biggr\} 
. Для iснування P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв диферен-

цiального рiвняння (2.1) необхiдно, щоб виконувалися нерiвностi

\alpha 0\nu 0\lambda 0(2\lambda 0  - 1)(3\lambda 0  - 2) > 0, \alpha 0\nu 1K(\lambda 0)\pi \omega (t) > 0 при t \in ]a, \omega [ (2.14)

i умови

\alpha 0\mu 0K(\lambda 0)J0(t) < 0 при t \in ]a, \omega [, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\pi \omega (t)J
\prime 
0(t)

J0(t)
= \pm \infty , (2.15)

\alpha 0K(\lambda 0)J0(t) \subset \Delta Z0 при t \in [t1, \omega [ (t1 \in [a, \omega ]), Z0 = \alpha 0K(\lambda 0) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

J0(t), (2.16)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

H(t) = \pm \infty , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\pi \omega (t)J
\prime 
1(t)

J1(t)
=

1

\lambda 0  - 1
, (2.17)

де знак нескiнченностi у (2.15) визначено знаком числа  - \alpha 0\mu 0K(\lambda 0), а у (2.17) — знаком
числа \nu 0\mu 0, причому кожний такий розв’язок допускає при t \uparrow \omega асимптотичнi зображення

y(t) = Y (t)

\biggl[ 
1 +

o(1)

H(t)

\biggr] 
, y(k)(t) = \alpha 0J4 - k(t)[1 + o(1)], k = 1, 2, 3. (2.18)

Теорема 2.2. Нехай \lambda 0 \in \BbbR \setminus 
\biggl\{ 
0,

1

2
,
2

3
, 1

\biggr\} 
, p0 : [a, \omega [  - \rightarrow ]0,+\infty [ — неперервна функцiя i

виконуються умови (2.15) – (2.17). Нехай, крiм того, виконуються граничнi спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) \prime 

\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) 2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
3
4
= 0, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\uparrow \omega 
(1 - q(t))| H(t)| 

3
4 = 0. (2.19)
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Тодi у випадку, коли \alpha 0\mu 0 =  - 1, диференцiальне рiвняння (2.1) має двопараметричну сiм’ю
P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв, кожний з яких задовольняє при t \uparrow \omega асимптотичнi зображення

y(t) = Y (t)

\biggl[ 
1 +

o(1)

H(t)

\biggr] 
, y(k)(t) = \alpha 0J4 - k(t)

\Biggl[ 
1 +

o(1)

| H(t)| 
4 - k
4

\Biggr] 
, k = 1, 2, 3. (2.20)

Теорема 2.3. Нехай \lambda 0 \in \BbbR \setminus 
\biggl\{ 
0,

1

2
,
2

3
, 1

\biggr\} 
, p0 : [a, \omega [  - \rightarrow ]0,+\infty [ — неперервно дифе-

ренцiйовна функцiя i виконуються умови (2.15) – (2.17). Нехай, крiм того, разом iз першим
граничним спiввiдношенням (2.19) виконується спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\pi \omega (t)q
\prime (t)| H(t)| 

1
2 = 0. (2.21)

Тодi у випадку, коли \alpha 0\mu 0 =  - 1, диференцiальне рiвняння (2.1) має двопараметричну сiм’ю
P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв, кожний з яких допускає при t \uparrow \omega асимптотичнi зображення

y(t) = Y (t)

\biggl[ 
1 +

o(1)

H(t)

\biggr] 
, y(k)(t) = \alpha 0J4 - k(t)

\Biggl[ 
q(t) +

o(1)

| H(t)| 
4 - k
4

\Biggr] 
, k = 1, 2, 3. (2.22)

Зауваження 2.1. У теоремi 2.1 нерiвностi (2.14) визначають знаки P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язку
i його першої похiдної у деякому лiвому околi \omega , а також згiдно з (2.8) значення Y0.
Умови (2.15) дозволяють визначити границю iнтегрування функцiї J0 i той факт (згiдно
з лемою 1.5), що J0 є швидко змiнною функцiєю при t \uparrow \omega . Умови (2.16) визначають
для P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язку множину значень функцiї \Phi (y(t)) при t \in [t0, \omega [. Умови (2.17)
для функцiї \varphi 

\bigl( 
\Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t))

\bigr) 
дозволяють пiдтвердити, що розглядуваний розв’язок

рiвняння (2.1) iз асимптотичними зображеннями (2.18) дiйсно є P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язком.
Зауваження 2.2. У теоремi 2.2 друга з граничних умов (2.19) є достатньо жорсткою. У

теоремi 2.3 її замiнено на менш жорстку умову (2.21).
3. Деякi допомiжнi твердження.

Лема 3.1. Нехай при \lambda 0 \in \BbbR \setminus 
\biggl\{ 
0,

1

2
,
2

3
, 1

\biggr\} 
виконуються умови (2.14) – (2.17). Тодi спра-

ведливi спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\pi \omega (t)J
\prime 
2(t)

J2(t)
=

\lambda 0
\lambda 0  - 1

, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\pi \omega (t)J
\prime 
3(t)

J3(t)
=

2\lambda 0  - 1

\lambda 0  - 1
, (3.1)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

q(t) = 1, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\alpha 0\pi \omega (t)J3(t)

Y (t)
=

3\lambda 0  - 2

\lambda 0  - 1
. (3.2)

Доведення. Покладаючи
x0(t) =

\pi \omega (t)J
\prime 
2(t)

J2(t)
,

будемо мати

x\prime 0(t) =
J \prime 
2(t)

J2(t)
+
\pi \omega (t)J

\prime 
1(t)

J2(t)
 - \pi \omega (t)

\biggl( 
J \prime 
2(t)

J2(t)

\biggr) 2
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=
1

\pi \omega (t)

\Biggl[ 
\pi \omega (t)J

\prime 
2(t)

J2(t)
+
\pi \omega (t)J

\prime 
2(t)

J2(t)

\pi \omega (t)J
\prime 
1(t)

J1(t)
 - 
\biggl( 
\pi \omega (t)J

\prime 
2(t)

J2(2)

\biggr) 2\Biggr] 
,

тобто введена функцiя x0(t) є визначеним у деякому лiвому околi \omega розв’язком диферен-
цiального рiвняння

x\prime = f(t, x) (3.3)

де
f(t, x) =

1

\pi \omega (t)

\biggl( 
x+ x

\pi \omega (t)J
\prime 
1(t)

J1(t)
 - x2

\biggr) 
.

Для цього рiвняння розглянемо функцiю

f(t, c) =
1

\pi \omega (t)

\biggl( 
c - c

\pi \omega (t)J
\prime 
1(t)

J1(t)
 - c2

\biggr) 
,

де c —дiйсна стала. Згiдно з другою з умов (2.17) ця функцiя при кожному значеннi c \in \BbbR 
за виключенням дiйсних коренiв алгебраїчного рiвняння

c+ c
1

\lambda 0  - 1
 - c2 = 0

зберiгає знак у деякому лiвому околi \omega . Тодi на пiдставi леми 2.1 з [6] для кожного розв’язку
диференцiального рiвняння (3.3), визначеного у лiвому околi \omega , а тому i для функцiї x0(t),
iснує скiнченна або нескiнченна границя при t \uparrow \omega . Покажемо, що нескiнченою вона бути
не може. Дiйсно, у супротивному випадку iснує визначений у лiвому околi \omega розв’язок
x(t) диференцiального рiвняння (3.3), який має нескiнченну границю при t \uparrow \omega . Для
цього розв’язку згiдно з виглядом (3.3) i другою з умов (2.17) виконується асимптотичне
спiввiдношення

x\prime (t) =  - x2(t)

\pi \omega (t)
[1 + o(1)] при t \uparrow \omega 

або
x\prime (t)

x2(t)
=  - 1

\pi \omega (t)
[1 + o(1)] при t \uparrow \omega .

Iнтегруючи це спiввiдношення на промiжку вiд t0 до t, одержуємо

 - 1

x(t)
=

1

x(t0)
=  - \mathrm{l}\mathrm{n} | \pi \omega (t)| [1 + o(1)] при t \uparrow \omega .

Тут вираз, що стоїть злiва, згiдно з припущенням прямує до сталої при t \uparrow \omega , а справа —
до нескiнченностi, чого бути не може. Отже, для кожного розв’язку диференцiального
рiвняння (3.3), визначеного у лiвому околi \omega , а тому i для x0(t), iснує скiнченна границя
при t \uparrow \omega .

Знаменник функцiї x0 прямує або до \pm \infty , або до 0 при t \uparrow \omega , причому у другому
випадку згiдно з тiльки що доведеним чисельник функцiї x0 також прямує до 0 при
t \uparrow \omega . Таким чином, для знаходження границi функцiї x0 при t \uparrow \omega у першому випадку
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можемо скористатися правилом Лопiталя у формi Штольца, а у другому — просто пра-
вилом Лопiталя, i тому з урахуванням другої з умов (2.17) отримаємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\pi \omega (t)J
\prime 
2(t)

J2(t)
= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\uparrow \omega 

(\pi \omega (t)J
\prime 
2(t))

\prime 

J \prime 
2(t)

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

J \prime 
2(t) + \pi \omega (t)J

\prime \prime 
2 (t)

J \prime 
2(t)

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\biggl[ 
1 +

\pi \omega (t)J
\prime 
1(t)

J1(t)

\biggr] 
= 1 +

1

\lambda 0  - 1
=

\lambda 0
\lambda 0  - 1

,

тобто справджується перша з граничних умов (3.1).
Далi, використовуючи отримане граничне спiввiдношення, аналогiчно з попереднiм

встановлюємо справедливiсть другої з граничних умов (3.1).
Доведемо тепер справедливiсть першої з умов (3.2). Оскiльки

q(t) =
Y \prime (t)

\alpha 0J3(t)
=

\bigl( 
\Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0J0(t)

\bigr) \prime 
\alpha 0J3(t)

=
\varphi (\Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t)))\alpha 0K(\lambda 0)p0(t)\pi 

3
\omega (t)

\alpha 0J3(t)

i згiдно з (3.1) та другою з умов (2.17)

J3(t) =
J3(t)

J2(t)

J2(t)

J1(t)

J1(t)

J \prime 
1(t)

J \prime 
1(t) =

J3(t)

J \prime 
3(t)

J2(t)

J \prime 
2(t)

J1(t)

J \prime 
1(t)

J \prime 
1(t)

\sim (\lambda 0  - 1)3

(2\lambda 0  - 1)\lambda 0
\pi 3\omega (t)p0(t)\varphi 

\bigl( 
\Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t))

\bigr) 
при t \uparrow \omega ,

то q(t) \sim 1 при t \uparrow \omega , тобто виконується перша з граничних умов (3.2).
Розглянемо функцiю

x1(t) =
Y (t)

\alpha 0\pi \omega (t)J3(t)
.

Тут згiдно з умовами (3.1) i властивостями функцiї \Phi чисельник зберiгає знак у деякому
лiвому околi \omega i прямує або до 0, або до \pm \infty при t \uparrow \omega . Покажемо, що знаменник теж має
таку властивiсть. Покладаючи \psi (t) = \pi \omega (t)J3(t) i враховуючи другу з умов (3.1), будемо
мати

\psi \prime (t) = J3(t) + \pi \omega (t)J
\prime 
3(t) = J3(t)

\biggl[ 
1 +

\pi \omega (t)J
\prime 
3(t)

J3(t)

\biggr] 

= \psi (t)

\biggl[ 
1 +

2\lambda 0  - 1

\lambda 0  - 1
+ o(1)

\biggr] 
= \psi (t)

\biggl[ 
3\lambda 0  - 2

\lambda 0  - 1
+ o(1)]

\biggr] 
при t \uparrow \omega ,

звiдки одержуємо
\psi \prime (t)

\psi (t)
=

1

\pi \omega (t)

\biggl[ 
3\lambda 0  - 2

\lambda 0  - 1
+ o(1)]

\biggr] 
при t \uparrow \omega .

Iнтегруючи це спiввiдношення, отримаємо

\mathrm{l}\mathrm{n} | \psi (t)| = \mathrm{l}\mathrm{n} | \pi \omega (t)
\biggl[ 
3\lambda 0  - 2

\lambda 0  - 1
+ o(1)]

\biggr] 
при t \uparrow \omega .
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Тут права частина прямує до нескiнченностi при t \uparrow \omega , а функцiя \psi прямує або до 0, або
до \pm \infty при t \uparrow \omega . Тому для визначення границi функцiї x1 при t \uparrow \omega може бути засто-
совано правило Лопiталя у формi Штольца. При цьому з урахуванням першої з умов (3.2)
дiстанемо, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

x1(t) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

Y \prime (t)

\alpha 0(\pi \omega (t)J3(t))\prime 
= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\uparrow \omega 

Y \prime (t)

\alpha 0J3(t)

\biggl[ 
3\lambda 0  - 2

\lambda 0  - 1
+ o(1)

\biggr] =
\lambda 0  - 1

3\lambda 0  - 2

i тому справджується друга з граничних умов (3.2).
Лему 3.1 доведено.
Лема 3.2. Якщо для функцiї

z(y) =

\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) \prime 

\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) 2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
3
4

iснує скiнченна або рiвна \pm \infty границя, то цiєю границею може бути лише нуль, тобто

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) \prime 

\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) 2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
3
4
= 0. (3.4)

Доведення. Припустимо супротивне. Тодi виконується спiввiдношення\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) \prime 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
5
4

=
z(y)

| y| 
3
4

,

в якому

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

z(y) =

\left\{   або \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} \not = 0,

або \pm \infty .
(3.5)

Iнтегруючи це спiввiдношення на промiжку вiд y0 до y, де y0, y \in \Delta Y0 , одержуємо

\mu 0

\left(  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 
1
4
 - 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \varphi \prime (y0)

\varphi (y0)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 
1
4

\right)  =

y\int 
y0

z(s)

| s| 
3
4

ds. (3.6)

Далi, розглянемо два можливi випадки.

1) Припустимо спочатку,що
\int Y0

y0

z(s)

| s| 
3
4

ds = \pm \infty . Уцьому випадку (3.6) можна записати
у виглядi

\mu 0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 
1
4
=

\int y

y0

z(s)

| s| 
3
4

ds

| y| 
1
4

[1 + o(1)] при y \rightarrow Y0. (3.7)
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Згiдно з правилом Лопiталя у формi Штольца

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\int y

y0

z(s)

| s| 
3
4

ds

| y| 
1
4

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

4\nu 0z(y)

i тому на пiдставi (3.5) права частина в (3.7) прямує або до сталої, вiдмiнної вiд нуля, або
до нескiнченностi при y \rightarrow Y0. До того ж згiдно з другою з умов (3.1) лiва частина в (3.7)
прямує до нуля при y \rightarrow Y0, тобто отримуємо суперечнiсть.

2) Нехай тепер
\int Y0

y0

z(s)

| s| 
3
4

ds = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}, що можливо лише при Y0 = 0. У цьому випадку з

(3.6) маємо

\mu 0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 
1
4
= c+

y\int 
0

z(s)

| s| 
3
4

ds,

де c — дiйсна стала. Покажемо, що c = 0. Якщо це не так, то маємо спiввiдношення
\varphi \prime (y)

\varphi (y)
= c1 + o(1) при y \rightarrow 0, де c1 \not = 0,

з якого випливає, що
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow 0

y\in \Delta Y0

y\varphi \prime (y)

\varphi (y)
= 0.

Проте це суперечить другiй iз умов (1.3).
Таким чином, у випадку 2) маємо

\mu 0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 
1
4
=

y\int 
0

z(s)

| s| 
3
4

ds,

звiдки знаходимо, що

\mu 0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 
1
4
=

\int y

0

z(s)

| s| 
3
4

ds

| y| 
1
4

.

Тут границя при y \rightarrow 0 правої частини на пiдставi правила Лопiталя i (3.5) є або вiд-
мiнною вiд нуля сталою, або дорiвнює \pm \infty , а лiвої частини згiдно з другою з умов (1.3)
дорiвнює нулю. Отриманi суперечностi у кожному з розглянутих двох можливих випадкiв
свiдчать про те, що припущення щодо ненульової границi функцiї z(y) при y \rightarrow Y0 було
не правильним i тому справджується гранична умова (3.4).

Лему 3.2 доведено.
4. Доведення основних результатiв. Доведення теореми 2.1. Нехай \lambda 0 \in \BbbR \setminus 

\biggl\{ 
0,

1

2
,
2

3
, 1

\biggr\} 
i y : [t0, \omega [  - \rightarrow \Delta Y0 — P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язок диференцiального рiвняння (2.1). Тодi згiдно з
(2.1), умовами (2.4), (2.5) i введеними позначеннями маємо

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y(t) = \nu 0, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y\prime (t) = \nu 1, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y\prime \prime (t) = \alpha 0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\lambda 0,

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y\prime \prime \prime (t) = \alpha 0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} [(\lambda 0  - 1)\pi \omega (t)], \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y(4)(t) = \alpha 0.
(4.1)
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При цьому, як було встановлено, виконується умова (2.8).
Крiм того, з (2.5) випливає, що

y(4)(t) =
y(4)(t)

y\prime \prime \prime (t)

y\prime \prime \prime (t)

y\prime \prime (t)

y\prime \prime (t)

y\prime (t)

y\prime (t)

y(t)
y(t) \sim \lambda 0(2\lambda 0  - 1)(3\lambda 0  - 2)

(\lambda 0  - 1)4
y(t)

\pi 4\omega (t)
при t \uparrow \omega ,

y(4)(t) =
y(4)(t)

y\prime \prime \prime (t)

y\prime \prime \prime (t)

y\prime \prime (t)

y\prime \prime (t)

y\prime (t)
y\prime (t) \sim \lambda 0(2\lambda 0  - 1)

(\lambda 0  - 1)3
y\prime (t)

\pi 3\omega (t)
при t \uparrow \omega 

i тому з (2.1) одержуємо

y(t)

\varphi (y(t)
=

\alpha 0(\lambda 0  - 1)4

\lambda 0(2\lambda 0  - 1)(3\lambda 0  - 2)
\pi 4\omega (t)p0(t)[1 + o(1)] при t \uparrow \omega (4.2)

i

y\prime t)

\varphi (y(t)
=
\alpha 0(\lambda 0  - 1)3

\lambda 0(2\lambda 0  - 1)
\pi 3\omega (t)p0(t)[1 + o(1)] при t \uparrow \omega . (4.3)

З цих спiввiдношень, зокрема, отримуємо знаковi умови

\nu 0 = \alpha 0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} [\lambda 0(2\lambda 0  - 1)(3\lambda 0  - 2)],

\nu 1 = \alpha 0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} [\lambda 0(\lambda 0  - 1)(2\lambda 0  - 1)\pi \omega (t)].

Тодi виконуються нерiвностi (2.14), а також справджується рiвнiсть

\nu 0\nu 1 = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} (\lambda 0  - 1)(3\lambda 0  - 2)\pi \omega (t)],

яка згiдно з (2.8) дозволяє визначити Y0.
Далi, iнтегруючи асимптотичне спiввiдношення (4.3) на промiжку вiд t0 до t, знаходимо

y(t)\int 
y((t0)

ds

\varphi (s)
=
\alpha 0(\lambda 0  - 1)3

\lambda 0(2\lambda 0  - 1)

t\int 
t0

\pi 3\omega (\tau )p0(\tau )[1 + o(1)] d\tau .

Звiдси з урахуванням (2.3) i правила обрання границь iнтегрування A0 i B у функцiях (2.7)
одержуємо, що

y(t)\int 
B

ds

\varphi (s)
=
\alpha 0(\lambda 0  - 1)3

\lambda 0(2\lambda 0  - 1)

t\int 
A

\pi 3\omega (\tau )p0(\tau ) d\tau [1 + o(1)] при t \uparrow \omega ,

тобто

\Phi (y(t)) = \alpha 0K(\lambda 0)J0(t)[1 + o(1)] при t \uparrow \omega . (4.4)

З цього спiввiдношення згiдно з (2.3) i властивостями функцiї \Phi (2.9), (2.11) випливають
нерiвнiсть iз (2.15) i друга з умов (2.16). Крiм того, з (4.2) i (4.4), враховуючи (2.3) i (2.12),
будемо мати
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\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\pi \omega (t)J
\prime 
0(t)

J0(t)
= \pm \infty ,

де знак нескiнченностi визначено знаком числа  - \alpha 0\mu 0K(\lambda 0).
Таким чином, виконується друга з умов (2.15).
Права частина в (4.4) на пiдставi (2.3) належить множинi значень функцiї \Phi (y(t)) при

t \in [t0, \omega [, тобто

\alpha 0K(\lambda 0)J0(t)[1 + o(1)] \subset \Delta Z0 при t \in [t0, \omega [, (4.5)

i тому з урахуванням другої з умов (2.16) приходимо до висновку про iснування t1 \in [t0, \omega [
такого, що виконується перша з умов (2.16).

На додаток, враховуючи iснування для функцiї \Phi : \Delta Y0  - \rightarrow \Delta Z0 оберненої функцiї \Phi  - 1 :
\Delta Z0  - \rightarrow \Delta Y0 , з (4.4) отримуємо, що

y(t) = \Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t)[1 + o(1)]) при t \in [t1, \omega [. (4.6)

Оскiльки, як було встановлено вище, \Phi (y) \in \Gamma (Y0, Z0) iз доповнюючою функцiєю g(y) =

 - \varphi (y)

\varphi \prime (y)
i виконуються умови (2.16), то на пiдставi леми 1.3 маємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t)[1 + o(1)]) - \Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t))

 - 
\varphi 
\bigl( 
\Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t))

\bigr) 
\varphi \prime (\Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t)))

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow Z0
z\in \Delta Z0

\Phi  - 1(z[1 + o(1)]) - \Phi  - 1(z)

 - 
\varphi 
\bigl( 
\Phi  - 1(z))

\bigr) 
\varphi \prime (\Phi  - 1(z)))

= 0,

звiдки знаходимо, що

\Phi  - 1(\alpha 0K(\lambda 0)J0(t)[1 + o(1)]) = Y (t) +
\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
o(1) при t \uparrow \omega 

i тому (4.6) можна записати у виглядi

y(t) = Y (t) +
\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
o(1) при t \uparrow \omega ,

з якого отримуємо перше з асимптотичних спiввiдношень (2.18). У цьому спiввiдношеннi
функцiя H згiдно з (2.16), (2.10) i (1.3) задовольняє першу з умов (2.17), у якiй знак
нескiнченностi визначається знаком числа \nu 0\mu 0, i тому воно також може бути записане у
виглядi

y(t) = Y (t)[1 + o(1)] при t \uparrow \omega . (4.7)

Оскiльки, крiм того, функцiя \varphi 
\bigl( 
\Phi  - 1(z)

\bigr) 
є правильно змiнною порядку  - 1 при z \rightarrow Z0,

тобто допускає зображення вигляду (2.13), то з урахуванням (2.16) i теореми про рiвномiрну
збiжнiсть для повiльно змiнних функцiй (див., наприклад, [12, p. 6], Ch. 1, Theorem 1.2)
будемо також мати

\varphi (Y (t))[1 + o(1)]) = \varphi (Y (t))[1 + o(1)] при t \uparrow \omega . (4.8)
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Тодi, пiдставляючи (4.6) у праву частину рiвняння (2.1), одержимо

y(4)(t) = \alpha 0p0(t)\varphi (Y (t))[1 + o(1)] при t \uparrow \omega . (4.9)

Iнтегруючи це асимптотичне спiввiдношення на промiжку вiд t1 до t, з урахуванням
перших з умов (2.4) i правила обрання границi iнтегрування A1 у функцiї J1(t) одержимо
асимптотичне спiввiдношення

y\prime \prime \prime (t) = \alpha 0J1(t)[1 + o(1)] при t \uparrow \omega , (4.10)

тобто справджується друге з асимптотичних спiввiдношень (2.18) при k = 3. Звiдси з
урахуванням умов (2.4) i правила обрання границь iнтегрування A2 i A3 у функцiях J2
i J3 у такий же спосiб встановлюємо справедливiсть других iз асимптотичних спiввiдно-
шень (2.18) при k = 2 i k = 1. До того ж, з (4.8) i (4.9) маємо

\pi \omega (t)y
(4)(t)

y\prime \prime \prime (t)
=
\pi \omega (t)J

\prime 
1(t)

J1(t)

i тодi згiдно з (2.5) при k = 4 виконується друга з умов (2.17).
Теорему 2.1 доведено.
Доведення теореми 2.2. Нехай \lambda 0 \in \BbbR \setminus 

\biggl\{ 
0,

1

2
,
2

3
, 1

\biggr\} 
i виконуються умови (2.14) – (2.17).

Доведемо, що у цьому випадку при \alpha 0\mu 0 =  - 1 диференцiальне рiвняння (2.1) має хоча б
один розв’язок, що задовольняє при t \uparrow \omega асимптотичнi спiввiдношення (2.18), i визначимо
кiлькiсть таких розв’язкiв.

Покладаючи

y(t) = Y (t)

\biggl[ 
1 +

y1(t)

H(t)

\biggr] 
,

y(k)(t) = \alpha 0J4 - k(t)[1 + yk+1(t)], k = 1, 2, 3,

(4.11)

зведемо рiвняння (2.1) до системи диференцiальних рiвнянь

y\prime 1 = \alpha 0J3(t)
\varphi \prime (Y (t))

\varphi (Y (t))
[1 - q(t) + h(t)q(t)y1 + y2],

y\prime 2 =
J \prime 
3(t)

J3(t)
(y3  - y2),

y\prime 3 =
J \prime 
2(t)

J2(t)
(y4  - y3),

y\prime 4 =
J \prime 
1(t)

J1(t)

\left[     - 1 - y4 + (1 + r(t))

\varphi 

\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
y1

\biggr) 
\varphi (Y (t))

\right]    ,
де

h(t) =

\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) \prime 

\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) 2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
y=Y (t)

.
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Цюсистему рiвнянь будемо розглядати намножинi \Omega = [t1, \omega [\times D, де D =

\biggl\{ 
(y1, y2, y3, y4) \in 

\BbbR 4 : | yi| \leq 
1

2
, i = 1, . . . , 4)

\biggr\} 
i число t1 \in [a, \omega [ обрано з урахуванням умов (2.16) таким

чином, що
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
y1 \subset \Delta Y0 при t \in [t1, \omega [ i | y1| \leq 

1

2
.

На цiй множинi правi частини системи неперервнi i мають неперервнi частиннi похiднi
до другого порядку включно за змiнними yi, i = 1, . . . , 4. Використовуючи останнiй факт,
уточнимо вигляд четвертого рiвняння системи. Покладаючи

R(t, y1) = (1 + r(t))

\left[    \varphi 
\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
y1

\biggr) 
\varphi (Y (t))

 - 1 - y1

\right]    , (4.12)

запишемо це рiвняння у виглядi

y\prime 4 =
J \prime 
1(t)

J1(t)
[r(t) + (1 + r(t))y1  - y4 +R(t, y1)] (4.13)

i визначимо властивостi нелiнiйного доданка R.
По-перше, зауважимо, що R(t, 0) \equiv 0 при t \in [t1, \omega [ i

R\prime 
y1(t, y1) = (1 + r(t))

\left[    \varphi 
\prime 
\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
y1

\biggr) 
\varphi \prime (Y (t))

 - 1

\right]    .

Оскiльки \varphi \prime (y) \in \Gamma (Y0, Z0) з доповнюючою функцiєю g(y) =  - \varphi (y)

\varphi \prime (y)
, то з урахуванням

умов (2.16) згiдно з лемою 1.1 маємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\varphi \prime 
\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
y1

\biggr) 
\varphi \prime (Y (t))

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \delta Y0

\varphi \prime 
\biggl( 
y +

\varphi (y)

\varphi \prime (y)
y1

\biggr) 
\varphi \prime (y)

= e - y1 \forall y1 \in 
\biggl[ 
 - 1

2
,+

1

2

\biggr] 
.

Звiдси з урахуванням леми 1.2 випливає, що

R\prime 
y1(t, y) = (1 + r(t))

\bigl[ 
e - y1(1 + r1(t, y1)) - 1

\bigr] 
,

де \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t\uparrow \omega r1(t, y1) = 0 рiвномiрно при y1 \in 
\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr] 
. Тому для числа \varepsilon = 1 iснують числа

t2 \in [t1, \omega [ i \delta 0 \in 
\biggr] 
0,

1

2

\biggr] 
такi, що

\bigm| \bigm| R\prime 
y1(t, y1)

\bigm| \bigm| \leq 1 при t \in [t2, \omega [ i | y1| \leq \delta 0.
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Отже, функцiя R на множинi [t2, \omega [ \times D10, D10 = \{ y1 \in \BbbR : | y1| < | \delta 0| \} , задовольняє
оцiнку зi сталою Лiпшица L = 1. З цiєї умови з урахуванням тотожностi R(t, 0) \equiv 0
безпосередньо випливає оцiнка

| R(t, y1)| \leq | y1| (4.14)

на множинi [t2, \omega [\times D10.
Далi, отримаємо бiльш важливу оцiнку для функцiї R.
Оскiльки при фiксованому t за формулою Тейлора по змiннiй y1 в околi нуля з залиш-

ковим членом у формi Лагранжа

\varphi 

\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
y1

\biggr) 
= \varphi (Y (t)) + \varphi (Y (t))y1

+
1

2
\varphi \prime \prime 

\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
\xi 

\biggr) 
\varphi 2(Y (t)

\varphi \prime 2(Y (t))
y21,

де | \xi | < | y1| , то з (4.11) будемо мати

R(t, y1) = (1 + r(t))
1

2
\varphi \prime \prime 

\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
\xi 

\biggr) 
\varphi (Y (t)

\varphi \prime 2(Y (t))
y21.

Тут згiдно з (2.16) i другою з умов (1.2)

\varphi \prime \prime 
\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
\xi 

\biggr) 
=

\varphi \prime 2
\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
\xi 

\biggr) 
\varphi 

\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
\xi 

\biggr) [1 + r2(t, y1],

де \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t\uparrow \omega r2(t, y1) = 0 рiвномiрно при y1 \in 
\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr] 
, i тому попереднє спiввiдношення

можна записати у виглядi

R(t, y1) = [1 + r(t)][1 + r2(t, y1)]
1

2

\varphi \prime 2
\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
\xi 

\biggr) 
\varphi \prime 2(Y (t))

\varphi (Y (t))

\varphi 

\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t))

\varphi \prime (Y (t))
\xi 

\biggr) y21.

Звiдси з огляду на те, що функцiї \varphi (y), \varphi \prime (y) належать до \Gamma (Y0, Z0) з доповнюючою
функцiєю g(y) =  - \varphi (y)

\varphi \prime (y)
, з використанням умов (2.16) i лем 1.1 i 1.2 будемо мати

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\varphi \prime 
\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t)

\varphi \prime (Y (t))
\xi 

\biggr) 
\varphi \prime (Y (t))

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\varphi \prime 
\biggl( 
y +

\varphi (y)

\varphi \prime (y)
\xi 

\biggr) 
\varphi \prime (y)

= e - \xi ,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\varphi 

\biggl( 
Y (t) +

\varphi (Y (t)

\varphi \prime (Y (t)
\xi 

\biggr) 
\varphi (Y (t))

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow Y0
y\in \Delta Y0

\varphi 

\biggl( 
y +

\varphi (y)

\varphi \prime (y)
\xi 

\biggr) 
\varphi (y)

= e - \xi 
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рiвномiрно при y1 \in 
\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr] 
, i тому одержимо

R(t, y1) = [1 + r(t)][1 + r2(t, y1)]
1

2

\Bigl[ 
e - \xi [1 + r3(t, y1)

\Bigr] 
y21,

де \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t\uparrow \omega r3(t, y1) = 0 рiвномiрно при y1 \in 
\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr] 
. Оскiльки e - \xi  - \rightarrow 1 при y1  - \rightarrow 0, то

для числа \varepsilon = 2 iснують числа t3 \in [t1, \omega [ i \delta 1 \in 
\biggr] 
0,

1

2

\biggr] 
такi, що

\bigm| \bigm| \bigm| [1 + r(t)][1 + r2(t, y1)]e
 - \xi [1 + r3(t, y1)]

\bigm| \bigm| \bigm| \leq \varepsilon = 2 при t \in [t3, \omega [ i | y1| \leq \delta 1| ,

i тодi на множинi [t3, \omega [\times D11, де D11 = \{ y1 \in \BbbR : | y1| < \delta 1\} , будемо мати оцiнку

| R(t, y1)| \leq | y1| 2. (4.15)

Далi, покладаючи
t0 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ t2, t3\} , \delta = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \delta 0, \delta 1\} ,

отриману вище систему диференцiальних рiвнянь будемо розглядати на множинi

\Omega 0 = [t0, \omega [\times D0, D0 =
\bigl\{ 
(y1, y2, y3, y4) \in \BbbR 4 : | yi| \leq \delta , i = 1, . . . , 4)

\bigr\} 
. (4.16)

На цiй множинi функцiя R у рiвняннi (4.12) буде задовольняти умову Лiпшица за змiнною
y1 зi сталою Лiпшица L = 1 i оцiнки (4.13), (4.14).

Покладемо

\xi 1(t) =
\alpha 0\pi \omega (t)J3(t)

Y (t)
, \xi k+1(t) =

\pi \omega (t)J
\prime 
4 - k(t)

J4 - k(t)
, k = 1, 2, 3, (4.17)

i запишемо отриману вище систему диференцiальних рiвнянь у виглядi

y\prime 1 =
H(t)

\pi \omega (t)

\bigl\{ 
\xi 1(t)[(1 - q(t)) + h(t)q(t)y1 + y2]

\bigr\} 
,

y\prime 2 =
1

\pi \omega (t)
[\xi 2(t)(y3  - y2)],

y\prime 3 =
1

\pi \omega (t)
[\xi 3(t)(y4  - y3)],

y\prime 4 =
1

\pi \omega (t)

\bigl\{ 
\xi 4(t)[r(t) + (1 + r(t))y1  - y4 +R(t, y1)]

\bigr\} 
.

(4.18)

Тут згiдно з другою з умов (2.17) i лемою 3.1

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\xi 1(t) =
3\lambda 0  - 2

\lambda 0  - 1
, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\uparrow \omega 
\xi 2(t) =

2\lambda 0  - 1

\lambda 0  - 1
,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

\xi 3(t) =
\lambda 0

\lambda 0  - 1
, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\uparrow \omega 
\xi 4(t) =

1

\lambda 0  - 1
.

(4.19)
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З метою вирiвнювання множникiв, що стоять перед квадратними дужками у рiвняннях
системи, застосуємо до неї перетворення

y1 = x1, y2 = | H(t)|  - 
3
4x2, y3 = | H(t)|  - 

1
2x3, y4 = | H(t)|  - 

1
4x4. (4.20)

У результатi отримаємо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

x\prime 1 =
| H(t)| 

1
4 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}H(t)

\pi \omega (t)

\Bigl\{ 
\xi 1(t)

\Bigl[ 
(1 - q(t))| H(t)| 

3
4 + h(t)q(t)| H(t)| 

3
4x1 + x2

\Bigr] \Bigr\} 
,

x\prime 2 =
| H(t)| 

1
4

\pi \omega (t)

\biggl\{ 
\xi 2(t)x3 +

\biggl[ 
3

4

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)
| H(t)|  - 

1
4  - \xi 2(t)| H(t)|  - 

1
4

\biggr] 
x2

\biggr\} 
,

x\prime 3 =
| H(t)| 

1
4

\pi \omega (t)

\biggl\{ 
\xi 3(t)x4 +

\biggl[ 
1

2

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)
| H(t)|  - 

1
4  - \xi 3(t)| H(t)|  - 

1
4

\biggr] 
x3

\biggr\} 
,

x\prime 4 =
| H(t)| 

1
4

\pi \omega (t)

\Biggl\{ 
\xi 4(t)[r(t) + (1 + r(t))x1 +R(t, x1)]

+

\biggl[ 
1

4

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)
| H(t)|  - 

1
4  - \xi 4(t)| H(t)|  - 

1
4

\biggr] 
x4

\Biggr\} 
.

(4.21)

Враховуючи, що \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}H(t) = \nu 0\mu 0, перепишемо цю систему у виглядi

x\prime i =
| H(t)| 

1
4

\pi \omega (t)

\Biggl[ 
fi(t) +

4\sum 
k=1

cik(t)xk

\Biggr] 
, i = 1, 2, 3,

x\prime 4 =
| H(t)| 

1
4

\pi \omega (t)

\Biggl[ 
f4(t) +

4\sum 
k=1

c4k(t)xk +R(t, x1)

\Biggr] 
,

(4.22)

де

f1(t) = \nu 0\mu 0\xi 1(t)(1 - q(t))| H| 
3
4 (t), fi(t) \equiv 0, i = 2, 3, f4(t) = \xi 4(t)r(t),

c11(t) = \nu 0\mu 0\xi 1(t)q(t)h(t)| H| 
3
4 (t), c12(t) = \nu 0\mu 0\xi 1(t), c1k(t) \equiv 0, k = 3, 4,

c21(t) \equiv 0, c22(t) =
3

4

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)
| H(t)|  - 

1
4  - \xi 2(t)| H(t)|  - 

1
4 , c23(t) = \xi 2(t), c24(t) \equiv 0,

c3k(t) \equiv 0, k = 1, 2, c33(t) =
1

2

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)
| H(t)|  - 

1
4  - \xi 3(t)| H(t)|  - 

1
4 , c34(t) = \xi 3(t),

c41(t) = \xi 4(t)(1 + r(t)), c4k(t) \equiv 0, k = 2, 3,

c44(t) =
1

4

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)
| H(t)|  - 

1
4  - \xi 4(t)| H(t)|  - 

1
4 .
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Тут

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)
=
\pi \omega (t)Y

\prime (t)

Y (t)

\left[     1 +
\biggl( 
\varphi \prime (y)

\varphi (y)

\biggr) \prime 

\varphi \prime (y)

\varphi (y)

Y (t)

\right]     =
\pi \omega (t)H

\prime (t)

H(t)

=
\pi \omega (t)Y

\prime (t)

Y (t)
[1 + h(t)H(t)] = q(t)\xi 1(t)[1 + h(t)H(t)]. (4.23)

Граничнаматриця коефiцiєнтiв при x1, . . . , x4, щостоять у квадратних дужкахцiєї системи,
має вигляд

C =

\left(           

0
3\lambda 0  - 2

\lambda 0  - 1
(\nu 0\mu 0) 0 0

0 0
2\lambda 0  - 1

\lambda 0  - 1
0

0 0 0
\lambda 0

\lambda 0  - 1
1

\lambda 0  - 1
0 0 0

\right)           
. (4.24)

Її характеристичним рiвнянням є рiвняння

\lambda 4 = \nu 0\mu 0
3\lambda 0  - 2

\lambda 0  - 1

2\lambda 0  - 1

\lambda 0  - 1

\lambda 0
\lambda 0  - 1

1

\lambda 0  - 1

або з урахуванням (2.14)

\lambda 4 = \alpha 0\mu 0
| 3\lambda 0  - 2| | 2\lambda 0  - 1| | \lambda 0| 

(\lambda 0  - 1)4
. (4.25)

У випадку, коли \alpha 0\mu 0 =  - 1, рiвняння (4.24) має коренi

\lambda k+1 =
4
\sqrt{} 
| 3\lambda 0  - 2| | 2\lambda 0  - 1| | \lambda 0| 

| \lambda 0  - 1| 
ei

\pi +2\pi k
4 , k = 0, 3,

тобто

\lambda 1,4 =
4
\sqrt{} 
| 3\lambda 0  - 2| | 2\lambda 0  - 1| | \lambda 0| 

| \lambda 0  - 1| 

\surd 
2

2
(1\pm i),

\lambda 2,3 =
4
\sqrt{} 

| 3\lambda 0  - 2| | 2\lambda 0  - 1| | \lambda 0| 
| \lambda 0  - 1| 

\surd 
2

2
( - 1\pm i).

(4.26)

Тут два коренi з додатною дiйсною частиною i два — з вiд’ємною (коренiв iз нульовою
дiйсною частиною не iснує), i тому свiдомо iснують два коренi, дiйснi частини яких мають
знак, протилежний знаку функцiї \pi \omega (t). Крiм того, маємо

\omega \int 
a

| H(t)| 
1
4

\pi \omega (t)
dt = \pm \infty i \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

x1\rightarrow 0

\xi 4(t)R(t, x1)

x1
= 0 рiвномiрно при t \in [t0, \omega ]. (4.27)
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Таким чином, для системи диференцiальних рiвнянь (4.21) виконано всi умови теоре-
ми 2.2 з роботи [15]. На пiдставi цiєї теореми система (4.21) має двопараметричну сiм’ю
розв’язкiв (xi)

4
i=1 : [t0, \omega [  - \rightarrow \bfR \bffour , t0 \in [t0, \omega ], що прямують до нуля при t \uparrow \omega . Кожному

такому розв’язку системи згiдно з перетвореннями (4.10) i (4.19) вiдповiдає розв’язок y :
[t0, \omega [ диференцiального рiвняння (2.1), що задовольняє при t \uparrow \omega асимптотичнi зображен-
ня (2.20). Враховуючи умови теореми, неважко також переконатись у тому, що кожний iз
цих розв’язкiв є P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язком рiвняння (2.1).

Теорему 2.2 доведено.
Доведення теореми 2.3. Нехай \lambda 0 \in \BbbR \setminus 

\biggl\{ 
0,

1

2
,
2

3
, 1

\biggr\} 
, p0 : [a, \omega [  - \rightarrow ]0,+\infty [ —неперерв-

но диференцiйовна функцiя i виконуються умови (2.15) – (2.17). Нехай, до того ж, разом iз
першим граничним спiввiдношенням (2.19) виконується граничне спiввiдношення (2.21).
Покажемо, що в цьому випадку при \alpha 0\mu 0 =  - 1 диференцiальне рiвняння (2.1) має хо-
ча б один розв’язок, який задовольняє при t \uparrow \omega асимптотичнi спiввiдношення (2.22), i
визначимо кiлькiсть таких розв’язкiв.

Спочатку у такий же спосiб, як i при доведеннi теореми 2.1, диференцiальне рiвнян-
ня (2.1) за допомогою замiн (4.10) зводимо до системи диференцiальних рiвнянь (4.17),
у якiй функцiї \xi i, i = 2, 3, 4, визначаються з формул (4.16) i задовольняють умови (4.18),
а функцiя R(t, y1) задовольняє нерiвнiсть (4.14).

Далi, на вiдмiну вiд доведення теореми 2.2 в системi (4.17) зробимо допомiжне пере-
творення

y1 = v1, yk = q(t) - 1 + vk, k = 2, 3, 4, (4.28)

яке полягає у тому, щоб вилучити доданки, якi мiстять рiзницю 1  - q(t) у неоднорiдних
членах у перших трьох рiвняннях системи.

У результатi цього перетворення отримуємо систему диференцiальних рiвнянь

v\prime 1 =
H(t)

\pi \omega (t)
(h(t)q(t)v1 + v2),

v\prime k =
1

\pi \omega (t)

\bigl[ 
 - q\prime (t)\pi \omega (t) + \xi k(t)(vk+1  - vk)

\bigr] 
, k = 2, 3,

v\prime 4 =
1

\pi \omega (t)

\bigl[ 
 - q\prime (t)\pi \omega (t) + \xi 4(t)(r(t) + 1 - q(t) + (1 + r(t))v1  - v4 +R(t, v1))

\bigr] 
.

(4.29)

Зрештою, застосовуючи до системи (4.28) перетворення

v1 = x1, v2 = | H(t)|  - 
3
4x2, v3 = | H(t)|  - 

1
2x3, v4 = | H(t)|  - 

1
4x4, (4.30)

одержуємо систему диференцiальних рiвнянь (4.21), у якiй на вiдмiну вiд системи цього
вигляду з доведення теореми 2.2 маємо

f1(t) \equiv 0, f2(t) =  - q\prime (t)\pi \omega (t)| H(t)| 
1
2 ,

f3(t) =  - q\prime (t)\pi \omega (t)| H(t)| 
1
4 , f4(t) =  - q\prime (t)\pi \omega (t) + \xi 4(t)[r(t) + 1 - q(t)],

c11(t) = \nu 0\mu 0\xi 1(t)q(t)h(t)| H| 
3
4 (t), c12(t) = \nu 0\mu 0\xi 1(t), c1k(t) \equiv 0, k = 3, 4,
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c21(t) = 0, c22(t) =
3

4

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)

1

| H(t)| 
1
4

 - \xi 2(t)

| H(t)| 
1
4

,

c23(t) = \xi 2(t), c24(t) = 0,

c31(t) = 0, c32(t) = 0,

c33(t) =
1

2

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)

1

| H(t)| 
1
4

 - \xi 3(t)

| H(t)| 
1
4

, c34(t) = \xi 3(t),

c41(t) = \xi 4(t)[1 + r(t)], c4k(t) = 0, k = 2, 3,

c44(t) =
1

4

\pi \omega (t)H
\prime (t)

H(t)

1

| H(t)| 
1
4

 - \xi 4(t)

| H(t)| 
1
4

.

У цiй системi згiдно з умовами (2.2), (2.19), (2.21) i (4.18)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\uparrow \omega 

fi(t) = 0, i = 1, . . . , 4,

i гранична матриця коефiцiєнтiв при x1, . . . , x4, що стоять у квадратних дужках цiєї си-
стеми, має вигляд (4.23). Характеристичне рiвняння матрицi (4.23) з урахуванням нерiв-
ностей (2.14) запишемо у виглядi (4.24). При \alpha 0\mu 0 =  - 1 це рiвняння має коренi (4.25).
Крiм того, виконуються умови (4.26). Тому у такий спосiб, як i при доведеннi теореми 2.2,
встановлюємо iз застосуванням теореми 2.2 з [15], що система рiвнянь (4.21) отримано-
го вигляду має двопараметричну сiм’ю розв’язкiв (xi)

4
i=1 : [t0, \omega [  - \rightarrow \bfR \bffour , t0 \in [t0, \omega ], якi

прямують до нуля при t \uparrow \omega . Кожному такому розв’язку цiєї системи згiдно з перетворен-
нями (4.10), (4.27) i (4.29) вiдповiдає розв’язок y : [t0, \omega [ диференцiального рiвняння (2.1),
що задовольняє при t \uparrow \omega асимптотичнi зображення (2.22). Враховуючи умови теореми,
переконуємося також у тому, що кожний iз цих розв’язкiв є P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язком рiв-
няння (2.1).

Теорему 2.3 доведено.
Зауваження 4.1. Проблема про фактичне iснування у диференцiального рiвняння (2.1)

P\omega (Y0, \lambda 0)-розв’язкiв, що допускають при t \uparrow \omega асимптотичнi зображення (2.18) у випадку,
коли \alpha 0\mu 0 = 1, поки що не розв’язана.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу, а також заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування для її виконання.
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