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We prove the existence of a solution of a nonlinear boundary-value problem for an ordinary differential
equation with switchings at not fixed instants of time and construct an iterative scheme for finding the
solution of this problem by using the Adomian decomposition method.

Доведено iснування розв’язку нелiнiйної крайової задачi для звичайного диференцiального рiвнян-
ня з перемиканнями у нефiксованi моменти часу та побудовано iтерацiйну схему для знаходження
розв’язку цiєї задачi з використанням методу декомпозицiї Адомяна.

1. Постановка задачi. Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв [1, 2]

z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [a, b] \setminus \{ \tau (\varepsilon )\} I\} , z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

автономної крайової задачi для рiвняння

z\prime (t, \varepsilon ) = Az(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z(z(t, \varepsilon ), \varepsilon ), \ell z(\cdot , \varepsilon ) = 0, (1)

неперервних у точцi t = \tau (\varepsilon ). У точцi t = \tau (\varepsilon ) : a < \tau (\varepsilon ) < b, \tau (0) := \tau 0 розв’язок крайової
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задачi (1), можливо, зазнає обмеженого розриву першої похiдної [1, 2]. Цей розв’язок
шукаємо у малому околi розв’язку

z0(t) \in \BbbC 1\{ [a, b] \setminus \{ \tau 0\} I\} 

породжуючої крайової задачi

z\prime 0(t) = Az0(t), \ell z0(\cdot ) = 0. (2)

У точцi t = \tau 0 розв’язок крайової задачi (2), можливо, зазнає обмеженого розриву похiдної.
Тут A \in \BbbR n\times n — стала матриця, Z(z, \varepsilon ) — нелiнiйна вектор-функцiя, кусково аналiтична
за невiдомою z у малому околi розв’язку породжуючої задачi (2) та кусково аналiтична за
малим параметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0]. Крiм того,

\scrL z(\cdot , \varepsilon ) :=

\Biggl( 
\ell z(\cdot , \varepsilon )

z(\tau (\varepsilon ) + 0, \varepsilon ) - z(\tau (\varepsilon ) - 0, \varepsilon )

\Biggr) 
= 0

i

\scrL z0(\cdot ) :=

\Biggl( 
\ell z0(\cdot , \varepsilon )

z0(\tau 0 + 0) - z0(\tau 0  - 0)

\Biggr) 
= 0

— лiнiйнi обмеженi векторнi функцiонали.
Поставлена автономна крайова задача (1) iз перемиканнями продовжує дослiдження

нетерових крайових задач, зокрема крайових задач iз перемиканнями у фiксованi моменти
часу [3], а також iз iмпульсним збуренням у фiксованi моменти часу [1, 2, 4 – 8], а також
дослiдження нелiнiйних автономних крайових задач [1, 9, 10]. Як вiдомо [9, 10], автоном-
на крайова задача для системи (1) суттєво вiдрiзняється вiд аналогiчних неавтономних
крайових задач; на вiдмiну вiд останнiх, правий кiнець T (\varepsilon ) промiжку [0, T (\varepsilon )], на якому
визначено шуканий розв’язок нелiнiйної крайової задачi для системи (1) без перемикань,
невiдомий i пiдлягає визначенню в процесi побудови розв’язку. У статтi [3] дослiджено ав-
тономну нелiнiйну крайову задачу з перемиканнями у фiксованi моменти часу, розв’язну на
промiжку фiксованої довжини. Таким чином, метою цiєї статтi є дослiдження автономної
нелiнiйної крайової задачi (1) iз перемиканнями у не фiксованi моменти часу на промiжку
фiксованої довжини. Приклад доцiльностi дослiдження такої задачi буде наведено далi.

У статтi [3] поставлено автономну нелiнiйну крайову задачу з перемиканнями у фiксо-
ванi моменти часу, визначену на промiжку фiксованої довжини, та отримано умови, за яких
ця задача не має розв’язкiв окрiм положень рiвноваги. Водночас залучення перемикань у
фiксованi моменти часу дозволяє отримати розв’язки, вiдмiннi вiд положень рiвноваги [3].
З iншого боку, залучення перемикань у фiксованi моменти часу, взагалi кажучи, позбавляє
автономну нелiнiйну крайову задачу з перемиканнями уфiксованi моменти часу, визначену
на промiжку фiксованої довжини, неперервних розв’язкiв.

Приклад 1. Продемонструємо той факт, що залучення перемикання у фiксований мо-
мент часу \theta , взагалi кажучи, позбавляє автономну нелiнiйну крайову задачу з перемикан-
нями у фiксованi моменти часу

w\prime \prime (t, \varepsilon ) + \omega 2(\varepsilon )w(t, \varepsilon ) = \varepsilon W (w(t, \varepsilon ), w\prime (t, \varepsilon ), \varepsilon ),

w(0, \varepsilon ) - w(2\pi , \varepsilon ) = 0, w(\theta , \varepsilon ) - w(\theta , \varepsilon ) = 0,
(3)
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визначену на промiжку фiксованої довжини [0, 2\pi ], неперервних розв’язкiв

w(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 2\{ [0, 2\pi ] \setminus \{ \theta \} I\} , w(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

у виглядi положень рiвноваги. Тут

w(t, \varepsilon ) :=

\left\{   x(t, \varepsilon ), t \in [0, \theta [,

y(t, \varepsilon ), t \in [\theta , 2\pi ],
\omega (\varepsilon ) :=

\left\{   1 - \varepsilon , t \in [0, \theta [,

1 + \varepsilon , t \in [\theta , 2\pi ].

Крiм того,

W (w(t, \varepsilon ), w\prime (t, \varepsilon ), \varepsilon ) :=

\left\{   (1 + x(t, \varepsilon )) e
 - \epsilon 

1+x\prime (t,\varepsilon ) , t \in [0, \theta [,

(1 + y(t, \varepsilon )) e
 - \epsilon 

1+y\prime (t,\varepsilon ) , t \in [\theta , 2\pi ].

Поведiнка розв’язкiв рiвняння (3) iз перемиканнями у нефiксованi моменти часу добре
вiдображає поведiнку дослiдженого у статтях [3, 11] перiодичного розв’язку рiвняння, яке
моделює неiзотермiчну хiмiчну реакцiю. Положення рiвноваги w(t, \varepsilon ) := w(\varepsilon ) автономної
нелiнiйної крайової задачi визначає рiвняння

\omega 2(\varepsilon )w(t, \varepsilon ) - \varepsilon W (w(t, \varepsilon ), \varepsilon ) = 0,

розв’язки якого

x(t, \varepsilon ) = \varepsilon  - \varepsilon 2  - \varepsilon 2

2
+ . . . , t \in [0, \theta [,

y(t, \varepsilon ) = \varepsilon + \varepsilon 2 +
2 \varepsilon 2

2
+ . . . , t \in [\theta , 2\pi ],

зазнають розриву в точцi t = \theta . Подiбнi розривнi розв’язки застосовують при побудо-
вi неперервних розв’язкiв автономних крайових задач iз перемиканнями вигляду (1) як
промiжнi [12].

2. Умови розв’язностi крайової задачi з перемиканнями у нефiксованi моменти часу.
Позначимо матрицю

Q := \scrL X(\cdot ) :=

\Biggl( 
\ell 0X(\cdot ) \ell 1X(\cdot )

X(\tau 0)  - X(\tau 0)

\Biggr) 
\in \BbbR 2n\times 2n,

де
X(t) : X \prime (t) = AX(t), X(0) = In

— нормальна фундаментальна матриця породжуючої крайової задачi (2),

\ell 0X(\cdot ) : \BbbC [a, \tau 0] \rightarrow \BbbR m, \ell 1X(\cdot ) : \BbbC [\tau 0, b] \rightarrow \BbbR m

— функцiонали, якi так само утворюють функцiонал

\ell X(\cdot ) := \ell 0X(\cdot ) + \ell 1X(\cdot ) : \BbbC [a, b] \rightarrow \BbbR m.
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Позначимо через f(t) лiнiйну неперервну на вiдрiзку [a, b] вектор-функцiю. Розв’язок

w(t) = K[f(s); \theta ](t) :=

t\int 
a

X(t)X - 1(s) f(s) ds, t \in [a, \theta ],

w(t) = K[f(s); \theta ](t) :=

t\int 
b

X(t)X - 1(s) f(s) ds, t \in [\theta , b],

задачi Кошi для системи

w\prime (t) = Aw(t) + f(t) (4)

у критичному випадку [1, 2, 5, 6] PQ\ast 
d
\not = 0 задовольняє крайову умову

\scrL w(\cdot ) :=

\Biggl( 
\ell 0w(\cdot ) + \ell 1w(\cdot )

w(\theta + 0) - w(\theta  - 0)

\Biggr) 
= 0

у випадку
PQ\ast 

d
\scrL [f(s); \theta ](\cdot ) = 0, \theta \in [0, T ],

для довiльного фiксованого моменту \theta \in [a, b] перемикання; PQ\ast 
d
—матриця, утворена з d

лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроєктора

PQ\ast : \BbbR (m+n)\times 2n \rightarrow \BbbN (Q\ast ).

Автономна крайова задача для системи (1) iз перемиканнями у не фiксованi моменти
часу на промiжку фiксованої довжини суттєво вiдрiзняється вiд аналогiчних крайових
задач iз перемиканнями у фiксованi моменти часу [3]. Для демонстрацiї цього розглянемо
такий приклад.

Приклад 2. Розглянемо задачу про знаходження розв’язку

w(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [0, T ] \setminus \{ \theta (\varepsilon )\} I\} , w(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

крайової задачi

w\prime (t, \varepsilon ) = \omega 2(\varepsilon )Aw(t, \varepsilon ) + f(t), \ell z(\cdot , \varepsilon ) = 0, (5)

неперервного у точцi t = \theta (\varepsilon ). Розв’язок крайової задачi (5) шукаємо у малому околi
розв’язку

w0(t) \in \BbbC \{ [0, T ] \setminus \{ \theta 0\} I\} , \theta 0 := \theta (0), \omega 0 := \omega (0),

породжуючої крайової задачi

w\prime 
0(t) = \omega 2

0 Aw0(t) + f(t), A \in \BbbR n\times n, \ell z0(\cdot ) = 0. (6)

Позначимо
U(t) : U \prime (t) = AU(t), U(0) = In
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нормальну фундаментальну матрицю породжуючої крайової задачi (6), а також матрицю

Q := \scrL X(\cdot ) :=

\Biggl( 
U(0)  - U(T )

U(\theta 0)  - U(\theta 0)

\Biggr) 
\in \BbbR 2n\times 2n.

Для породжуючої крайової задачi (6) буває критичний випадок [1, 2, 5, 6] PQ\ast 
d
\not = 0. Матриця

PQ\ast 
d
утворена з d лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроєктора PQ\ast : \BbbR m+n \rightarrow \BbbN (Q\ast ).

У частинному випадку

\ell z(\cdot , \varepsilon ) := z(0, \varepsilon ) - z(T, \varepsilon ), a := 0, b := T.

За умови
T\int 
0

H\ast 
r (s) f(s) ds = 0

породжуюча задача (6) має r -параметричну сiм’ю неперервних T-перiодичних розв’язкiв

w0(t, c0) = Ur(t) c0 +G[f(s); \theta 0](t), c0 \in \BbbR r;

тут
G[f(s); \theta 0](t) = K[f(s); \theta 0](t) - X(t)Q+

0 \ell K[f(s); \theta 0](\cdot )

—оператор Грiна породжуючої T-перiодичної задачi (6) i Hr(t) — (n\times r)-вимiрнаматриця,
утворена з r лiнiйно незалежних T-перiодичних розв’язкiв системи, спряженої [13, 14]
до породжуючої T-перiодичної задачi (6); Ur(t) := U(t)PQr . Матриця PQr утворена з r
лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроєктора

PQ0 : \BbbR n \rightarrow \BbbN (Q0), Q0 := \ell X(\cdot ).

Крiм того, Q+
0 — псевдообернена матриця за Муром –Пенроузом [1, 14]. Розв’язок нелi-

нiйної перiодичної крайової задачi (5) iз перемиканнями шукаємо у виглядi

w(t, \varepsilon ) := w0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + . . .+ uk(t, \varepsilon ) + . . . ,

\theta (\varepsilon ) = \theta 0 + \xi 1(\varepsilon ) + \xi 2(\varepsilon ) + . . .+ \xi k(\varepsilon ) + . . . .

Перше наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (5) iз перемикан-
нями у критичному випадку

w1(t, \varepsilon ) = w0(t, c0) + v1(t, \varepsilon ), \theta 1(\varepsilon ) = \theta 0 + \xi 1(\varepsilon ),

w1(t, \varepsilon ) = U(t) c1(\varepsilon ) +G
\bigl[ \bigl( 
\omega 2(\varepsilon ) - \omega 2

0

\bigr) 
w0(s, c0)

\bigr] 
(t)

визначає розв’язок нелiнiйної перiодичної крайової задачi першого наближення

w\prime 
1(t, \varepsilon ) =

\bigl( 
\omega 2(\varepsilon ) - \omega 2

0

\bigr) 
w0(t, c0), \ell w1(\cdot , \varepsilon ) = 0.

Умова розв’язностi перiодичної крайової задачi першого наближення
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PQ\ast 
r
\ell K
\bigl[ \bigl( 
\omega 2(\varepsilon ) - \omega 2

0

\bigr) 
w0(s, c0); \theta (\varepsilon )

\bigr] 
(\cdot ) = 0

приводить до рiвняння

F0(c0, \theta 0) := PQ\ast 
r
\ell K
\bigl[ 
\omega 2
0 w0(s, c0); \theta 0

\bigr] 
(\cdot ) = 0. (7)

Рiвняння (7) будемо далi називати рiвнянням для породжуючих констант нелiнiйної пе-
рiодичної крайової задачi (5) iз перемиканнями у критичному випадку. Розв’язнiсть рiв-
няння (7) є необхiдною умовою iснування розв’язку перiодичної крайової задачi (5) iз
перемиканнями. Функцiя \theta (\varepsilon ) є власною функцiєю [15, 16] нелiнiйної перiодичної крайо-
вої задачi (5) iз перемиканнями у критичному випадку, яка забезпечує розв’язнiсть цiєї
задачi. Рiвняння (7), взагалi кажучи, нелiнiйне, не зважаючи на те, що перiодична крайова
задача (5) iз перемиканнями у не фiксованi моменти часу на промiжку фiксованої довжини
лiнiйна.

Припустимо, що рiвняння для породжуючих констант (7) має дiйснi коренi. Фiксуючи
один iз дiйсних розв’язкiв c\ast 0 \in \BbbR n, \theta \ast 0 \in \BbbR рiвняння (7), приходимо до задачi про побудову
розв’язку перiодичної крайової задачi (5) iз перемиканнями у малому околi розв’язку

w0(t, c
\ast 
0) = Ur(t) c

\ast 
0 +G[f(s); \theta \ast 0](t)

породжуючої T-перiодичної задачi (6). Традицiйною умовою розв’язностi крайової зада-
чi (5) iз перемиканнями у малому околi розв’язку породжуючої задачi є вимога [1, 14]

PB\ast 
0
PQ\ast 

r
= 0, B0 := F \prime 

\v c0(c
\ast 
0, \theta 

\ast 
0) \in \BbbR r\times (r+1), \v c0 :=

\bigl( 
c0 \theta 0

\bigr) \ast 
,

де PB\ast 
0
: \BbbR r \rightarrow \BbbN (B\ast 

0) — матриця-ортопроєктор [1, 14]. Дiйсно, взагалi кажучи, нелiнiйне
рiвняння для породжуючих констант (7) для лiнiйної перiодичної крайової задачi (5) iз
перемиканнями рiвнозначне рiвнянню

B0 \v c0 = PQ\ast 
d
\ell K
\bigl\{ 
\omega 2
0 G[f(s); \theta ](t)

\bigr\} 
(\cdot ),

розв’язному за умови PB\ast 
0
PQ\ast 

r
= 0.

Покладемо для визначеностi

A :=

\Biggl( 
0 1

 - 1 0

\Biggr) 
, f(t) :=

\Biggl( 
0

cos 5t

\Biggr) 
, \omega (\varepsilon ) :=

\left\{   1 + \varepsilon , t \in [0, \theta (\varepsilon )[,

1 - \varepsilon , t \in [\theta (\varepsilon ), T ].

Породжуюча T-перiодична задача (6) при цьому має сiм’ю розв’язкiв

w0(t, c0) = Ur(t) c0 +K[f(s); \theta 0](t), c0 \in \BbbR 2,

де

U(t) = Ur(t) =

\Biggl( 
cos t sin t

 - sin t cos t

\Biggr) 
, t \in [0, 2\pi ].

До того ж

K[f(s); \theta 0](t) =
1

24

\Biggl( 
cos t - cos 5t

 - sin t+ 5 sin 5t

\Biggr) 
, t \in [0, 2\pi ].
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Покладемо
\theta \ast 0 :=

\pi 

2
, c0 :=

\bigl( 
c0a c0b

\bigr) \ast 
.

Рiвняння для породжуючих констант (7) перiодичної крайової задачi (5) iз перемиканнями

F0(c0, \theta 0) =
1

36

\Biggl( 
3\pi (1 + 24 c0a)

72\pi c0b  - 4

\Biggr) 
= 0

має дiйсний розв’язок
c\ast 0a =  - 1

24
, c\ast 0b =

1

18\pi 
, \theta \ast 0 =

\pi 

2
,

для якого

B0 =
1

18\pi 

\Biggl( 
36\pi 2 0 15\pi 

0 36\pi 2  - 4

\Biggr) 
—матриця повного рангу. Для побудови розв’язкiв автономної перiодичної крайової зада-
чi (7) iз перемиканнями застосовний метод простих iтерацiй [1, 14]. Застосовуючи метод
простих iтерацiй, на першому кроцi отримуємо

w1(t, \varepsilon ) := w0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ), \theta 1(\varepsilon ) = \theta \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ), \xi 1(\varepsilon ) = \varepsilon \theta \ast 0,

де

u1(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 

144\pi 

\Biggl( 
 - 7\pi cos t+ 16 t cos t - 13\pi cos 5t+ 16 sin t

16 cos t+ 7\pi sin t - 16 t sin t+ 5\pi sin 5t

\Biggr) 
, t \in [0, \theta 1(\varepsilon )],

u1(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 

144\pi 

\Biggl( 
 - \pi cos t - 16 t cos t+ 13\pi cos 5t+ 16 sin t

6 cos t+ \pi sin t+ 16 t sin t - 5\pi sin 5t

\Biggr) 
, t \in [\theta 1(\varepsilon ), 2\pi ].

На другому кроцi маємо

w2(t, \varepsilon ) := w0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon ), \theta 2(\varepsilon ) = \theta \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ) + \xi 2(\varepsilon ), \xi 2(\varepsilon ) = \varepsilon 2 \theta \ast 0,

де

u2(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 2

2592\pi 

\Biggl( 
 - 1305\pi cos t+ 720 t cos t - 144\pi cos 5t+ 688 sin t

688 cos t - 993\pi 2 cos t+ 252\pi t cos t - 288t2 cos t

\Biggr) 

+
\varepsilon 2

2592\pi 

\Biggl( 
 - 993\pi 2 sin t+ 252\pi t sin t - 288 t2 sin t

1305\pi sin t - 720 t sin t+ 150\pi sin 5t

\Biggr) 
, t \in [0, \theta 2(\varepsilon )],

u2(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 2

2592\pi 

\Biggl( 
 - 441\pi cos t - 432 t cos t - 174\pi cos 5t+ 688 sin t

688 cos t+ 231\pi 2 cos t - 36\pi t cos t - 288 t2 cos t

\Biggr) 

+
\varepsilon 2

2592\pi 

\Biggl( 
231\pi 2 sin t - 36\pi t sin t - 288 t2 sin t

441\pi sin t+ 432 t sin t+ 150\pi sin 5t

\Biggr) 
, t \in [\theta 2(\varepsilon ), 2\pi ].
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На третьому кроцi одержуємо

w3(t, \varepsilon ) := w0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon ) + u3(t, \varepsilon ),

\theta 3(\varepsilon ) = \theta \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ) + \xi 2(\varepsilon ) + \xi 3(\varepsilon ), \xi 3(\varepsilon ) = \varepsilon 3 \theta \ast 0,

де

u3(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 3

5184\pi 

\Biggl( 
211\pi cos t+ 3328 t cos t - 3972\pi 2t cos t+ 504\pi t2 cos t

5472\pi cos t - 1728 t2 cos t - 211\pi sin t - 3328 t sin t

\Biggr) 

+
\varepsilon 3

5184\pi 

\Biggl( 
 - 384 t3 cos t - 211\pi cos 5t+ 5472\pi t sin t - 1728 t2 sin t

3972\pi 2t sin t - 504\pi t2 sin t+ 384 t3 sin t+ 275\pi sin 5t

\Biggr) 
, t \in [0, \theta 3(\varepsilon )],

u3(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 3

5184\pi 

\Biggl( 
4141\pi cos t - 1512\pi 3 cos t - 2176 t cos t - 924\pi 2t cos t

5760\pi 2 cos t - 1728\pi t cos t - 576 t2 cos t - 4141\pi sin t

\Biggr) 

+
\varepsilon 3

5184\pi 

\Biggl( 
72\pi t2 cos t+ 384 t3 cos t+ 5760\pi 2 sin t - 1728\pi t sin t

1512\pi 3 sin t+ 2176 t sin t+ 924\pi 2t sin t - 72\pi t2 sin t

\Biggr) 

+
\varepsilon 3

5184\pi 

\Biggl( 
 - 576 t2 sin t+ 211\pi cos 5t

 - 384 t3 sin t - 275\pi sin 5t

\Biggr) 
, t \in [\theta 3(\varepsilon ), 2\pi ].

Для отриманих наближень iснують константи

0 < \gamma := 0,997 < 1, 0 < \delta := 0,997 < 1,

для яких виконуються нерiвностi

\| u1(t, \varepsilon )\| \leq \gamma \| w0(t, c
\ast 
0)\| , \| uk+1(t, \varepsilon )\| \leq \gamma \| uk(t, \varepsilon )\| ,

| \xi 1(\varepsilon )| \leq \delta | \theta \ast 0| , | \xi k+1(\varepsilon )| \leq \delta | \xi k(\varepsilon )| , k = 0, 1, 2,

що свiдчить про практичну збiжнiсть отриманих наближень до розв’язку автономної перiо-
дичної крайової задачi (5) iз перемиканнями на промiжку \varepsilon \in [0, \varepsilon 0], 0 \leq \varepsilon 0 \approx 0,233 054.
Точнiсть знайдених наближень до розв’язку автономної перiодичної крайової задачi (5) iз
перемиканнями визначають нев’язки

\Delta k(\varepsilon ) :=
\bigm\| \bigm\| w\prime 

k(t, \varepsilon ) - \omega 2(\varepsilon )Awk(t, \varepsilon ) - f(t)
\bigm\| \bigm\| , k = 1, 2, 3.

Зокрема,

\Delta 0(0,1) \approx 0,0472 958, \Delta 1(0,1) \approx 0,00 628 188,

\Delta 2(0,1) \approx 0,00 267 313, \Delta 3(0,1) \approx 0,000 839 959,

\Delta 0(0,01) \approx 0,00 452 688, \Delta 1(0,01) \approx 0,0000 651 329,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 2



МЕТОД ДЕКОМПОЗИЦIЇ АДОМЯНА В ТЕОРIЇ АВТОНОМНИХ НЕЛIНIЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ . . . 287

\Delta 2(0,01) \approx 2,56 024\times 10 - 6, \Delta 3(0,01) \approx 8,10 376\times 10 - 8.

Умова розв’язностi автономної нелiнiйної крайової задачi (1) iз перемиканнями

PQ\ast 
r
\scrL K[Z(z(s, \varepsilon ), \varepsilon ); \tau (\varepsilon )](\cdot ) = 0

приводить до рiвняння

F0(c0, \tau 0) := PQ\ast 
r
\scrL K[Z(z0(s, c0), 0); \tau 0](\cdot ) = 0. (8)

Необхiднi умови iснування розв’язку автономної нелiнiйної крайової задачi (1) iз переми-
каннями у критичному випадку визначає така лема.

Лема. Припустимо, що для породжуючої крайової задачi (2) трапляється критичний
випадок. При цьому породжуюча задача (2) має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв

z0(t, c0) = Xr(t) c0, c0 \in \BbbR r.

Припустимо, що автономна нелiнiйна крайова задача (1) iз перемиканнями у нефiксованi
моменти часу в околi породжуючого розв’язку z0(t, c0) має розв’язок

z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC \{ [a, b] \setminus \{ \tau (\varepsilon )\} I\} , z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0].

За цих умов виконується рiвнiсть (8).
Рiвняння (8) будемо далi називати рiвнянням для породжуючих констант крайової

задачi (1) iз перемиканнями у критичному випадку. Припустимо, що рiвняння для поро-
джуючих констант (8) крайової задачi (1) iз перемиканнями має дiйснi коренi. Фiксуючи
один iз дiйсних розв’язкiв c\ast 0 \in \BbbR r, \tau \ast 0 \in \BbbR рiвняння (8), одержуємо задачу про побудову
розв’язку нелiнiйної крайової задачi (1) у малому околi розв’язку

z0(t, c
\ast 
0) = Xr(t) c

\ast 
0, c\ast 0 \in \BbbR r,

породжуючої крайової задачi (2).
3. Знаходження наближень до розв’язку крайової задачi з перемиканнями у нефiксова-

нi моменти часу. Традицiйною умовою розв’язностi крайової задачi (1) у малому околi
розв’язку породжуючої задачi є вимога [1, 14]

PB\ast 
0
PQ\ast 

d
\not = 0, B0 := F \prime 

\v c0(c
\ast 
0, \tau 

\ast 
0 ) \in \BbbR d\times (r+1), \v c0 :=

\bigl( 
c0 \tau 0

\bigr) \ast 
, (9)

де PB\ast 
0
: \BbbR d \rightarrow \BbbN (B\ast 

0) — матриця-ортопроєктор [1, 14].
Розв’язок крайової задачi (1) iз перемиканнями шукаємо у виглядi

z(t, \varepsilon ) := z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + . . .+ uk(t, \varepsilon ) + . . . ,

\tau (\varepsilon ) = \tau \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ) + \xi 2(\varepsilon ) + . . .+ \xi k(\varepsilon ) + . . . .

Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z(t, \varepsilon ), \varepsilon ) аналiтична за невiдомою z(t, \varepsilon ) у малому околi
розв’язку породжуючої крайової задачi (2) та константи \tau \ast 0 , тому у зазначеному околi iснує
розклад [17]
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Z(z(t, \varepsilon ), \varepsilon ) = Z0(z0(t, c
\ast 
0), \varepsilon ) + Z1(z0(t, c

\ast 
0), u1(s, \varepsilon ), \varepsilon )

+ Z2(z0(t, c
\ast 
0), u1(s, \varepsilon ), u2(s, \varepsilon ), \varepsilon ) + . . . .

Перше наближення до розв’язку нелiнiйної крайової задачi (1) у критичному випадку

z1(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ), \tau 1(\varepsilon ) = \tau \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ),

u1(t, \varepsilon ) = Xr(t)c1(\varepsilon ) + \varepsilon G
\bigl[ 
Z0

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), z

\prime 
0(s, c

\ast 
0), \varepsilon 

\bigr) 
; \tau \ast 0
\bigr] 
(t)

визначає розв’язок нелiнiйної крайової задачi першого наближення

u\prime 1(t, \varepsilon ) = Au1(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z0(z0(t, c
\ast 
0), \varepsilon ), \scrL u1(\cdot , \varepsilon ) = 0.

Ключова при дослiдженнi крайової задачi (1) матриця B0 набуває вигляду

B0 = PQ\ast 
r
\ell K[\scrA 0(s)Xr(s); 1](\cdot ),

де

\scrA 0(t) =
\partial Z(z(t, \varepsilon ), \varepsilon )

\partial z(t, \varepsilon )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z(t,\varepsilon )=z0(t,c\ast 0),
\varepsilon =0

— (r\times r)-вимiрна матриця. Друге наближення до розв’язку нелiнiйної крайової задачi (1)
у критичному випадку

z2(t, \varepsilon ) := z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon ), \tau 2(\varepsilon ) = \tau \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ) + \xi 2(\varepsilon )

визначає розв’язок нелiнiйної крайової задачi другого наближення

u\prime 2(t, \varepsilon ) = Au2(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z1(z0(t, c
\ast 
0), u1(t, \varepsilon ), \varepsilon ), \ell u2(\cdot , \varepsilon ) = 0.

Умова розв’язностi крайової задачi другого наближення

F1(c1(\varepsilon ), \xi 1(\varepsilon )) := PQ\ast 
d
\scrL K

\bigl[ 
Z1

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), u1(s, \varepsilon ), z

\prime 
0(s, c

\ast 
0), u1(s, \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
; \xi 1(\varepsilon )

\bigr] 
(\cdot ) = 0

є лiнiйним рiвнянням

F1(c1(\varepsilon ), \xi 1(\varepsilon )) = B0 \v c1(\varepsilon ) + \gamma 1(\varepsilon ) = 0, \v c1(\varepsilon ) :=
\bigl( 
c1(\varepsilon ) \xi 1(\varepsilon )

\bigr) \ast 
,

принаймнi однозначно розв’язним у випадку (9); тут \gamma 1(\varepsilon ) := F1(\v c1(\varepsilon )) - B0 \v c1(\varepsilon ). Дiйсно,
позначимо вектор-функцiї [17 – 19]

v(t, \varepsilon , \mu ) := z0(t, c
\ast 
0) + \mu u1(t, \varepsilon ) + . . .+ \mu k uk(t, \varepsilon ) + . . . ,

g(\varepsilon , \mu ) := \tau \ast 0 + \mu \xi 1(\varepsilon ) + \mu 2 \xi 2(\varepsilon ) + . . .+ \mu k \xi k(\varepsilon ) + . . . ;

при цьому
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F1(c1(\varepsilon ), \xi 1(\varepsilon )) = PQ\ast 
d
\scrL K[Z1(z0(s, c

\ast 
0), u1(s, \varepsilon ), \varepsilon ); \xi 1(\varepsilon )](\cdot )

= PQ\ast 
d
\scrL K

\bigl[ 
Z \prime 
\mu (v(t, \varepsilon , \mu ), \varepsilon ); g

\prime 
\mu (\varepsilon , \mu )

\bigr] 
(\cdot )
\bigm| \bigm| 
\mu =0

= PQ\ast 
d
\scrL K[\scrA 0(s)u1(s, \varepsilon ); \xi 1(\varepsilon )](\cdot ).

Отже,
B0 := F \prime 

\v c1(\varepsilon )
(\v c1(\varepsilon )) \in \BbbR d\times (r+1).

Таким чином, за умови (9) отримуємо принаймнi один розв’язок крайової задачi першого
наближення

z1(t, \varepsilon ) := z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ), \tau 1(\varepsilon ) = \tau \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ), \v c1(\varepsilon ) =  - B+

0 \gamma 1(\varepsilon ),

u1(t, \varepsilon ) = Xr(t)c1(\varepsilon ) + \varepsilon G
\bigl[ 
Z1

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), u

\prime 
1(s, \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
; \xi 1(\varepsilon )

\bigr] 
(t).

Умови розв’язностi крайових задач наступних наближень

Fj(\v cj(\varepsilon )) := PQ\ast 
d
\ell K[Zj(z0(s, c

\ast 
0), u1(t, \varepsilon ), . . . , uj(s, \varepsilon ), \xi j(\varepsilon ), \varepsilon )](\cdot ) = 0

являють собою лiнiйнi рiвняння

Fj(\v cj(\varepsilon )) = B0 \v cj(\varepsilon ) + \gamma j(\varepsilon ) = 0, j = 1, 2 . . . , k,

де
B0 = F \prime (\v cj(\varepsilon )), \gamma j(\varepsilon ) := F (\v cj(\varepsilon )) - B0 \v cj(\varepsilon ), j = 1, 2, . . . , k.

Увипадку (9) останнє рiвняння принаймнi однозначно розв’язне. Послiдовнiсть наближень
до розв’язку нелiнiйної крайової задачi (1)) у критичному випадку визначає iтерацiйна
схема

z1(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ), \tau 1(\varepsilon ) = \tau \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ), \v c1(\varepsilon ) =  - B+

0 \gamma 1(\varepsilon ),

u1(t, \varepsilon ) = Xr(t)c1(\varepsilon ) + \varepsilon G
\bigl[ 
Z1

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), u

\prime 
1(s, \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
; \xi 1(\varepsilon )

\bigr] 
(t),

z2(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon ), \tau 2(\varepsilon ) = \tau \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ) + \xi 2(\varepsilon ),

u2(t, \varepsilon ) = Xr(t)c2(\varepsilon ) + \varepsilon G[Z2(z0(s, c
\ast 
0), u1(s, \varepsilon ), u2(s, \varepsilon ), \varepsilon ); \xi 2(\varepsilon )](t), (10)

zk+1(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + . . .+ uk+1(t, \varepsilon ),

\tau k+1(\varepsilon ) = \tau \ast 0 + \xi 1(\varepsilon ) + . . .+ \xi k+1(\varepsilon ),

uk+1(t, \varepsilon ) = Xr(t) ck+1(\varepsilon )

+ \varepsilon G
\bigl[ 
Zk(z0(s, c

\ast 
0), u1(s, \varepsilon ), . . . , uk(s, \varepsilon ), \varepsilon ); \xi k(\varepsilon )

\bigr] 
(t), k = 0, 1, 2, . . . .

Теорема. Припустимо, що для породжуючої крайової задачi (2) має мiсце критичний
випадок. При цьому породжуюча задача (2) має сiм’ю розв’язкiв

z0(t, c0) = Xr(t) c0, c0 \in \BbbR r.
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У випадку (9) у малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c
\ast 
0) i константи \tau \ast 0 задача (1) iз

перемиканнями має принаймнi один розв’язок. Послiдовнiсть наближень до розв’язку

z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC \{ [a, b] \setminus \{ \tau (\varepsilon )\} I\} , z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

автономної крайової задачi (1) iз перемиканнями визначено iтерацiйною схемою (10). Якщо
iснують константи 0 < \gamma < 1 i 0 < \delta < 1, для яких виконуються нерiвностi

\| u1(t, \varepsilon )\| \leq \gamma \| z0(t, c\ast 0)\| , \| uk+1(t, \varepsilon )\| \leq \gamma \| uk(t, \varepsilon )\| ,

| \xi 1(\varepsilon )| \leq \delta | \tau \ast 0 | , | \xi k+1(\varepsilon )| \leq \delta | xik(\varepsilon )| , k = 1, 2, . . . ,
(11)

то iтерацiйна схема (10) збiгається до розв’язку автономної крайової задачi (1) iз переми-
каннями.

Отримана умова збiжностi (11) iтерацiйної схеми (10) дозволяє оцiнити промiжок зна-
чень малого параметра \varepsilon \in [0, \varepsilon 0], 0 \leq \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0, для яких зберiгається збiжнiсть iтерацiйної
схеми (10), проте вiдрiзняється вiд аналогiчних оцiнок [20, 21].

Частинним випадком автономної крайової задачi (1) iз перемиканнями є перiодична за-
дача для рiвняння, яке моделює неiзотермiчну хiмiчну реакцiю [3, 11]. Специфiкою таких
моделей є той факт, що за вiдсутностi перемикань рiвняння, яке моделює неiзотермiчну
хiмiчну реакцiю, зазвичай має єдиний розв’язок, який є положенням рiвноваги [3]. Зi свого
боку, поведiнка розв’язкiв наступного рiвняння з перемиканнями у нефiксованi моменти
часу добре вiдображає поведiнку перiодичного розв’язку рiвняння, яке моделює неiзотер-
мiчну хiмiчну реакцiю, дослiдженого у статтях [3, 11].

Приклад 3. Продемонструємо ефективнiсть доведеної теореми на прикладi задачi про
знаходження 2\pi -перiодичних розв’язкiв

z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 2\{ [0, 2\pi ] \setminus \{ \tau (\varepsilon )\} I\} , z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0]

нелiнiйного рiвняння з перемиканнями

z\prime \prime (t, \varepsilon ) + \omega (\varepsilon ) z(t, \varepsilon ) = \varepsilon z3(t, \varepsilon ),

z(0, \varepsilon ) - z(2\pi , \varepsilon ) = 0, z(\tau (\varepsilon ), \varepsilon ) - z(\tau (\varepsilon ), \varepsilon ) = 0,
(12)

неперервного у точцi t = \tau (\varepsilon ). У точцi t = \tau (\varepsilon ) : 0 < \tau (\varepsilon ) < 2\pi , \tau (0) := \tau 0 розв’язок
крайової задачi (12), можливо, зазнає обмеженого розриву першої похiдної. Розв’язок
крайової задачi (12) iз перемиканнями шукаємо у малому околi розв’язку

z0(t) \in \BbbC \{ [0, 2\pi ] \setminus \{ \tau 0\} I\} 

породжуючої крайової задачi. Тут

z(t, \varepsilon ) :=

\left\{   x(t, \varepsilon ), t \in [0, \tau (\varepsilon )[,

y(t, \varepsilon ), t \in [\tau (\varepsilon ), 2\pi ],
w(\varepsilon ) :=

\left\{   1 - \varepsilon , t \in [0, \tau (\varepsilon )[,

1 + \varepsilon , t \in [\tau (\varepsilon ), 2\pi ].

Для породжуючої крайової задачi (2) є критичний випадок. Породжуюча задача (2) має
сiм’ю розв’язкiв

z0(t, c0) = Xr(t) c0, Xr(t) := cos t, c0 \in \BbbR .
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Рiвняння (8) для породжуючих констант перiодичної задачi для нелiнiйного рiвняння (12)
iз перемиканнями набуває вигляду

F0(c0, \tau 0) =
c0 sin \tau 0

4

\bigl[ 
\pi 
\bigl( 
4 + 3 c20

\bigr) 
 - 4 \tau 0

\bigr] 
= 0,

дiйсний корiнь
c\ast 0 = 1, \tau \ast 0 = \pi 

для якого
B0 =  - 3\pi 

4

\bigl( 
0 1

\bigr) 
, PB\ast 

0
= 0.

Використовуючи iтерацiйну схему (10), на першому кроцi отримуємо

z1(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ), t \in [0, 2\pi ],

u1(t, \varepsilon ) = Xr(t)c1(\varepsilon ) + \varepsilon G
\bigl[ 
Z1

\bigl( 
z0(s, c

\ast 
0), u1(s, \varepsilon ), z

\prime 
0(s, c

\ast 
0), u

\prime 
1(s, \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
; \xi 1(\varepsilon )

\bigr] 
(t);

при цьому

u1(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 

96
(11 cos t - 3 cos 3t - 12 t sin t), t \in [0, \tau 1(\varepsilon )], \xi 1(\varepsilon ) =  - \varepsilon \pi 

2
,

u1(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 

96
(11 cos t - 3 cos 3t - 168\pi sin t+ 84 t sin t), t \in [\tau 1(\varepsilon ), 2\pi ].

На другому кроцi маємо

z2(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon ), \xi 2(\varepsilon ) =  - 3\varepsilon 2 \pi 

8
,

де

u2(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 2

3072

\bigl( 
 - 3 cos t - 24t2 cos t+ 3 cos 5t+ 208t sin t+ 36t sin 3t

\bigr) 
, t \in [0, \tau 2(\varepsilon )].

Крiм того,

u2(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 2

3072

\Bigl( 
189 cos t - 4704\pi 2 cos t+ 4704 t cos t

 - 1176 t2 cos t - 192 cos 3t+ 3 cos 5t - 3424\pi sin t

 - \pi sin t+ 1712 t sin t+ 504\pi sin 3t - 252 t sin 3t
\Bigr) 
, t \in [\tau 2(\varepsilon ), 2\pi ].

Використовуючи iтерацiйну схему (10), на третьому кроцi одержуємо

z3(t, \varepsilon ) = z0(t, c
\ast 
0) + u1(t, \varepsilon ) + u2(t, \varepsilon ) + u3(t, \varepsilon ), \xi 3(\varepsilon ) = 0,

де
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u3(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 3

98 304

\bigl( 
513 cos t+ 920 t2 cos t - 502 cos 3t+ 216 t2 cos 3t - 8 cos 5t

 - 3 cos 7t+ 280 t sin t+ 32 t3 sin t - 756 t sin 3t - 60 t sin 5t
\bigr) 
, t \in [0, \tau 3(\varepsilon )].

До того ж,

u3(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 3

98 304

\Bigl( 
10 881 cos t - 174 496\pi 2 cos t+ 174 496\pi t cos t

 - 43 624 t2 cos t - 11 254 cos 3t+ 42 336\pi 2 cos 3t - 42 336\pi t cos 3t

+ 10 584 t2 cos 3t+ 376 cos 5t - 3 cos 7t - 104 816\pi sin t+ 87 808\pi 3 sin t

+ 52 408 t sin t - 131 712\pi 2 t sin t+ 65 856\pi t2 sin t - 10 976 t3 sin t

+ 40 680\pi sin 3t - 20 340 t sin 3t - 840\pi sin 5t+ 420 t sin 5t
\Bigr) 
, t \in [\tau 3(\varepsilon ), 2\pi ].

Вiдзначимо, що для будь-яких значень малого параметра \varepsilon \in [0, \varepsilon 0], \varepsilon 0 \approx 1,32 933, вико-
нуються нерiвностi (11), якi свiдчать про практичну збiжнiсть отриманих наближень до
розв’язку перiодичної задачi для нелiнiйного рiвняння (12); тут \gamma := 0,997 < 1. Точнiсть
знайдених наближень до розв’язку перiодичної задачi для нелiнiйного рiвняння (12) iз
перемиканнями визначають нев’язки

\Delta k(\varepsilon ) :=
\bigm\| \bigm\| z\prime \prime k(t, \varepsilon ) + \omega (\varepsilon ) zk(t, \varepsilon ) - \varepsilon z3k(t, \varepsilon )

\bigm\| \bigm\| 
\BbbC [0,2\pi ], k = 0, 1, 2, 3.

Зокрема,

\Delta 0(0,1) \approx 0,2, \Delta 1(0,1) \approx 0,0320 091,

\Delta 2(0,1) \approx 0,0154 934, \Delta 3(0,1) \approx 0,00266 162,

\Delta 0(0,01) \approx 0,02, \Delta 1(0,01) \approx 0,000 349 490,

\Delta 2(0,01) \approx 0,0000 151 745, \Delta 3(0,01) \approx 1,61 195\times 10 - 7.

Наведений приклад перiодичної задачi для нелiнiйного рiвняння (12) демонструє, що
завдяки перемиканню автономна крайова задача стає розв’язною на промiжку фiксова-
ної довжини на вiдмiну вiд аналогiчних автономних крайових задач без перемикань, для
яких, взагалi кажучи, правий кiнець T (\varepsilon ) промiжку [0, T (\varepsilon )], на якому визначено шуканий
розв’язок нелiнiйної крайової задачi для системи (1), невiдомий i пiдлягає визначенню при
побудовi розв’язку [9, 10, 19, 21].

Отриманi у статтi результати дослiдження умов розв’язностi та побудови розв’язкiв
наближень до розв’язку крайової задачi (1) узагальнюють результати дослiдження умов
розв’язностi та побудови розв’язкiв крайових задач iз iмпульсним впливом у фiксованi
моменти часу [1, 2, 5, 6, 22 – 24] i, зокрема, зi зосередженим запiзненням [25, 26]. Одержанi
у цiй роботi результати можуть бути перенесенi на матричнi крайовi задачi [27, 28].
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Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Опублiкованi в цiй статтi результати отри-
манi КатериноюШевцовою самостiйно. Постановку задач, розв’язаних у роботi, перевiрку
й обговорення результатiв здiйснювали Сергiй Чуйко та Євген Сiлiн.

Дослiдження Сергiя Чуйка частково пiдтримано грантом у рамках двосторонньої угоди
мiж Академiями наук Австрiї i НАН України.

Дослiдження Катерини Шевцової частково пiдтримано фондом Simons Foundation
(Award 1160640, Presidential Discretionary-Ukraine Support Grants), а також стипендiєю
НАН України для молодих учених.
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