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The conditions of bifurcation at the point \varepsilon = 0 of weakly perturbed linear stochastic differential equations
are obtained.

Отримано умови бiфуркацiї в точцi \varepsilon = 0 слабко збурених лiнiйних стохастичних диференцiальних
рiвнянь.

Постановка задачi. Розглянемо таку крайову задачу для лiнiйних неоднорiдних стохастич-
них диференцiальних рiвнянь (зауважимо, що в статтi використано теорiю узагальненого
iнтеграла Стратановича, розроблену в [1, 2]):

dXt = (AXt + a(t)) dt+

k\sum 
i=1

(BiXt + bi(t)) \circ dW i
t

+ \epsilon 

\Biggl( \Bigl( 
\~AXt + \~a(t)

\Bigr) 
dt+

k\sum 
i=1

\Bigl( 
\~BiXt +\~bi(t)

\Bigr) 
\circ dW i

t

\Biggr) 
, (1.1)

F0X0 + F1X1 = f, (1.2)

де A, \~A,B1, . . . , Bk, \~B1, . . . , \~Bk, F0, F1, \~F0, \~F1 — (d\times d)-вимiрнi сталi матрицi, f — d-вимiр-
ний випадковий вектор, визначений на (\Omega , F ), a(t), \~a(t), b1(t), . . . , bk(t), \~b1(t), . . . ,\~bk(t), t \in 
[0, 1], — d-вимiрнi процеси, якi задовольняють умови з [2].

Введемо такi позначення:
Q = F0 + F1\Phi (1, 0)  - (d \times d)-матриця, елементи якої можуть бути випадковими вели-

чинами i яка може бути необоротною;
Q+ — псевдообернена матриця до Q ;
\Phi (t, s) = \Phi (t)\Phi (s) - 1, s, t \in [0, 1], — (d \times d)-вимiрний фундаментальний розв’язок

задачi (1.1) при \epsilon = 0 .
Теорiю псевдообернених операторiв детально описано в [3].
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Розглядаємо випадок, коли для \epsilon = 0 задача (1.1), (1.2) є нерозв’язною, тобто \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}Q =
d1 < d :

PQ\ast 
l

\left\{   f  - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ dVs

\right\}   \not = 0, l = d - d1, (1.3)

де

Vt =

t\int 
0

a(s) ds+

k\sum 
i=1

t\int 
0

bi(s) \circ dW i
s . (1.4)

Сформулюємо теорему, яка є варiацiєю теореми 6.4 з [3] для рiвнянь типу (1.1), (1.2), а
також основного результату з [4].

Теорема. Нехай задача (1.1), (1.2) при \epsilon = 0 є нерозв’язною, тобто виконується умо-
ва (1.3), а також виконується умова

PB\ast 
0
= 0,

B0 = PQ\ast 
l

\left\{    - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ d \~Vs

\right\}   , l = d - d1, (1.5)

де

\~Vt =

t\int 
0

\~A\Phi (s) ds+
k\sum 

i=1

t\int 
0

\~Bi\Phi (s) \circ dW i
s , (1.6)

B0, PB\ast 
0
— (l \times l)-вимiрнi матрицi.

Тодi крайова задача (1.1), (1.2) має хоча б один розв’язок, який можна зобразити у виглядi
ряду

x(t, \epsilon ) =
\infty \sum 

i= - 1

\epsilon ixi(t), (1.7)

який збiгається для фiксованого \epsilon \in 
\bigl( 
0, \epsilon \ast 

\bigr] 
.

Доведення. Застосуємо метод Вiшика –Люстерника [5] i пiдставимо ряд (1.7) у рiвнян-
ня (1.1). Вiдокремимо члени бiля \epsilon  - 1 i отримаємо однорiдну крайову задачу для x - 1(t) :

dx - 1(t) = Ax - 1(t)dt+
k\sum 

i=1

Bix - 1(t) \circ dW i
t ,

F0x - 1(0) + F1x - 1(1) = 0,

розв’язок якої має вигляд
x - 1(t, c - 1) = \Phi (t)c - 1,

де l -вимiрний вектор-стовпчик c - 1 можна знайти з умови розв’язностi для x0(t) .
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Для \epsilon 0 отримаємо крайову задачу для x0(t) :

dx0(t) =
\Bigl( 
Ax0(t) + a(t) + \~Ax - 1(t, c - 1)

\Bigr) 
dt

+

k\sum 
i=1

\Bigl( 
Bix0(t) + bi(t) + \~Bix - 1(t, c - 1)

\Bigr) 
\circ dW i

t ,

F0x0(0) + F1x0(1) = f.

Застосовуємо критерiй розв’язностi

PQ\ast 
l

\left\{   f  - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ dV \ast 
s

\right\}   = 0,

V \ast 
t =

t\int 
0

\Bigl( 
a(s) + \~Ax - 1(s, c - 1)

\Bigr) 
ds

+
k\sum 

i=1

t\int 
0

\Bigl( 
bi(s) + \~Bix - 1(s, c - 1)

\Bigr) 
\circ dW i

s , t \in [0, 1],

тому що
x - 1(t, c - 1) = \Phi (t)c - 1.

Тодi, використовуючи позначення (1.4), (1.5), (1.6), одержуємо

PQ\ast 
l

\left\{   f  - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ dV \ast 
s

\right\}   = PQ\ast 
l

\left\{   f  - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ dVs

\right\}   
+ PQ\ast 

l

\left\{    - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ d \~Vs

\right\}   c - 1.

Маємо систему рiвнянь

B0c - 1 =  - PQ\ast 
l

\left\{   f  - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ dVs

\right\}   , (\ast )

де c - 1 належить \BbbR l. Система (\ast ) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли виконується умова

PB\ast 
0
= 0

i один iз її розв’язкiв має вигляд

c - 1 =  - B+
0 PQ\ast 

l

\left\{   f  - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ dVs

\right\}   .
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Загальний розв’язок для x0(t, c0) записуємо у виглядi

x0(t, c0) = \Phi (t, 0)c0 +

t\int 
0

\Phi (t, s) \circ d \~Vsc - 1 +

t\int 
0

\Phi (t, s) \circ dVs.

Для того щоб знайти c0, прирiвнюємо коефiцiєнти бiля \varepsilon i отримуємо таку крайову задачу:

dx1(t) =
\Bigl( 
Ax1(t) + \~Ax0(t, c0) + \~a(t)

\Bigr) 
dt+

k\sum 
i=1

\Bigl( 
Bix1(t) + \~Bix0(t, c0) + \~bi(t)

\Bigr) 
\circ dW i

t ,

F0x1(0) + F1x1(1) = 0.

Застосуємо критерiй розв’язностi

PQ\ast 
l

\left\{    - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ d \~V (0)
s

\right\}   = 0, (\ast \ast )

де

\~V
(0)
t =

t\int 
0

\Bigl( 
\~Ax0(s, c0) + \~a(s)

\Bigr) 
ds+

k\sum 
i=1

t\int 
0

\Bigl( 
\~Bix0(s, c0) + \~bi(s)

\Bigr) 
\circ dW i

s , t \in [0, 1].

У (\ast \ast ) перенесемо всi коефiцiєнти бiля c0 влiво, а все iнше позначимо через L i одержимо
систему

B0 c0 =  - L.

Застосуємо критерiй розв’язностi
PB\ast 

0
= 0

i отримаємо один iз розв’язкiв
c0 =  - B+

0 L.

Доведемо за iндукцiєю, що за умови PB\ast 
0
= 0 коефiцiєнти xi(t) можна знайти з вiдповiдної

крайової задачi.
Припустимо, що коефiцiєнт ck - 1 можна знайти, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля \varepsilon k :

ck - 1 =  - B+
0 L,

де
L = L(ck - 2), xk(t, ck) = \Phi (t, 0)ck +R(t, x(k - 1)(t, c(k - 1))).

Тодi для того щоб знайти ck, прирiвняємо коефiцiєнти бiля \varepsilon k+1 i отримаємо

dxk+1(t) =
\Bigl( 
Axk+1(t) + \~Axk(t, ck) + \~a(t)

\Bigr) 
dt

+

k\sum 
i=1

\Bigl( 
Bix1(t) + \~Bi(t)xk(t, ck) + \~bi(t)

\Bigr) 
\circ dW i

t ,
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F0xk+1(0) + F1xk+1(1) = 0.

Застосуємо критерiй розв’язностi:

PQ\ast 
l

\left\{    - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ d \~V (k)
s

\right\}   = 0, (\ast \ast \ast )

xk(1, ck) = \Phi (1, 0)ck +R(1, xk - 1(1, ck - 1)),

\~V
(k)
t =

t\int 
0

\Bigl( 
\~Axk(s, ck) + \~a(s)

\Bigr) 
ds+

k\sum 
i=1

t\int 
0

\Bigl( 
\~Bi(s)xk(s, ck) + \~bi(s)

\Bigr) 
\circ dW i

s , t \in [0, 1],

\~V
(k)
t =

t\int 
0

\Bigl( 
\~A(\Phi (s)ck +R(s, xk - 1(s, ck - 1))) + \~a(s)

\Bigr) 
ds

+
k\sum 

i=1

t\int 
0

\Bigl( 
\~Bi(\Phi (s)ck +R(s, xk - 1(1, ck - 1))) + \~bi(s)

\Bigr) 
\circ dW i

s

= \~Vsck +

t\int 
0

\Bigl( 
\~AR(s, c - 1, . . . , ck - 1) + \~a(s)

\Bigr) 
ds

+

k\sum 
i=1

t\int 
0

\Bigl( 
\~BiR(s, c - 1, . . . , ck - 1) + \~bi(s)

\Bigr) 
\circ dW i

s .

Маємо таку систему:

PQ\ast 
l

\left\{    - F1

1\int 
0

\Phi (1, s) \circ d \~Vs

\right\}   ck + L(ck - 1) = 0,

B0ck =  - L(ck - 1).

Застосовуємо до неї критерiй розв’язностi

PB\ast 
0
= 0,

один iз розв’язкiв має вигляд
ck =  - B+

0 L(ck - 1).

Таким чином, довели, що при виконаннi умови розв’язностi PB\ast 
0
= 0 всi коефiцiєнти

можуть бути знайденi з вiдповiдної крайової задачi.
Збiжнiсть можна довести за допомогою переходу до iнтеграла Скорохода та оцiнки

\mathrm{E}| xk(t)| 2 [2].
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нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка при НАН України ЗМ-2024 “Якiсний
аналiз та керування в нелiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвняннях iз iмпульсними та
стохастичними збуреннями”, державний реєстрацiйний номер 0124U002140.
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