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We consider weakly nonlinear boundary-value problems for Fredholm integro-differential equations with
a degenerate kernel in Banach spaces. We obtain necessary and sufficient conditions for the existence of
solutions of these problems and propose a convergent iterative procedure for construction of at least one
solution.

Розглянуто слабко нелiнiйнi крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь Фредгольма з ви-
родженим ядром у банахових просторах. Отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв
таких задач, запропоновано збiжну iтерацiйну процедуру для побудови принаймнi одного розв’язку.

Дослiдження слабко нелiнiйних крайових задач для операторних рiвнянь рiзних типiв у
банахових просторах

(Lz)(t) = f(t) + \varepsilon Z(z, t, \varepsilon ),

\ell z(\cdot , \varepsilon ) = \alpha + \varepsilon J(z, \varepsilon )
(1)

з узагальнено оборотними операторами L у лiнiйнiй частинi є нетривiальною проблемою.
Труднощi полягають у тому, що як вихiдне лiнiйне рiвняння (Lz)(t) = f(t), так i породжу-
юча лiнiйна крайова задача (1) при \varepsilon = 0 не є всюди розв’язними [1, 2].

Cлабко нелiнiйнi крайовi задачi у перiодичному випадку для систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь у скiнченновимiрних просторах дослiджено в [3], крайовi задачi для
систем звичайних диференцiальних рiвнянь i систем функцiонально-диференцiальних рiв-
нянь iз iмпульсним впливом у загальному нетеровому випадку— в [4 – 6], а в [7] — слабко
нелiнiйнi системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь.

Останнiм часом слабко нелiнiйнi крайовi задачi (1) вивчають i у банахових просторах.
Так, у [8] дослiджено слабко нелiнiйнi крайовi задачi (1) для випадку, коли L —звичайний
диференцiальний оператор, який дiє у банаховому просторi, а у [9] розглянуто умови
iснування перiодичних розв’язкiв диференцiальних i рiзницевих рiвнянь у банаховому
просторi обмежених числових послiдовностей. У [10] вивчено задачу (1) у випадку, коли
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L — iнтегральний не всюди розв’язний оператор Фредгольма з виродженим ядром. У
загальному виглядi крайову задачу (1) дослiджено в [11].

Дослiдження слабко нелiнiйних крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь
у банахових просторах авторам не вiдомi.

Постановка задачi. Позначимочерез \bfB , \bfB 1, \bfB 2 дiйснi банаховi простори.Нехай z(t)—
вектор-функцiя, яка дiє з вiдрiзка \scrI = [a, b] у банаховий простiр \bfB 2, z(t) \in \bfC 1(\scrI ,\bfB 2),
\.z(t) \in \bfC (\scrI ,\bfB 2), де \bfC 1(\scrI ,\bfB 2) — банаховий простiр неперервно диференцiйовних вектор-
функцiй з нормою \| | z | \| =

\sum 1

k=0
supt\in \scrI 

\bigm\| \bigm\| z(k)(t)\bigm\| \bigm\| 
\bfB 2

, де z(k)(t) — k -та похiдна вiд z(t).

Похiдну \.z(t) розумiємо в сенсi [12, c. 140], \bfC (\scrI ,\bfB 2) — банаховий простiр неперервних на
\scrI вектор-функцiй, \bfC (\scrI \varepsilon 0) — простiр неперервних по \varepsilon \in \scrI \varepsilon 0 = [0, \varepsilon 0] вектор-функцiй.

Розглянемо слабконелiнiйну крайову задачу для iнтегро-диференцiального рiвняння
Фредгольма з малим параметром \varepsilon :

\.z(t) - 
b\int 

a

\bigl[ 
P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s) \.z(s)

\bigr] 
ds = f(t) + \varepsilon Z(z(t, \varepsilon ), \.z(t, \varepsilon ), t, \varepsilon ), (2)

\ell z(\cdot ) = \alpha + \varepsilon J(z(\cdot ), \.z(\cdot ), \varepsilon ), (3)

де
(a1) оператор-функцiї P (t) i Q(t) дiють iз \bfB 1 у \bfB 2, сильно неперервнi з нормами

\| | P | \| = supt\in \scrI \| P (t)\| \bfB 1\rightarrow \bfB 2 < \infty i \| | Q | \| = supt\in \scrI \| Q(t)\| \bfB 1\rightarrow \bfB 2 < \infty , а оператор-функцiї
W (t) i V (t) дiють iз \bfB 2 у \bfB 1, сильно неперервнi з нормами \| | W | \| = supt\in \scrI \| W (t)\| \bfB 2\rightarrow \bfB 1 <
\infty i \| | V | \| = supt\in \scrI \| V (t)\| \bfB 2\rightarrow \bfB 1 < \infty ;

(a2) Z(z, \.z, t, \varepsilon ) — нелiнiйна по z i \.z обмежена оператор-функцiя, яка в околi поро-
джуючого розв’язку \| z - z0\| \leq q, \| \.z - \.z0\| \leq q1 має сильнi неперервнi похiднi Фреше по z i
\.z та неперервна за сукупнiстю змiнних z, \.z, t, \varepsilon , \varepsilon \in \scrI \varepsilon 0 ; q i \varepsilon 0 —досить малi константи;

(a3) Z(0, 0, t, 0) = 0, Z \prime 
z(0, 0, t, 0) = 0, Z \prime 

\.z(0, 0, t, 0) = 0; (4)
(a4) \ell : \bfC (\scrI ,\bfB 2) \rightarrow \bfB — лiнiйний обмежений вектор-функцiонал;
(a5) J(z, \.z, \varepsilon ) — нелiнiйний по z i \.z обмежений вектор-функцiонал, який в околi

породжуючого розв’язку \| z  - z0\| \leq q, \| \.z  - \.z0\| \leq q1 має сильнi неперервнi похiднi Фреше
по z i \.z та неперервний за сукупнiстю змiнних z, \.z, \varepsilon , \varepsilon \in \scrI \varepsilon 0 ;

(a6) J(0, 0, 0) = 0, J \prime 
z(0, 0, 0) = 0, J \prime 

\.z(0, 0, 0) = 0 ;
(a7) вектор-функцiя f(t) \in \bfC (\scrI ,\bfB 2) визначена на промiжку \scrI зi значеннями у бана-

ховому просторi \bfB 2 з нормою \| | f | \| = supt\in \scrI \| f(t)\| \bfB 2 , \alpha \in \bfB .

Мета цiєї роботи полягає в наступному: застосовуючи конструкцiї узагальнено-оберне-
них операторiв L - до iнтегральних [13] та iнтегро-диференцiальних [14] у банахових
просторах, а також теореми про розв’язнiсть крайових задач для операторних рiвнянь iз
узагальнено оборотними операторами L, знайти умови iснування та алгоритм побудови
загального розв’язку z(t, \varepsilon ) крайової задачi (2), (3), який належить простору \bfC 1(\scrI ,\bfB 2) по
t, простору \bfC (\scrI \varepsilon 0) по \varepsilon i обертається при \varepsilon = 0 в один iз розв’язкiв породжуючої крайової
задачi

\.z0(t) - 
b\int 

a

\bigl[ 
P (t)W (s)z0(s) +Q(t)V (s) \.z0(s)

\bigr] 
ds = f(t), (5)
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\ell z0(\cdot ) = \alpha . (6)

Такий пiдхiд продовжує розвиток методiв теорiї збурень i методу малого параметра
Ляпунова –Пуанкаре [15], розвинутий київськоюшколою нелiнiйної механiки, основи якої
закладено у роботах [16, 17].

Задачу будемо розв’язувати шляхом переходу за допомогою методiв типу Ляпунова –
Шмiдта вiд крайової задачi (2), (3) до операторної системи, для якої застосовнi збiжнi
iнтерацiйнi процедури, заснованi на принципi нерухомої точки [3 – 5]. Iнтервал збiжностi
iтерацiйних процедур може бути встановлений за допомогою мажорант Ляпунова [15],
якi успiшно було застосовано для перiодичних крайових задач [3] i загальних нетерових
крайових задач [4, 5].

Попереднi вiдомостi. Використовуючи позначення та методику з [18, 19], замiною
\.z(t) = y(t), z(t) =

\int t

a
y(s) ds+ c2, c2 \in \bfB 2, рiвняння (5) зводимо до iнтегрального рiвняння

(L1y)(t) := y(t) - M(t)

b\int 
s

N(s)y(s) ds = g(t), (7)

де

M(t) =
\bigl[ 
P (t), Q(t)

\bigr] 
, N(s) = col

\Bigl[ \widetilde W (s), V (s)
\Bigr] 
,

g(t) = f(t) + P (t)Wc2, \widetilde W (s) =

b\int 
s

W (\tau )d\tau , W = \widetilde W (a).

(8)

Нехай оператор D = I\bfB 1\times \bfB 1  - 
\int b

a
N(s)M(s) ds узагальнено оборотний. Тодi при вико-

наннi умови

\scrP YD

b\int 
a

N(s)g(s) ds = \scrP YD

b\int 
a

N(s)[f(s) + P (s)Wc2] ds = 0

i лише при її виконаннi [13], iнтегральне рiвняння (7) має сiм’ю розв’язкiв

y(t) = M(t)\scrP N(D)

\Biggl[ 
\^c1

\^c1

\Biggr] 
+
\bigl( 
L - 
1 g
\bigr) 
(t) = X1(t)\^c1 +

\bigl( 
L - 
1 g
\bigr) 
(t), (9)

де \scrP YD
: \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow YD i \scrP N(D) : \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow N(D) — обмеженi проєктори на пiдпростiр

YD = \bfB 1 \times \bfB 1 \ominus R(D) i нуль-простiр N(D), X1(t)\^c1 = M(t)\scrP N(D)

\biggl[ 
\^c1
\^c1

\biggr] 
, \^c1 — довiльний

елемент банахового простору \bfB 1, L
 - 
1 —узагальнено обернений оператор до iнтегрального

оператора L1 [13] \bigl( 
L - 
1 g
\bigr) 
(t) = g(t) +M(t)D - 

b\int 
a

N(s)g(s) ds,

D - — обмежений узагальнено обернений оператор до оператора D [20].
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Далi клас обмежених узагальнено оборотних операторiв, якi дiють iз банахового про-
стору \bfX у банаховий простiр \bfY , будемо позначати \bfG \bfI (\bfX ,\bfY ) (generalized inverse).

Позначивши

S = \scrP YD

b\int 
a

N(s)P (s)Wds, S : \bfB 2 \rightarrow \bfB 1 \times \bfB 1,

f0 =  - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds, f0 \in \bfB 1 \times \bfB 1,

отримаємо рiвняння

Sc2 = f (10)

щодо елемента c2, при якому iнтегральне рiвняння (7) буде розв’язним.
Нехай оператор S \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB 1 \times \bfB 1) узагальнено оборотний. Тодi при виконаннi

умови [19]

\scrP YS
\scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s) ds = 0 (11)

i лише при її виконаннi, з (10) одержимо

c2 = \scrP N(S)\^c2 + S - f0, (12)

де \scrP N(S) : \bfB 2 \rightarrow N(S), \scrP YS
: \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow YS — обмеженi проєктори, \^c2 — довiльний

елемент банахового простору \bfB 2, S
 - : \bfB 1\times \bfB 1 \rightarrow \bfB 2 —обмежений узагальнено обернений

оператор до оператора S [21, c. 538].
Пiдставиши g(s) iз (8) у розв’язок (9) iнтегрального рiвняння (7) i врахувавши (12),

здобудемо загальний розв’язок породжуючого iнтегро-диференцiального рiвняння (5):

z0(t, \^c1, \^c2) =
\Bigl[ \widetilde X1(t), \widetilde X2(t)

\Bigr] \Biggl[ \^c1
\^c2

\Biggr] 
+
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t), (13)

де

\widetilde X1(t) =

t\int 
a

X1(s) ds, \widetilde X2(t) =
\bigl( \widetilde L - 

1 P
\bigr) 
(t)WPN(S) + PN(S),

\bigl( \widetilde L - 
1 f
\bigr) 
(t) =

t\int 
a

\bigl( 
L - 
1 f
\bigr) 
(s) ds,

\bigl( \widetilde L - 
1 P
\bigr) 
(t) =

t\int 
a

\bigl( 
L - 
1 P
\bigr) 
(s) ds,

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t) =

\bigl( \widetilde L - 
1 f
\bigr) 
(t) - 

\Bigl[ \bigl( \widetilde L - 
1 P
\bigr) 
(t)W + I\bfB 2

\Bigr] 
S - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s) ds
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— узагальнено обернений оператор до iнтегро-диференцiального оператора L [14], \^ci —
довiльнi елементи банахових просторiв \bfB i, i = 1, 2.

Таким чином, для породжуючого iнтегро-диференцiального рiвняння (5) справедлива
така теорема.

Теорема 1 [19]. Нехай оператори D \in \bfG \bfI (\bfB 1 \times \bfB 1,\bfB 1 \times \bfB 1) i S \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB 1 \times \bfB 1)
узагальнено оборотнi.

Iнтегро-диференцiальне рiвняння (5) має розв’язки тодi i лише тодi, коли f(t) \in 
\bfC ([a, b],\bfB 2) задовольняє умову (11), при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв (13).

Крайовi задачi у банахових просторах. Далi розглянемо породжуючу крайову зада-
чу (5), (6).

Пiдставивши розв’язок (13) у крайову умову (6), отримаємо операторне рiвняння щодо
довiльних сталих \^c1 \in \bfB 1, \^c2 \in \bfB 2 :\bigl[ 

Q1, Q2

\bigr] \Biggl[ \^c1
\^c2

\Biggr] 
= \alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot ), (14)

де Q1 = \ell \widetilde X1(\cdot ), Q2 = \ell \widetilde X2(\cdot ) — лiнiйнi обмеженi оператори.
Вiдомо [21], що операторна матриця Q =

\bigl[ 
Q1, Q2

\bigr] 
має обмежену узагальнено обер-

нену тодi i лише тодi, коли й узагальнено оборотнi оператори Q1 i \widehat Q2 = \scrP YQ1
Q2.

Нехай оператори Q1 i \widehat Q2 узагальнено оборотнi. Наслiдком узагальненої оборотностi
оператора Q є нормальна розв’язнiсть операторного рiвняння (14).

Використовуючи теорему 3 з [21, c. 545] про розв’язнiсть рiвняння з операторною
матрицею Q, маємо, що рiвняння (14) розв’язне тодi й лише тодi, коли виконується умо-
ва [20, 21]

\scrP YQ

\bigl[ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot )
\bigr] 
= 0,

за виконання якої рiвняння (14) має сiм’ю розв’язкiв\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
= \scrP N(Q)

\Biggl[ 
\~c1

\~c2

\Biggr] 
+Q - \bigl[ \alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot )
\bigr] 
, (15)

де

\scrP YQ
= \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
, \scrP N(Q) =

\Biggl[ 
\scrP N(Q1)  - Q - 

1 Q2\scrP N( \widehat Q2)

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\Biggr] 
,

Q - =

\Biggl[ 
Q - 

1  - Q - 
1 Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1\widehat Q - 

2 \scrP YQ1

\Biggr] 
.

Для скорочення записiв позначимо\widetilde \scrP 2 =  - Q - 
1 Q2\scrP N( \widehat Q2)

, \widetilde Q - 
1 = Q - 

1  - Q - 
1 Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

, \widetilde Q - 
2 = \widehat Q - 

2 \scrP YQ1
.

Тодi (15) набуває вигляду\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
=

\Biggl[ 
\scrP N(Q1)

\widetilde \scrP 2

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\Biggr] \Biggl[ 
\~c1

\~c2

\Biggr] 
+

\Biggl[ \widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2

\Biggr] \bigl[ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot )
\bigr] 
, (16)

де \~c1 \in \bfB 1, \~c2 \in \bfB 2 — довiльнi сталi.
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Пiдставивши знайденi \^c1 i \^c2 iз (16) у (12), отримаємо загальний розв’язок крайової
задачi (5), (6):

z0(t) =
\Bigl[ \widetilde X1(t), \widetilde X2(t)

\Bigr] \Biggl\{ \Biggl[ \scrP N(Q1)
\widetilde \scrP 2

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\Biggr] \Biggl[ 
\~c1

\~c2

\Biggr] 
+

\Biggl[ \widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2

\Biggr] \bigl[ 
\alpha  - \ell 

\bigl( 
L - f

\bigr) 
(\cdot )
\bigr] \Biggr\} 

+
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t).

Пiсля перетворень i перепозначень довiльних сталих \~c1 = \^c1 \in \bfB 1 i \~c2 = \^c2 \in \bfB 2

одержимо загальний розв’язок породжуючої крайової задачi (5), (6):

z0(t, \^c1, \^c2) =
\Bigl[ \widetilde X1(t)\scrP N(Q1),

\widetilde X1(t) \widetilde \scrP 2 + \widetilde X2(t)\scrP N( \widehat Q2)

\Bigr] \Biggl[ \^c1
\^c2

\Biggr] 

+
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t) - 

\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 
1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 

2

\Bigr] 
\ell L - f(\cdot ) +

\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 
1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 

2

\Bigr] 
\alpha 

або

z0(t, \^c1, \^c2) =
\Bigl[ 
X1(t), X2(t)

\Bigr] \Biggl[ \^c1
\^c2

\Biggr] 
+G[f ](t) +

\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 
1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 

2

\Bigr] 
\alpha ,

де

X1(t) = \widetilde X1(t)\scrP N(Q1), X2(t) = \widetilde X1(t) \widetilde \scrP 2 + \widetilde X2(t)\scrP N( \widehat Q2)
,

G[f ](t) =
\bigl( 
L - f

\bigr) 
(t) - 

\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 
1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 

2

\Bigr] 
\ell L - f(\cdot )

(17)

— узагальнений оператор Грiна.
Теорема 2. Нехай оператори D \in \bfG \bfI (\bfB 1 \times \bfB 1,\bfB 1 \times \bfB 1), S \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB 1 \times \bfB 1), Q1 \in 

\bfG \bfI (\bfB 1,\bfB ) i \widehat Q2 \in \bfG \bfI (\bfB 2,\bfB ) узагальнено оборотнi.
Тодi неоднорiдна породжуюча крайова задача (5), (6) має розв’язки для тих i лише тих

f(t) \in \bfC ([a, b],\bfB 2) i \alpha \in \bfB , якi задовольняють систему умов\left\{       
\scrP YS

\scrP YD

\int b

a
N(s)f(s) ds = 0,

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\{ \alpha  - \ell (L - f)(\cdot )\} = 0,

(18)

при виконаннi яких крайова задача (5), (6) має сiм’ю розв’язкiв

z0(t, \^c1, \^c2) = X(t)

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+G[f ](t) +

\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 
1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 

2

\Bigr] 
\alpha , (19)

де X(t) =
\bigl[ 
X1(t), X2(t)

\bigr] 
, G[f ](t) — узагальнений оператор Грiна (17).

Основний результат. Розглянемо крайову задачу (2), (3) у випадку, коли породжуюча
крайова задача (5), (6) неоднозначно розв’язна.

1. Необхiдна умова iснування розв’язку слабконелiнiйної крайової задачi для iнтегро-
диференцiального рiвняння Фредгольма з виродженим ядром. Нехай функцiя f(t) \in \bfC ([a, b],
\bfB 2) i константа \alpha \in \bfB такi, що система умов (18) виконується.
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Теорема 3. Нехай слабконелiнiйна крайова задача (2), (3) має розв’язок z = z(t, \varepsilon ) :
z(\cdot , \varepsilon ) \in \bfC 1(\scrI ,\bfB 2), z(t, \cdot ) \in \bfC (\scrI \varepsilon 0), який при \varepsilon = 0 обертається у породжуючий розв’язок (19)
iз елементами \^c1 = c01 \in \bfB 1 i \^c2 = c02 \in \bfB 2. Тодi елементи c01 i c02 обов’язково повиннi
бути дiйсними коренями системи рiвнянь\left\{       

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)Z(z0(s, c01, c02), \.z0(s, c01, c02), s, 0) ds = 0,

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\bigl[ 
J(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), 0) - \ell L - Z(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \cdot , 0)

\bigr] 
= 0.

Доведення. Нехай виконуються умови (4). Тодi при всiх \varepsilon \in \scrI \varepsilon 0 справедливi тотожностi

\.z(t) - 
b\int 

a

[P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s) \.z(s)] ds \equiv f(t) + \varepsilon Z(z(t, \varepsilon ), \.z(t, \varepsilon ), t, \varepsilon ),

\ell z(\cdot ) \equiv \alpha + \varepsilon J(z(\cdot , \varepsilon ), \.z(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ).

За теоремою 2 та з огляду на справедливiсть умов (18) для цiєї крайової задачi отри-
маємо, що при всiх \varepsilon \in \scrI \varepsilon 0 , \varepsilon \not = 0 нелiнiйнi оператор Z(z(t, \varepsilon ), \.z(t, \varepsilon ), t, \varepsilon ) i функцiонал
J(z(\cdot , \varepsilon ), \.z(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) задовольняють систему умов\left\{       

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)Z(z(s, \varepsilon ), \.z(s), s, \varepsilon )ds = 0,

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

[J(z(\cdot , \varepsilon ), \.z(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) - \ell L - Z(z(\cdot , \varepsilon ), \.z(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon )] = 0.

(20)

Враховуючи неперервнiсть нелiнiйної оператор-функцiї Z(z, \.z, t, \varepsilon ) i функцiонала
J(z(\cdot ), \.z(\cdot ), \varepsilon ) за сукупнiстю змiнних z, \.z, t, \varepsilon , при переходi до границi при \varepsilon \rightarrow 0 отримає-
мо z(t, \varepsilon ) \rightarrow z0(t, c01, c02), а з рiвностi (20)— необхiдну умову iснування розв’язку крайової
задачi (2), (3):

F (c01, c02) =

\left\{               

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)Z(z0(s, c01, c02), \.z0(s, c01, c02), s, 0)ds = 0,

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\bigl[ 
J(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), 0)

 - \ell L - Z(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \cdot , 0)
\bigr] 
= 0,

(21)

яка доводить теорему.
Будь який розв’язок системи (21) c01 \in \bfB 1, c02 \in \bfB 2 визначає той породжуючий

розв’язок z0(t, c01, c02), якому може вiдповiдати розв’язок z(t, \varepsilon ) крайової задачi (2), (3) i
який обертається у z0(t, c01, c02) при \varepsilon = 0.

Система операторних рiвнянь (21) аналогiчна до вiдомого у теорiї перiодичних нелi-
нiйних коливань [3 – 5] рiвняння для породжуючих амплiтуд. Тому надалi будемо називати
її системою рiвнянь для породжуючих елементiв крайової задачi (2), (3).

Отже, якщо система рiвнянь (21) має розв’язки c01 \in \bfB 1 i c02 \in \bfB 2, то елементи c01, c02
визначають той породжуючий розв’язок z0(t, c01, c02), якому може вiдповiдати розв’язок
z(t, \varepsilon ) слабко нелiнiйної крайової задачi (2), (3). Якщо ж система рiвнянь (21) не має
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розв’язкiв, то i крайова задача (2), (3) не має шуканого розв’язку. Таким чином, необхiдну
умову iснування розв’язку крайової задачi (2), (3) задовольняє вибiр елементiв c01 i c02
у породжуючому розв’язку (19) як дiйсних коренiв системи рiвнянь для породжуючих
елементiв (21).

2. Достатнi умови iснування розв’язкiв. Далi розглянемо достатнi умови iснування
розв’язкiв слабко нелiнiйної крайової задачi для iнтегро-диференцiального рiвнянняФред-
гольма (2), (3) у випадку, коли породжуюча крайова задача (5), (6) має сiм’ю розв’язкiв (19).
Для цього виконаємо у крайовiй задачi (2), (3) замiну змiнної

z(t, \varepsilon ) = z0(t, c01, c02) + x(t, \varepsilon ), (22)

де z0(t, c01, c02) —породжуючий розв’язок (19) крайової задачi (5), (6), а елементи c01 \in \bfB 1

i c02 \in \bfB 2 — дiйснi коренi системи рiвнянь для породжуючих елементiв (21). Враховуючи
нову змiнну, будемо шукати умови iснування розв’язку x(t, \varepsilon ) : x(\cdot , \varepsilon ) \in \bfC 1(\scrI ,\bfB 2), x(t, \cdot ) \in 
\bfC (\scrI \varepsilon 0), x(t, 0) = 0 крайової задачi

\.x(t) - 
b\int 

a

[P (t)W (s)x(s) +Q(t)V (s) \.x(s)] ds

= \varepsilon Z(z0(t, c01, c02) + x(t, \varepsilon ), \.z0(t, c01, c02) + \.x(t, \varepsilon ), t, \varepsilon ), (23)

\ell z(\cdot ) = \alpha + \varepsilon J(z0(\cdot , c01, c02) + x(\cdot , \varepsilon ), \.z0(\cdot , c01, c02) + \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ). (24)

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть вектор-функцiї Z(z, \.z, t, \varepsilon ) i функцiо-
нала J(z(\cdot ), \.z(\cdot ), \varepsilon ) по z i \.z в околi точки \varepsilon = 0, видiлимо у них лiнiйнi частини по z i \.z та
члени нульового порядку по \varepsilon .

У результатi маємо розвинення

Z(z0 + x, \.z0 + \.x, t, \varepsilon ) = Z(z0, \.z0, t, 0) + T (t)x+H(t) \.x+R(x, \.x, t, \varepsilon ),

J(z0 + x, \.z0 + \.x, \varepsilon ) = J0(z0, \.z0, 0) + \ell 0x+ \ell 1 \.x+ r(x, \.x, \varepsilon ),
(25)

де
Z(z0, \.z0, t, 0) = Z(z0(t, c01, c02), \.z0(t, c01, c02), t, 0);

J0(z0, \.z0, 0) = J0(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), 0);
T (t) — лiнiйний обмежений оператор, який є похiдною Фреше вiд нелiнiйного опера-

тора Z(z, \.z, t, \varepsilon ) по z при z = z0(t, c01, c02), \.z = \.z0(t, c01, c02);

H(t) — лiнiйний обмежений оператор, який є похiдною Фреше вiд нелiнiйного опера-
тора Z(z, \.z, t, \varepsilon ) по \.z при z = z0(t, c01, c02), \.z = \.z0(t, c01, c02);

R — нелiнiйний оператор, який задовольняє умови (a2) i (a3) з (4);
\ell 0 —лiнiйний обмежений вектор-функцiонал, який є похiдною Фреше вiд нелiнiйного

функцiонала J(z, \.z, \varepsilon ) по z при z = z0(t, c01, c02), \.z = \.z0(t, c01, c02);

\ell 1 —лiнiйний обмежений вектор-функцiонал, який є похiдною Фреше вiд нелiнiйного
функцiонала J(z, \.z, \varepsilon ) по \.z при z = z0(t, c01, c02), \.z = \.z0(t, c01, c02);

r — нелiнiйний вектор-функцiонал, задовольняє умови (a5) i (a6) з (4).
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Отже, враховуючи замiну (22), будемо розглядати слабко нелiнiйну крайову задачу

\.x(t) - 
b\int 

a

[P (t)W (s)x(s) +Q(t)V (s) \.x(s)] ds

= \varepsilon 
\Bigl[ 
Z(z0(t, c01, c02), \.z0(t, c01, c02), t, 0)

+ T (t)x(t, \varepsilon ) +H(t) \.x(t, \varepsilon ) +R(x(t, \varepsilon ), \.x(t, \varepsilon ), t, \varepsilon )
\Bigr] 
, (26)

\ell z(\cdot ) = \varepsilon 
\Bigl[ 
J0(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), 0)

+ \ell 0x(\cdot , \varepsilon ) + \ell 1 \.x(\cdot , \varepsilon ) + r(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )
\Bigr] 

(27)

для знаходження вiдхилення x(t, \varepsilon ) вiд породжуючого розв’язку z0(t, c01, c02).
За теоремою 2 крайова задача (26), (27) має розв’язок

x(t) =
\bigl( 
X1(t) X2(t)

\bigr) \Biggl( \^c1
\^c2

\Biggr) 
+ \=x(t, \varepsilon ) = X(t)\^c+ \=x(t, \varepsilon ), (28)

де елемент \^c =

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
визначаємо з системи умов розв’язностi вигляду (20):

\left\{                                     

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)

\Bigl[ 
Z(z0(s, c01, c02), \.z0(s, c01, c02), s, 0) + T (s)x(s, \varepsilon )

+H(s) \.x(s, \varepsilon ) +R(x(s, \varepsilon ), \.x(s, \varepsilon ), s, \varepsilon )
\Bigr] 
ds = 0,

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigl[ 
J0(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), 0) + \ell 0x(\cdot , \varepsilon )

+\ell 1 \.x(\cdot , \varepsilon ) + r(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) - \ell L - 
\Bigl( 
Z(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \cdot , 0)

+T (\cdot )x(\cdot , \varepsilon ) +H(\cdot ) \.x(\cdot , \varepsilon ) +R(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon )
\Bigr) 
(\cdot )
\Bigr] 
= 0,

(29)

а вектор-функцiю \=x(t, \varepsilon ) — частинний розв’язок неоднорiдної крайової задачi (26), (27),
знаходимо за формулою

\=x(t, \varepsilon ) = \varepsilon 
\Bigl[ \bigl( 
GZ(z0(\cdot , c01, c02) + x(\cdot , \varepsilon ), \.z0(\cdot , c01, c02) + \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon )

\bigr) 
(t)

+
\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 

1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] 
J(z0(\cdot , c01, c02) + x(\cdot , \varepsilon ), \.z0(\cdot , c01, c02) + \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] 
,

де G — узагальнений оператор Грiна (17).
З огляду на те, що елементи c01, c02 необхiдно задовольняють систему рiвнянь для

породжуючих елементiв (21), а також вигляд загального розв’язку (28), iз системи (29)
отримаємо
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\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)

\Biggl[ 
T (s)

\left\{   X(s)

\left[  \^c1
\^c2

\right]  + \=x(s, \varepsilon )

\right\}   
+H(s)

\left\{   \.X(s)

\left[  \^c1
\^c2

\right]  + \.\=x(s, \varepsilon )

\right\}   +R(x(s, \varepsilon ), \.x(s, \varepsilon ), s, \varepsilon )

\Biggr] 
ds = 0,

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\left[  \ell 0
\left\{   X(\cdot )

\left[  \^c1
\^c2

\right]  + \=x(\cdot , \varepsilon )

\right\}   + \ell 1

\left\{   \.X(\cdot )

\left[  \^c1
\^c2

\right]  + \.\=x(\cdot , \varepsilon )

\right\}   
+r(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) - \ell L - 

\Biggl( 
T (\cdot )

\left\{   X(\cdot )

\left[  \^c1
\^c2

\right]  + \=x(\cdot , \varepsilon )

\right\}   
+H(\cdot )

\left\{   \.X(\cdot )

\left[  \^c1
\^c2

\right]  + \.\=x(\cdot , \varepsilon )

\right\}   +R(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon )

\Biggr) 
(\cdot )

\right]  = 0.

Враховуючи,що проєктори \scrP YS
i \scrP YD

— (2\times 2)-вимiрнi матрицi, а X(t)=
\bigl[ 
X1(t),X2(t)

\bigr] 
,

позначимо \Biggl[ 
B11

B21

\Biggr] 
= \scrP YS

\scrP YD

b\int 
a

N(s)
\Bigl[ 
T (s)X1(s) +H(s) \.X1(s)

\Bigr] 
ds,

\Biggl[ 
B12

B22

\Biggr] 
= \scrP YS

\scrP YD

b\int 
a

N(s)
\Bigl[ 
T (s)X2(s) +H(s) \.X2(s)

\Bigr] 
ds,

\bigl[ 
B31 B32

\bigr] 
=
\Bigl[ 
\scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1

\Bigl\{ 
\ell 0X1(\cdot ) + \ell 1 \.X1(\cdot ) - \ell L - 

\Bigl( 
T (\cdot )X1(\cdot ) +H(\cdot ) \.X1(\cdot )

\Bigr) \Bigr\} 
,

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigl\{ 
\ell 0X2(\cdot ) + \ell 1 \.X2(\cdot ) - \ell L - 

\Bigl( 
T (\cdot )X2(\cdot ) +H(\cdot ) \.X2(\cdot )

\Bigr) \Bigr\} \Bigr] 
,

лiнiйнi обмеженi операторнi матрицi.
Тодi використовуючи розвинення (25) i той факт, що елементи c01 i c02 задовольня-

ють рiвняння для породжуючих елементiв (21), для знаходження розв’язку x(t, \varepsilon ) слабко
нелiнiйної крайової задачi (23), (24) приходимо до еквiвалентної операторної системи

x(t) = X(t)

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+ \=x(t, \varepsilon ),

\scrB 0\^c =  - 

\left[            

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)

\Bigl[ 
T (s)\=x(s, \varepsilon ) +H(s) \.\=x(s, \varepsilon )

+R(x(s, \varepsilon ), \.x(s, \varepsilon ), s, \varepsilon )
\Bigr] 
ds

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigl[ 
\ell 0\=x(\cdot , \varepsilon ) + \ell 1 \.\=x(\cdot , \varepsilon ) + r(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) - 

 - \ell L - (T (\cdot )\=x(\cdot , \varepsilon ) +H(\cdot ) \.\=x(\cdot , \varepsilon ) +R(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon ))(\cdot )
\Bigr] 

\right]            
, (30)
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\=x(t, \varepsilon ) = \varepsilon 
\Bigl[ 
(GZ(z0(\cdot , c01, c02) + x(\cdot , \varepsilon ), \.z0(\cdot , c01, c02) + \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon ))(t)+

+
\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 

1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] 
J(z0(\cdot , c01, c02) + x(\cdot , \varepsilon ), \.z0(\cdot , c01, c02) + \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] 
,

де

\scrB 0 =

\Biggl[ 
\scrB 1

\scrB 2

\Biggr] 
, \scrB 1 =

\Biggl[ 
B11 B12

B21 B22

\Biggr] 
: \bfB 1 \times \bfB 2 \rightarrow \bfB 1 \times \bfB 2,

\scrB 2 =
\bigl[ 
B31 B32

\bigr] 
: \bfB 1 \times \bfB 2 \rightarrow \bfB , \^c =

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
.

Розв’язнiсть слабко нелiнiйної крайової задачi (23), (24) залежить вiд iснування розв’яз-
ку другого рiвняння операторної системи (30). Тому розглянемо питання про умови розв’яз-
ностi та вигляду загального розв’язку другого рiвняння операторної системи (30) iз опера-

торною матрицею \scrB 0 =

\Biggl[ 
\scrB 1

\scrB 2

\Biggr] 
.

Якщо у скiнченновимiрних просторах узагальнене обернення операторної матрицi \scrB 0

не є проблемою, то у банахових просторах узагальнене обернення операторної матрицi
викликає певнi труднощi. Для розв’язання цiєї задачi скористаємося результатами з ро-
бiт [21, 22].

Нехай оператор \scrB 0 =

\Biggl[ 
\scrB 1

\scrB 2

\Biggr] 
узагальнено оборотний. Вiдомо [21],що операторнаматриця

\scrB 0 буде узагальнено оборотною тодi i лише тодi, коли оператори \scrB 1 та \widehat \scrB 2 = \scrB 2\scrP N(\scrB 1)

узагальнено оборотнi.
Нехай оператори \scrB 1 \in \bfG \bfI (\bfB 1\times \bfB 2,\bfB 1\times \bfB 2) i \widehat \scrB 2 \in \bfG \bfI (\bfB 1\times \bfB 2,\bfB ) узагальнено оборотнi.

Внаслiдок узагальненої оборотностi операторiв \scrB 1 i \widehat \scrB 2 iснують [23] обмеженi проєктори
\scrP N(\scrB 1) : \bfB 1 \times \bfB 2 \rightarrow N(\scrB 1) на нуль-простiр N(\scrB 1) i \scrP Y\scrB 1

: \bfB 1 \times \bfB 2 \rightarrow Y\scrB 1 — на пiдпростiр
Y\scrB 1 = \bfB 1 \times \bfB 2 \ominus R(\scrB 1) оператора \scrB 1 i обмеженi проєктори \scrP 

N( \widehat \scrB 2) : \bfB 1 \times \bfB 2 \rightarrow N
\bigl( \widehat \scrB 2

\bigr) 
—

на нуль-простiр i \scrP Y \widehat \scrB 2
: \bfB \rightarrow Y \widehat \scrB 2

—на пiдпростiр Y \widehat \scrB 2
= I\bfB \ominus R

\bigl( \widehat \scrB 2

\bigr) 
оператора \widehat \scrB 2, а також

обмеженi узагальнено оберненi оператори \scrB  - 
1 ,

\widehat \scrB  - 
2 .

Наслiдком узагальненої оборотностi оператора \scrB 0 є його нормальна розв’язнiсть [24].
За класифiкацiєю С. Г. Крейна [1] друге рiвняння операторної системи (30) може бути:
однозначно розв’язним

\bigl( 
\scrP N(\scrB 0) \equiv 0

\bigr) 
, всюди розв’язним

\bigl( 
\scrP Y\scrB 0

\equiv 0
\bigr) 
, неоднозначно i не

всюди розв’язним
\bigl( 
\scrP N(\scrB 0) \not = 0, \scrP Y\scrB 0

\not = 0
\bigr) 
.

Побудова принаймнi одного розв’язку. Розглянемо загальний випадок, коли друге рiв-
няння операторної системи (30) неоднозначно i не всюди розв’язне, тобто \scrP N(\scrB 0) \not = 0,
\scrP Y\scrB 0

\not = 0.

Оскiльки оператор \scrB 0 нормально розв’язний, то, використовуючи теорему 1 з [21,
c. 538] про розв’язнiсть рiвняння з операторною матрицею, маємо, що друге рiвняння
операторної системи (30) має розв’язок тодi i лише тодi, коли виконується умова
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\scrP Y\scrB 0

\left[             

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)

\Bigl[ 
T (s)\=x(s, \varepsilon ) +H(s) \.\=x(s, \varepsilon )

+R(x(s, \varepsilon ), \.x(s, \varepsilon ), s, \varepsilon )
\Bigr] 
ds

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigl[ 
\ell 0\=x(\cdot , \varepsilon ) + \ell 1 \.\=x(t, \varepsilon ) + r(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - \ell L - (T (\cdot )\=x(\cdot , \varepsilon ) +H(\cdot ) \.\=x(\cdot , \varepsilon ) +R(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon ))(\cdot )
\Bigr] 

\right]             
= 0,

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

\^c =

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
= \scrP N(\scrB 0)

\Biggl[ 
\~c1

\~c2

\Biggr] 

 - \scrB  - 
0

\left[           

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)

\Bigl[ 
T (s)\=x(s, \varepsilon ) +H(s) \.\=x(s, \varepsilon )

+R(x(s, \varepsilon ), \.x(s, \varepsilon ), s, \varepsilon )
\Bigr] 
ds

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigl[ 
\ell 0\=x(\cdot , \varepsilon ) + \ell 1 \.\=x(t, \varepsilon ) + r(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - \ell L - (T (\cdot )\=x(\cdot , \varepsilon ) +H(\cdot ) \.\=x(\cdot , \varepsilon ) +R(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon ))(\cdot )
\Bigr] 

\right]           
,

де \scrP N(\scrB 0) = \scrP N(\scrB 1)\scrP N
\bigl( \widehat \scrB 2

\bigr) — обмежений проєктор на нуль-простiр оператора \scrB 0, \~c1 \in \bfB 1,

\~c2 \in \bfB 2 — довiльнi елементи,

\scrB  - 
0 =

\Bigl[ 
\scrB  - 
1  - \scrP N(\scrB 1)

\widehat \scrB  - 
2 \scrB 2\scrB  - 

1 , \scrP N(\scrB 1)
\widehat \scrB  - 
2

\Bigr] 
— обмежена узагальнено обернена операторна матриця до операторної матрицi \scrB 0 [21,
c. 538],

\scrP Y\scrB 0
=

\Biggl[ 
\scrP Y\scrB 1

0

 - \scrP Y \widehat \scrB 2
\scrB 2\scrB  - 

1 \scrP Y \widehat \scrB 2

\Biggr] 
(31)

— обмежений проєктор на пiдпростiр Y\scrB 0 = I\bfB 1\times \bfB 2 \ominus R(\scrB 0).

Побудову узагальнено оберненої матрицi до операторної матрицi \scrB 1 наведено у [22].
Поклавши \~c1 = 0, \~c2 = 0, отримаємо один iз сiм’ї розв’язкiв другого рiвняння опера-

торної системи (30), оскiльки \scrP N(\scrB 0)

\biggl[ 
\~c1
\~c2

\biggr] 
= 0.

Тодi з урахуванням (31) маємо, що друге рiвняння операторної системи (30) буде
розв’язним тодi i лише тодi, коли виконується умова

\scrP Y\scrB 0

\Biggl[ 
\scrP YS

\scrP YD

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Biggr] 
=

\left[  \scrP Y\scrB 1
0\widetilde \scrP 1 \scrP Y \widehat \scrB 2

\right]  \Biggl[ \scrP YS
\scrP YD

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Biggr] 
= 0, (32)

де \widetilde \scrP 1 =  - \scrP Y \widehat \scrB 2
\scrB 2\scrB  - 

1 .
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При виконаннi умови (32) друге рiвняння операторної системи (30) будемати принаймнi
один розв’язок. Тодi система (30) набуде вигляду

x(t) = X(t)

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+ \=x(t, \varepsilon ),

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
=  - \scrB  - 

0

\left[           

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)

\Bigl[ 
T (s)\=x(s, \varepsilon )

+H(s) \.\=x(s, \varepsilon ) +R(x(s, \varepsilon ), \.x(s, \varepsilon ), s, \varepsilon )
\Bigr] 
ds

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigl[ 
\ell 0\=x(\cdot , \varepsilon ) + \ell 1 \.\=x(\cdot , \varepsilon ) + r(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - \ell L - (T (\cdot )\=x(\cdot , \varepsilon ) +H(\cdot ) \.\=x(\cdot , \varepsilon ) +R(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon ))(\cdot )
\Bigr] 

\right]           
,

\=x(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\Biggl\{ \Biggl( 
G

\Biggl[ 
Z(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \cdot , 0) + T (\cdot )

\Biggl[ 
X(\cdot )

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+ \=x(\cdot , \varepsilon )

\Biggr] 

+H(\cdot )

\Biggl\{ 
\.X(\cdot )

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+ \.\=x(\cdot , \varepsilon )

\Biggr\} 
+R(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon )

\Biggr] \Biggr) 
(t)

+
\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 

1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] \Biggl[ 
J(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \varepsilon )

+ \ell 0

\Biggl\{ 
X(\cdot )

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+ \=x(\cdot , \varepsilon )

\Biggr\} 
+ \ell 1

\Biggl\{ 
\.X(\cdot )

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+ \.\=x(\cdot , \varepsilon )

\Biggr\} 
+ r(x(\cdot , \varepsilon ), \.x(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\Biggr] \Biggr\} 
.

Використовуючи метод простих iтерацiй для знаходження розв’язкiв крайової зада-
чi (26), (27) у класi неперервних по \varepsilon вектор-функцiй, якi перетворюються в нуль при
\varepsilon = 0, побудуємо iтерацiйний процес.

Наближення \=xk+1(t, \varepsilon ) до \=x(t, \varepsilon ) будемо шукати як частиннi розв’язки крайових задач

\.\=xk+1(t) - 
b\int 

a

[P (t)W (s)xk+1(s) +Q(t)V (s) \.xk+1(s)] ds

= \varepsilon 

\left\{   Z(z0(t, c01, c02), \.z0(t, c01, c02), t, 0) + T (t)

\left[  X(t)

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \=xk(t, \varepsilon )

\right]  
+H(t)

\left[  \.X(t)

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \.\=xk(t, \varepsilon )

\right]  +R(xk(t, \varepsilon ), \.xk(t, \varepsilon ), t, \varepsilon )

\right\}   , (33)

\ell \=xk+1(\cdot ) = \varepsilon 

\left\{   J0(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), 0) + \ell 0

\left[  X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  \right]  + \=xk(\cdot , \varepsilon )

+\ell 1

\left[  \.X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \.\=xk(\cdot , \varepsilon )

\right]  + r(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\right\}   . (34)
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Оскiльки елементи c01, c02 є розв’язками системи рiвнянь для породжуючих елемен-
тiв (21), то з необхiдної та достатньої умови iснування розв’язкiв крайових задач (33), (34)
отримаємо операторнi рiвняння

\scrB 0\^c
(k) =  - 

\left[             

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)

\Bigl[ 
T (s)\=xk(s, \varepsilon ) +H(s) \.\=xk(s, \varepsilon )

+ R(xk(s, \varepsilon ), \.xk(s, \varepsilon ), s, \varepsilon )
\Bigr] 
ds

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Bigl[ 
\ell 0\=xk(\cdot , \varepsilon ) + \ell 1 \.\=xk(\cdot , \varepsilon ) + r(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - \ell L - (T (\cdot )\=xk(\cdot , \varepsilon ) +H(\cdot ) \.\=xk(\cdot , \varepsilon ) +R(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon ))(\cdot )
\Bigr] 

\right]             
, (35)

з яких знаходимо k -тi наближення \^c(k) =

\Biggl[ 
\^c
(k)
1

\^c
(k)
2

\Biggr] 
до \^c =

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
.

За теоремою 2 з урахуванням розвинень (25) частиннi розв’язки крайових задач (33),
(34) мають вигляд

\=xk+1(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\left\{   
\left(  G
\left[  Z(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \cdot , 0) + T (\cdot )

\left[  X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \=xk(\cdot , \varepsilon )

\right]  

+H(\cdot )

\left\{   \.X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \.\=xk(\cdot , \varepsilon )

\right\}   +R(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon )

\right]  \right)  (t)

+
\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 

1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] \left[  J(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \varepsilon )
+ \ell 0

\left\{   X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \=xk(\cdot , \varepsilon )

\right\}   
+ \ell 1

\left\{   \.X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \.\=xk(\cdot , \varepsilon )

\right\}   + r(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\right]  \right\}   .

Виконання умови (32) забезпечує розв’язнiсть операторних рiвнянь (35) щодо \^ck для
кожного k .

Тодi (k + 1)-те наближення xk+1(t, \varepsilon ) до x(t, \varepsilon ) буде мати вигляд

xk+1(t, \varepsilon ) = X(t)

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \=xk+1(t, \varepsilon ), k = 0, 1, 2, . . . ,

де x0(t, \varepsilon ) = \=x0(t, \varepsilon ) = 0, x1(t, \varepsilon ) = \=x1(t, \varepsilon )

Таким чином, для крайової задачi (2), (3) справедлива така теорема.
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Теорема 4. Нехай крайова задача (2), (3) задовольняє умови (4), а вiдповiдна породжуюча
крайова задача (5), (6) при виконаннi умов (18) має сiм’ю породжуючих розв’язкiв (19).

Тодi, якщо оператори \scrB 1 \in \bfG \bfI (\bfB 1 \times \bfB 2,\bfB 1 \times \bfB 2) i \widehat \scrB 2 \in \bfG \bfI (\bfB 1 \times \bfB 2,\bfB ) узагальнено
оборотнi та виконуються умови

\scrP N(\scrB 0) = \scrP N(\scrB 1)\scrP N( \widehat \scrB 2)
\not = 0,

\scrP Y\scrB 0

\Biggl[ 
\scrP YS

\scrP YD

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Biggr] 
=

\left[  \scrP Y\scrB 1
0\widetilde \scrP 1 \scrP Y \widehat \scrB 2

\right]  \Biggl[ \scrP YS
\scrP YD

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\Biggr] 
= 0,

то для кожної пари елементiв c01 \in \bfB 1, c02 \in \bfB 2, якi задовольняють систему рiвнянь для
породжуючих елементiв (21), крайова задача (2), (3) має принаймнi один розв’язок z(t, \varepsilon ),
неперервний по \varepsilon , який перетворюється у породжуючий розв’язок z(t, c01, c02) при \varepsilon = 0.

Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного на [0, \varepsilon \ast ] \subset \scrI \varepsilon 0 iтерацiйного процесу

zk+1(t, \varepsilon ) = z0(t, c01, c02) + xk+1(t, \varepsilon ),

xk+1(t, \varepsilon ) = X(t)

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \=xk+1(t, \varepsilon ),

\^c(k) =  - \scrB  - 
0

\left[           

\scrP YS
\scrP YD

\int b

a
N(s)

\bigl[ 
T (s)\=xk(s, \varepsilon ) +H(s) \.\=xk(s, \varepsilon )

+ R(xk(s, \varepsilon ), \.xk(s, \varepsilon ), s, \varepsilon )
\bigr] 
ds

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\bigl[ 
\ell 0\=xk(\cdot , \varepsilon ) + \ell 1 \.\=xk(\cdot , \varepsilon ) + r(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

 - \ell L - (T (\cdot )\=xk(\cdot , \varepsilon ) +H(\cdot ) \.\=xk(\cdot , \varepsilon ) +R(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon ))(\cdot )
\bigr] 

\right]           
, (36)

\=xk+1(t, \varepsilon ) = \varepsilon 

\left\{   
\left(  G
\left[  Z(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \cdot , 0) + T (\cdot )

\left[  X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \=xk(\cdot , \varepsilon )

\right]  

+ H(\cdot )

\left\{   \.X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \.\=xk(\cdot , \varepsilon )

\right\}   +R(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \cdot , \varepsilon )

\right]  \right)  (t)

+
\Bigl[ \widetilde X1(t) \widetilde Q - 

1 + \widetilde X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] \left[  J(z0(\cdot , c01, c02), \.z0(\cdot , c01, c02), \varepsilon )
+ \ell 0

\left\{   X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \=xk(\cdot , \varepsilon )

\right\}   
+ \ell 1

\left\{   \.X(\cdot )

\left[  \^c(k)1

\^c
(k)
2

\right]  + \.\=xk(\cdot , \varepsilon )\} + r(xk(\cdot , \varepsilon ), \.xk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon )

\right]  \right\}   ,
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x0(t, \varepsilon ) = \=x0(t, \varepsilon ) = 0, x1(t, \varepsilon ) = \=x1(t, \varepsilon ), k = 0, 1, 2, . . . .

Доведення збiжностi iтерацiйного процесу (36) проводимо аналогiчно до [3, 4, 11, 20].
Зауваження. Аналогiчнi методи застосовано у [8] для побудови розв’язкiв слабконе-

лiнiйних крайових задач для всюди розв’язних звичайних диференцiальних рiвнянь у
критичних випадках, у [25, 26] — для побудови розв’язкiв не всюди розв’язних слаб-
конелiнiйних iнтегральних рiвнянь i крайових задач для них у банахових просторах, а у
[7] — для побудови розв’язкiв cлабконелiнiйних крайових задач для не всюди розв’язних
систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь у евклiдових просторах.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Всi автори зробили рiвномiрний внесок у
цю роботу, а також заявляють про вiдсутнiсть спецiального фiнансування для її виконання.
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