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ПРО ФАКТОРИЗАЦIЙНI ЛАНЦЮЖКИ
I РIЗНИЦЕВЕ РIВНЯННЯ КОРТЕВЕГА – де ФРIЗА
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вул. Терещенкiвська, 3, Київ, 01024, Україна,
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The Bäcklund transformations and some particular solutions of factorization chains from quantum
mechanics, special cases of the Korteweg – de Vries difference equation and the connection between
them are studied.

Вивчаються перетворення Беклунда та деякi частковi розв’язки факторизацiйних ланцюжкiв iз
квантової механiки, окремi випадки рiзницевого рiвняння Кортевега – де Фрiза i зв’язок мiж ними.

1. Вступ. Запишемо рiвняння, мiж якими iснує тiсний зв’язок [1]:
d

dz
(v(z) + qv(qz)) - (v(z) - qv(qz))2 = \mu , (1)

d

dz
(f(z) + qf(qz)) + f2(z) - q2f2(qz) = \mu 

\bigl( 
q2  - 1

\bigr) 
; (2)

\{ z, q, \mu \} \subset \BbbC . А саме: якщо v(z) — розв’язок рiвняння (1), то функцiя f(z) = qv(qz) - v(z)
буде розв’язком рiвняння (2). Навпаки, якщо f(z) — розв’язок рiвняння (2) i | q| < 1, то
функцiя

v(z) =  - 
+\infty \sum 
n=0

qnf(qnz)

буде розв’язком рiвняння (1) за умови,що цей ряд сходиться та допускає почленне диферен-
цiювання. Зокрема, якщо | q| < 1, то цей зв’язок дозволяє встановити взаємно однознач-
ну вiдповiднiсть мiж аналiтичними розв’язками рiвнянь (1) i (2) за допомогою рiвностi
f(0) = (q - 1)v(0), при цьому радiуси збiжностi вiдповiдних розв’язкiв збiгаються. Рiвнян-
ня (1) описує автомодельну редукцiю

vj(z) = qjv
\bigl( 
qjz
\bigr) 
, \beta j = \mu q2j

нескiнченного ланцюжка
v\prime j+1 + v\prime j = (vj+1  - vj)

2 + \beta j , uj = 2v\prime j . (3)
Цей ланцюжок пов’язаний рiвностями

fj = vj+1  - vj (4)
з факторизацiйним ланцюжком Iнфельда [2]

f \prime j+1 + f \prime j = f2j+1  - f2j + \beta j+1  - \beta j ; (5)
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останнiй, зi свого боку, еквiвалентний послiдовностi перетворень Дарбу

uj =  - f \prime j + f2j + \beta j , uj+1 = uj + 2f \prime j

для операторiв Шредiнгера Lj =  - D2 + uj , D
df
=

d

dz
[3]. У випадку

vj+N = vj + Cj+N , fj+N = fj , \beta j+N = \beta j , (6)

де N — натуральне число, Cj+N — деяка стала величина (далi символи Cn позначають
деякi константи); ланцюжок (3) i скiнченний ланцюжок (5) описують нерухомi точки
названих перетворень Дарбу та їхнiх суперпозицiй. У фiзичнiй лiтературi цi нерухомi
точки називають автомодельними потенцiалами, їхнiй детальний огляд можна знайти в
[4, 5]. Рiвняння (2) описує автомодельну редукцiю

fj(z) = qjf
\bigl( 
qjz
\bigr) 
, \mu j = \mu 

\bigl( 
q2  - 1

\bigr) 
q2j , \mu j = \beta j+1  - \beta j

факторизацiйного ланцюжка (5).
У цiй статтi буде зроблено кiлька зауважень щодо перетворень Беклунда для фактори-

зацiйних ланцюжкiв (3), (5). Також розглянемо окремi випадки нескiнченного ланцюжка

c\prime j = cj(cj+1  - cj - 1), (7)

який, як i ланцюжок Тоди, є рiзницевим аналогом рiвняння Кортевега – де Фрiза (рiвняння
КдФ) [6, 7]. У випадку cj > 0 ця система, зокрема, виникає при вивченнi тонкої структу-
ри спектрiв ленгмюрiвських коливань у плазмi, тому iнодi її називають ленгмюрiвським
ланцюжком [6].

2. Перетворення Беклунда. Перетворення Беклунда мiж факторизацiйними ланцюжка-
ми з рiзними параметрами вперше було опублiковано у [8], при цьому у [1] зазначено, що
для його отримання використовували принцип нелiнiйної суперпозицiї. Виведення цього
перетворення опублiковано у [9]. Слiдуючи позначенням i термiнологiї з [9], трохи допов-
нимо наведенi там мiркування. З леми 2 [9] отримуємо рiвнiсть

fj+1(z| \mu j) =  - fj+2(z| \mu j , \mu j+1) +
\mu j+1

fj+2(z| \mu j + \mu j+1, - \mu j+1) - fj+2(z| \mu j , \mu j+1)

i, пiдставляючи її у рiвняння

f \prime j+2(z| \mu j , \mu j+1) + f \prime j+1(z| \mu j) = \mu j+1 + f2j+2(z| \mu j , \mu j+1) - f2j+1(z| \mu j),

одержуємо тотожнiсть

 - f \prime j+2(z| \mu j + \mu j+1, - \mu j+1) - f2j+2(z| \mu j + \mu j+1, - \mu j+1)

=  - f \prime j+2(z| \mu j , \mu j+1) - f2j+2(z| \mu j , \mu j+1) - \mu j+1.

З останньої рiвностi та рiвняння

f \prime j+3(z) + f \prime j+2(z| \mu j , \mu j+1) = f2j+3(z) - f2j+2(z| \mu j , \mu j+1) + \mu j+2

отримуємо спiввiдношення
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f \prime j+3(z) - f2j+3(z) =  - f \prime j+2(z| \mu j + \mu j+1, - \mu j+1) - f2j+2(z| \mu j + \mu j+1, - \mu j+1) + \mu j+2 + \mu j+1

=  - f \prime j+2(z| \mu j , \mu j+1) - f2j+2(z| \mu j , \mu j+1) + \mu j+2,

тобто

f \prime j+3(z) + f \prime j+2(z| \mu j + \mu j+1, - \mu j+1) = f2j+3(z) - f2j+2(z| \mu j + \mu j+1, - \mu j+1) + \mu j+2 + \mu j+1.

Таким чином, отримали параметри для другого ланцюжка: \~\mu j = \mu j + \mu j+1, \~\mu j+1 =
 - \mu j+1, \~\mu j+2 = \mu j+2 + \mu j+1 (пор. з (6) у [8]). Легко помiтити, що повторне застосування
перетворення Беклунда до пари функцiй з тими самими номерами дає вихiднi параметри
\~\~\mu j = \~\mu j + \~\mu j+1 = \mu j , \~\~\mu j+1 =  - \~\mu j+1 = \mu j+1, \~\~\mu j+2 = \~\mu j+2 + \~\mu j+1 = \mu j+2 i приводить до
початкової пари функцiй.

Навiть у перiодичному випадку (6) перехiд (4) вiд ланцюжка vj до ланцюжка fj не
завжди оборотний. Проте перетворення Беклунда для ланцюжка (3) [1] випливає з пе-
ретворення Беклунда для ланцюжка (5) [8, 9] i навпаки. При цьому у [1] зазначено, що
для його отримання використано вiдомий принцип нелiнiйної суперпозицiї, який у цьому
випадку означає комутативнiсть двох перетворень Дарбу з рiзними параметрами. У цiй
статтi останнє зауваження буде дещо деталiзоване з позначеннями та термiнологiєю з § 3
[9]. Для цього запишемо першу рiвнiсть у (3) таким чином:

d

dz
(vj+1  - vj) - (vj+1  - vj)

2 = \beta j  - 2v\prime j .

Нехай \phi — це ненульовий розв’язок рiвняння

\phi \prime \prime =  - 
\bigl( 
\beta j  - 2v\prime j

\bigr) 
\phi ,

тодi можна вибрати

vj+1  - vj =  - \phi 
\prime 

\phi 
. (8)

Використовуючи останню рiвнiсть i визначення функцiї \phi , запишемо рiвняння

v\prime j+2 + v\prime j+1 = (vj+2  - vj+1)
2 + \beta j+1

у виглядi тотожностi

d

dz
(vj+2  - vj+1) - (vj+2  - vj+1)

2 = \beta j+1  - \beta j  - 
\bigl( 
\beta j  - 2v\prime j

\bigr) 
 - 2

\biggl( 
\phi \prime 

\phi 

\biggr) 2

.

Нехай \psi — це ненульовий розв’язок рiвняння

\psi \prime \prime =  - 

\Biggl\{ 
\beta j+1  - \beta j  - 

\bigl( 
\beta j  - 2v\prime j

\bigr) 
 - 2

\biggl( 
\phi \prime 

\phi 

\biggr) 2
\Biggr\} 
\psi , (9)

тодi можна вибрати
vj+2  - vj+1 =  - \psi 

\prime 

\psi 
,
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i, враховуючи (8), отримуємо рiвнiсть

vj+2 = vj  - 
\phi \prime 

\phi 
 - \psi \prime 

\psi 
. (10)

Використовуючи визначення функцiї \phi i рiвняння (20) у [9], можна вважати,що V0(x) =
2v\prime j(x), \varepsilon = \beta j i \phi (x) = \psi 0(x, \beta j). Тодi за допомогою функцiї W (x, \beta j) з [9] можна записати
рiвняння (9) у виглядi

\psi \prime \prime =
\bigl[ 
V0(x) - 2W \prime (x, \beta j) - \beta j+1

\bigr] 
\psi .

Порiвнюючи останнє рiвняння з рiвнянням (21) у [9], можна покласти E = \beta j+1 i \psi =
\psi 1(x, \beta j+1). У нових позначеннях рiвностi (8) i (10) набувають вигляду

vj+1(x| \beta j) = vj(x) - W (x, \beta j),

vj+2(x| \beta j , \beta j+1) = vj(x) - W (x, \beta j) - 
\psi \prime 
1(x, \beta j+1)

\psi 1(x, \beta j+1)
.

Тодi з рiвностi (26) у [9] випливає тотожнiсть
vj+2(x| \beta j , \beta j+1) = vj+2(x| \beta j+1, \beta j),

а рiвнiсть (27) iз [9] приводить до спiввiдношення
\{ vj+1(x| \beta j+1) - vj+1(x| \beta j)\} [vj(x) - vj+2(x| \beta j , \beta j+1)] = \beta j+1  - \beta j .

Двi останнi рiвнiстi — це перетворення Беклунда для ланцюжка (3), яке можна перевiрити
пiдстановкою у вiдповiднi рiвняння. Зауважимо, що перетворення Беклунда для ланцюж-
ка (3) виводиться простiше, нiж аналогiчне перетворення для ланцюжка (5) у [9].

3. Диференцiально-рiзницевi рiвняння. Крiм автомодельних редукцiй факторизацiйних
ланцюжкiв, якi приводять до диференцiальних рiвнянь (1), (2) iз лiнiйним вiдхиленням
аргументу, iснують аналогiчнi простi редукцiї ланцюжкiв (3), (5), якi приводять до дифе-
ренцiальних рiвнянь iз постiйним вiдхиленням аргументу. А саме, рiвняння

v\prime (z + h) + v\prime (z) =
\bigl[ 
v(z + h) - v(z)

\bigr] 2
+ \beta (11)

описує автомодельну редукцiю
vj(z) = v(z + jh), \beta j = \beta 

факторизацiйного ланцюжка (3). За допомогою [10] можна легко перевiрити, що функцiя
v(z) =  - \zeta (z  - z0) + h - 1\zeta (h)(z  - z0) + C0, (12)

де \zeta —функцiя Вейєрштраса, z0 —довiльна постiйна, є розв’язком рiвняння (11) за умови,
що \beta = 2h - 1\zeta (h) - \wp (h).

Аналогiчно, рiвняння (5.5) у [5]
f \prime (z + h) + f \prime (z) = f2(z + h) - f2(z) + \eta (13)

описує автомодельну редукцiю
fj(z) = f(z + jh), \beta j+1  - \beta j = \eta 

ланцюжка (5). У разi \eta = 0 з (11) отримуємо частковий розв’язок [5] рiвняння (13):

f(z) = v(z + h) - v(z) =  - 1

2

\wp \prime (z  - z0) - \wp \prime (h)

\wp (z  - z0) - \wp (h)
, (14)

де функцiю v(z) визначено в (12).
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У той же час для ланцюжка (3) у випадку \beta j = 0, ланцюжка (5) у випадку \beta j = C1 i
ланцюжка (7) iснують простi розв’язки вигляду C2

z  - C3
+C4, наприклад, vj(z) =

\gamma j
z  - C3

+

C4, де \gamma j =  - (j  - 1)j

2
; \gamma 2n+1 = a, \gamma 2n =

2a - 1\pm 
\surd 
1 - 8a

2
, a — довiльна постiйна,

n \in \BbbZ ; або \gamma 2n = a, \gamma 2n+1 =
2a - 1\pm 

\surd 
1 - 8a

2
. Бiльш складний солiтонний розв’язок

ланцюжка (7) знайдено в [11].
4. Рiзницеве рiвняння КдФ. Нескiнченний ланцюжок (7) можна звести до кiнцевої

системи рiвнянь, якщо припустити виконання рiвностi

cj+N = cj ,

де N \in \BbbN . Алгоритм обчислення перших iнтегралiв цiєї системи запропоновано в [11].
У випадку N = 3 з умов fj+3 = fj , \beta j+3 = \beta j у (5) отримуємо систему рiвнянь

g\prime j = gj(gj+1  - gj - 1) + \mu j , (15)

де gj = fj+1 + fj , \mu j = \beta j+1  - \beta j , gj+3 = gj , \mu j+3 = \mu j , яка еквiвалентна ланцюжку (5).
Припустимо, що \mu j = \mu 

\bigl( 
q2  - 1

\bigr) 
q2j , q3 = 1, q \not = 1, i виберемо fj(z) = qjf

\bigl( 
qjz
\bigr) 
, де f(z) —

деякий розв’язок рiвняння (2). Легко перевiрити [9, 12], що для параметра \mu =  - \wp (\xi ),
де елiптична функцiя Вейєрштраса \wp (z| w,w\prime ) [10] така, що решiтки \Omega = \{ w,w\prime \} i \Omega \prime =
\{ qw, qw\prime \} збiгаються, \xi —довiльне число з областi визначення \wp , частковими розв’язками
рiвняння (2) є функцiї

F1(z) = F1(z, \xi ) =
1

2

\wp \prime 
\biggl( 
z +

\xi 

q  - 1

\biggr) 
 - \wp \prime (\xi )

\wp 

\biggl( 
z +

\xi 

q  - 1

\biggr) 
 - \wp (\xi )

,

F2(z) = F2(z, \xi ) =  - 1

2

\wp \prime 
\biggl( 
z +

q

1 - q
\xi 

\biggr) 
 - \wp \prime (\xi )

\wp 

\biggl( 
z +

q

1 - q
\xi 

\biggr) 
 - \wp (\xi )

,

F1(z, \xi ) = F2(z, - \xi ).

Виберемо f(z) = F1,2(z, \xi ). Якщо виконується умова \wp (\xi ) = 0, то \mu j = 0 i система (15) для
вибраних функцiй gj набуває вигляду

g\prime j = gj(gj+1  - gj - 1) (16)

або з урахуванням рiвностi gj+1(z) = qgj(qz)

g\prime j(z) = gj(z)
\bigl[ 
qgj(qz) - q - 1gj

\bigl( 
q - 1z

\bigr) \bigr] 
.

Для визначення нулiв функцiї \wp (z| \omega , \omega \prime ) оберемо q = e2\pi i/3, 2\omega = 1, 2\omega \prime = q, тобто 1
i q — це два перiоди функцiї \wp . З формули 18.2.2 у [10] випливає рiвнiсть \wp (qz) = q\wp (z);
тодi

\wp 

\biggl( 
q

q  - 1

\biggr) 
= q\wp 

\biggl( 
1

q  - 1

\biggr) 
= q\wp 

\biggl( 
1

q  - 1
+ 1

\biggr) 
= q\wp 

\biggl( 
q

q  - 1

\biggr) 
,
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\wp 

\biggl( 
\pm q

q  - 1

\biggr) 
= 0.

Повертаючись до ранiше визначеної функцiї \wp (z| w,w\prime ), виберемо число t таке, що w = t\omega 
i w\prime = t\omega \prime . Тодi за допомогою формули 18.2.2 у [10] отримуємо

\wp 
\bigl( 
tz| w,w\prime \bigr) = \wp 

\bigl( 
tz| t\omega , t\omega \prime \bigr) = t - 2\wp 

\bigl( 
z| \omega , \omega \prime \bigr) .

Таким чином, функцiя \wp (z| w,w\prime ) дорiвнює нулю у точках \xi = \pm t q

1 - q
при q = e2\pi i/3.

Отже, якщо вибрати для визначеностi f(z) = F2(z, \xi ) i пiдставити у тотожнiсть

g0(z) = f0(z) + f1(z) = f(z) + qf(qz) = F2(z) + qF2(qz)

= \zeta 

\biggl( 
z +

q

1 - q
\xi 

\biggr) 
 - \zeta 

\biggl( 
z +

\xi 

q(1 - q)

\biggr) 
+ \zeta (\xi ) + \zeta 

\biggl( 
\xi 

q

\biggr) 
нулi \xi = \pm t q

1 - q
, q = e2\pi i/3, функцiї \wp (z| w,w\prime ), то отримаємо два розв’язки системи (16).

Якщо у ланцюжку (5) вибрати fj(z) = f(z+jh), де f(z) —розв’язок (14) iз параметром
h =

1

3
T, T — деякий перiод вiдповiдної функцiї \wp , то розв’язком системи (16) будуть

функцiї

g0(z) = f0(z) + f1(z) = f(z) + f(z + h) = \zeta (z  - z0) + 2\zeta (h) - \zeta (z + 2h - z0),

gj+1(z) = gj(z + h), gj+3 = gj .

Цей розв’язок також можна отримати з бiльш загального розв’язку (35) у [4] факторизацiй-
ного ланцюжка (5). Для цього у розв’язку (35) iз [4] треба вибрати zj+3 = zj , zm = \pm 2

3
T,

zk = zl = \mp 1

3
T, T —деякий перiод вiдповiдної функцiї \wp , \{ m, k, l\} = \{ 0, 1, 2\} . Збiг отрима-

них розв’язкiв системи (16) перевiряємо за допомогою формули 18.2.19 у [10]. Побудована
функцiя g0 також задовольняє рiвняння

g\prime 0(z) = g0(z)(g0(z + h) - g0(z  - h)).

Систему (16) за умови gj+3 = gj вивчали у [13], проте побудованi вище розв’язки
цiєї системи доповнюють згадану роботу. У цiй статтi результати з [13] будуть трохи
деталiзованi та доповненi корисним посиланням на бiльш пiзню статтю [14]. Для цього
запишемо систему (16) при N = 3 у розгорнутому виглядi

g\prime 1 = g1(g2  - g3),

g\prime 2 = g2(g3  - g1),

g\prime 3 = g3(g1  - g2).

(17)

Ця система має два простi першi iнтеграли. Очевидно, що виконується рiвнiсть

g1 + g2 + g3 =  - 2C, (18)
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де C — деяка стала. Якщо домножити рiвняння для gj , j = 1, 2, 3, на добуток gj - 1gj+1 i
пiдсумувати три рiвняння, то отримаємо рiвнiсть d

dz
(g1g2g3) = 0 або

g1g2g3 = B, (19)

де B — деяка стала.
Використовуючи один перший iнтеграл (18), виведемо вiдносно складне рiвняння для

шуканих функцiй, яке однак близьке за формою до четвертого рiвнянняПенлеве. Для цього
з першого рiвняння системи (17) i тотожностi (18) одержуємо

g2 =
1

2

\biggl( 
g\prime 1
g1

 - g1

\biggr) 
 - C.

З другого рiвняння системи (17), тотожностi (18) i останньої рiвностi випливає

1

2

\Biggl( 
g\prime \prime 1g1  - (g\prime 1)

2

g21
 - g\prime 1

\Biggr) 
= g\prime 2 = g2(g3  - g1) = g2( - 2(C + g1) - g2)

= C2 +
3

4
(g1)

2 + 2Cg1  - 
1

2
g\prime 1  - 

(g\prime 1)
2

4(g1)2
,

g\prime \prime 1 =
1

2g1

\bigl( 
g\prime 1
\bigr) 2

+
3

2
g31 + 4Cg21 + 2C2g1.

Внаслiдок симетрiї системи (17) аналогiчнi рiвняння можуть бути отриманi для всiх шу-
каних функцiй (пор. [8]).

Тепер, використовуючи два першi iнтеграли системи (17), виведемо простiше рiвнян-
ня (1.26) з [13] для шуканих функцiй. Для цього з тотожностей (18) i (19) маємо

g2 =  - 1

2

\Biggl[ 
(2C + g1)\pm 

\sqrt{} 
(2C + g1)2  - 4

B

g1

\Biggr] 
, (20)

g3 =
1

2

\Biggl[ 
 - (2C + g1)\pm 

\sqrt{} 
(2C + g1)2  - 4

B

g1

\Biggr] 
. (21)

Подвiйний знак \pm у двох верхнiх рiвностях не зовсiм коректний, оскiльки вибiр потрiб-
ного знака однозначно визначається початковими значеннями шуканих функцiй, проте
його поставили, щоб прибрати з тексту деякi деталi. Далi подiбнi знаки можна пояснити
аналогiчно.

Iз двох останнiх рiвностей i першого рiвняння системи (17) отримуємо

g\prime 1 = \mp g1

\sqrt{} 
(2C + g1)2  - 4

B

g1
. (22)

Знову внаслiдок симетрiї системи (17) аналогiчнi рiвняння можна отримати для всiх шука-
них функцiй (пор. (1.26) у [13]). Але для обчислення розв’язкiв простiше використовувати
формули (20) i (21), у яких квадратний корiнь визначаємо за допомогою рiвностi (22).
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З (22) випливає тотожнiсть

\mp 
g1(z)\int 

g1(z0)

dt

t

\sqrt{} 
(2C + t)2  - 4

B

t

= z  - z0. (23)

У випадку C = 0, B \not = 0 пiдiнтегральний вираз в останнiй рiвностi є неiнтегрованим
бiномiальним диференцiалом (див. п. 279 у [15]), проте в подальшому для цього випадку
знайдемо частковий розв’язок. Припустимо, що g1(z0) > 0, i запишемо (23) у виглядi

\mp (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

dt\sqrt{} 
t[t(2C + t)2  - 4B]

.

Вважаючи 4B = t0(2C + t0)
2, з останньої тотожностi отримуємо

\mp (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

dt\sqrt{} 
(t2  - t0t)[t2 + (4C + t0)t+ (2C + t0)2]

. (24)

Проiлюструємо дослiдження цього iнтеграла кiлькома прикладами. I, щоб спростити
подальшi обчислення, оберемо спочатку C = 0 i t0 < 0, тодi при зроблених припущеннях
вираз пiд квадратним коренем у формулах (20) – (22) набиратиме додатних значень, а
рiвнiсть (24) набуде вигляду

\mp (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

dt\sqrt{} 
(t2  - t0t)

\bigl( 
t2 + t0t+ t20

\bigr) .
Виконуючи в цьому iнтегралi замiну змiнних (13) у п. 284 з [15], отримуємо

\mp (z  - z0) =
2h - 1

| t0| 

(1 - h)| t0|  - g1(z)
g1(z) - h| t0| \int 

(1 - h)| t0|  - g1(z0)
g1(z0) - h| t0| 

ds\sqrt{} 
(a1 + b1s2)(a2 + b2s2)

,

де h =
1 +

\surd 
3

2
, a1 = ((1 - h)+1)(1 - h) < 0, b1 = (h+1)h > 0, a2 = (1 - h)2 - (1 - h)+1 > 0,

b2 = h2  - h+ 1 > 0. Виберемо для визначеностi 0 < g1(z0) < h| t0| , тодi для нижньої межi
вiдрiзка iнтегрування виконується нерiвнiсть

(1 - h)| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h| t0| 
>

\surd 
3 - 1\surd 
3 + 1

=

\sqrt{} 
| a1| 
b1

= s2,

де s2 — додатний корiнь полiнома a1 + b1s
2; i, таким чином, обидва квадратнi полiноми

в пiдiнтегральнiй функцiї додатнi на вiдрiзку iнтегрування. Запишемо останнiй iнтеграл
таким чином:

\mp (z  - z0) =
2h - 1

| t0| 

(1 - h)| t0|  - g1(z)
g1(z) - h| t0| \int 

s2

ds\sqrt{} 
(a1 + b1s2)(a2 + b2s2)
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 - 2h - 1

| t0| 

(1 - h)| t0|  - g1(z0)
g1(z0) - h| t0| \int 

s2

ds\sqrt{} 
(a1 + b1s2)(a2 + b2s2)

.

Iнтеграли такого типу детально вивчались у [14]. Застосовуючи згадану роботу, а також
iнтегральнi формули для функцiй, обернених до елiптичних функцiй Якобi, якi можна
знайти, зокрема, в електроннiй бiблiотецi математичних функцiй (DLMF), з останньої
тотожностi знаходимо

(1 - h)| t0|  - g1(z)

g1(z) - h| t0| 
=

\sqrt{} 
| a1| 
b1

nc

\biggl( 
\mp | t0| 

\surd 
a2b1  - a1b2
2h - 1

(z  - z0)

+arcnc

\Biggl( \sqrt{} 
b1
| a1| 

(1 - h)| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h| t0| 
,

\sqrt{} 
a2b1

a2b1  - a1b2

\Biggr) 
,

\sqrt{} 
a2b1

a2b1  - a1b2

\Biggr) 
.

Замiсть функцiї nc можна використати функцiю ds [14].
Тепер виберемо C =  - 2t0 i t0 < 0, тодi вираз (24) набуває вигляду

\mp (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

dt\sqrt{} 
(t2  - t0t)

\bigl( 
t2  - 7t0t+ 9t20

\bigr) .
Як i в попередньому прикладi, виконуючи в цьому iнтегралi замiну змiнних (13) з п. 284
[15], отримуємо

\mp (z  - z0) =

\surd 
3

| t0| 

(h1 - 
\surd 
3 )| t0|  - g1(z)

g1(z) - h1| t0| \int 
(h1 - 

\surd 
3 )| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h1| t0| 

ds\sqrt{} 
(a1 + b1s2)(a2 + b2s2)

,

де h1 =
\surd 
3
1 - 

\surd 
3

2
\approx  - 0,633, h1  - 

\surd 
3 \approx  - 2,365, a1 =

\bigl( \bigl( 
h1  - 

\surd 
3
\bigr) 
+ 1
\bigr) \bigl( 
h1  - 

\surd 
3
\bigr) 
\approx 3,228,

b1 = (h1 +1)h1 \approx  - 0,232, a2 =
\bigl( 
h1  - 

\surd 
3
\bigr) 2

+7
\bigl( 
h1  - 

\surd 
3
\bigr) 
+9 \approx  - 1,962, b2 = h21 +7h1 +9 \approx 

4,969; у цьому та наступних прикладах позначення коефiцiєнтiв полiномiв у пiдiнтегральнiй
функцiї залишенi такими ж, як i в попередньому прикладi, щоб спростити застосування
роботи [14]. Враховуючи, що g1(z0) > 0, в останньому iнтегралi зручно зробити замiну
змiнних s =  - \tau ; тодi межi вiдрiзка iнтегрування стануть додатними величинами; в резуль-
татi одержуємо

\mp (z  - z0) =

\surd 
3

| t0| 

 - (h1 - 
\surd 
3 )| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h1| t0| \int 
 - (h1 - 

\surd 
3 )| t0|  - g1(z)

g1(z) - h1| t0| 

d\tau \sqrt{} 
(a1 + b1\tau 2)(a2 + b2\tau 2)

.

У полiномiв в пiдiнтегральнiй функцiї є додатнi корнi

0,627 \approx \tau 2 =

\sqrt{} 
| a2| 
b2

< \tau 1 =

\sqrt{} 
a1
| b1| 

\approx 3,730.
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При цьому для верхньої межi вiдрiзка iнтегрування виконується нерiвнiсть

\tau 2 < 1 <  - 
\bigl( 
h1  - 

\surd 
3
\bigr) 
| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h1| t0| 
=

\surd 
3| t0| 

g1(z0) - h1| t0| 
+ 1 <

1 +
\surd 
3\bigm| \bigm| 1 - \surd 
3
\bigm| \bigm| = \tau 1.

Отже, обидва квадратнi полiноми в пiдiнтегральнiй функцiї додатнi на вiдрiзку iнте-
грування. Запишемо останнiй iнтеграл у виглядi рiзницi

\mp (z  - z0) =

\surd 
3

| t0| 

\tau 1\int 
 - (h1 - 

\surd 
3 )| t0|  - g1(z)

g1(z) - h1| t0| 

d\tau \sqrt{} 
(a1 + b1\tau 2)(a2 + b2\tau 2)

 - 
\surd 
3

| t0| 

\tau 1\int 
 - (h1 - 

\surd 
3 )| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h1| t0| 

d\tau \sqrt{} 
(a1 + b1\tau 2)(a2 + b2\tau 2)

.

Враховуючи приблизнi значення коефiцiєнтiв a1,2, b1,2 i застосовуючи [14], а також iнте-
гральнi формули дляфункцiй, обернених до елiптичнихфункцiйЯкобi (DLMF), з останньої
рiвностi маємо

 - 
\bigl( 
h1  - 

\surd 
3
\bigr) 
| t0|  - g1(z)

g1(z) - h1| t0| 
=

\sqrt{} 
a1
| b1| 

dn

\left(  \mp | t0| 
\surd 
a1b2\surd 
3

(z  - z0)

+ arcdn

\left(   - \sqrt{} | b1| 
a1

\bigl( 
h1  - 

\surd 
3
\bigr) 
| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h1| t0| 
,

\sqrt{} 
1 - a2b1

a1b2

\Biggr) 
,

\sqrt{} 
1 - a2b1

a1b2

\Biggr) 
.

Розглянемо випадок 2C = t0, t0 < 0. Тодi тотожнiсть (24) набуває вигляду

\mp (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

dt\sqrt{} 
(t2  - t0t)

\bigl( 
t2 + 3t0t+ 4t20

\bigr) .
Виконуючи в цьому iнтегралi замiну змiнних (13) з п. 284 у [15], отримуємо

\mp (z  - z0) =
2
\surd 
2

| t0| 

(h2 - 2
\surd 
2 )| t0|  - g1(z)

g1(z) - h2| t0| \int 
(h2 - 2

\surd 
2 )| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h2| t0| 

ds\sqrt{} 
(a1 + b1s2)(a2 + b2s2)

,

де h2 = 1 +
\surd 
2, a1 =

\bigl( \bigl( 
h2  - 2

\surd 
2
\bigr) 
+ 1
\bigr) \bigl( 
h2  - 2

\surd 
2
\bigr) 
< 0, b1 = (h2 + 1)h2 > 0, a2 =\bigl( 

h2  - 2
\surd 
2
\bigr) 2 - 3

\bigl( 
h2  - 2

\surd 
2
\bigr) 
+4 > 0, b2 = h22 - 3h2+4 > 0. Знову виберемо для визначеностi

0 < g1(z0) < h2| t0| , тодi для нижньої межi вiдрiзка iнтегрування виконується нерiвнiсть\bigl( 
h2  - 2

\surd 
2
\bigr) 
| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h2| t0| 
>

\bigm| \bigm| 1 - \surd 
2
\bigm| \bigm| 

1 +
\surd 
2

=

\sqrt{} 
| a1| 
b1

= \^s2,
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де \^s2 — додатний корiнь полiнома a1 + b1s
2. Тому обидва квадратнi полiноми в пiдiнте-

гральнiй функцiї додатнi на вiдрiзку iнтегрування. Запишемо останнiй iнтеграл у виглядi
рiзницi

\mp (z  - z0) =
2
\surd 
2

| t0| 

+\infty \int 
(h2 - 2

\surd 
2 )| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h2| t0| 

ds\sqrt{} 
(a1 + b1s2)(a2 + b2s2)

 - 2
\surd 
2

| t0| 

+\infty \int 
(h2 - 2

\surd 
2 )| t0|  - g1(z)

g1(z) - h2| t0| 

ds\sqrt{} 
(a1 + b1s2)(a2 + b2s2)

.

Застосовуючи [14], а також iнтегральнi формули для функцiй, обернених до елiптичних
функцiй Якобi (DLMF), з останньої рiвностi знаходимо\bigl( 

h2  - 2
\surd 
2
\bigr) 
| t0|  - g1(z)

g1(z) - h2| t0| 
=

\sqrt{} 
a2b1  - a1b2

b1b2
ds

\Biggl( 
\pm 1

2
\surd 
2
| t0| 
\sqrt{} 
a2b1  - a1b2(z  - z0)

+ arcds

\Biggl( \sqrt{} 
b1b2

a2b1  - a1b2

\bigl( 
h2  - 2

\surd 
2
\bigr) 
| t0|  - g1(z0)

g1(z0) - h2| t0| 
,

\sqrt{} 
a2b1

a2b1  - a1b2

\Biggr) 
,

\sqrt{} 
a2b1

a2b1  - a1b2

\Biggr) 
.

Замiсть функцiї ds можна використати функцiю nc [14].
На закiнчення розглянемо найпростiший випадок 2C =  - t0. Тодi B = 0 i рiвнiсть (24)

набуває вигляду

\mp (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

dt

| t2  - t0t| 
.

Виконуючи в цьому iнтегралi замiну змiнних t = s+
t0
2
, отримуємо

\mp (z  - z0) =

g1(z) - t0
2\int 

g1(z0) - t0
2

ds\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| s2  - t20
4

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Виберемо g1(z0) > | t0| , тодi полiном в пiдiнтегральнiй функцiї набуває додатних значень
на вiдрiзку iнтегрування. Запишемо останнiй iнтеграл у виглядi рiзницi iнтегралiв

\mp (z  - z0) =

+\infty \int 
g1(z0) - t0

2

ds

s2  - t20
4

 - 
+\infty \int 

g1(z) - t0
2

ds

s2  - t20
4

.

Застосовуючи результати з [14] i § 4.6 у [10], з останньої тотожностi знаходимо

g1(z) =
| t0| 
2

coth

\biggl( 
\pm | t0| 

2
(z  - z0) + arccoth

\biggl( 
2

| t0| 

\biggl[ 
g1(z0) - 

t0
2

\biggr] \biggr) \biggr) 
+
t0
2
.
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Тепер розглянемо випадок N = 4 i запишемо систему (16) за умови gj+4 = gj у розгор-
нутому виглядi

g\prime 1 = g1(g2  - g4),

g\prime 2 = g2(g3  - g1),

g\prime 3 = g3(g4  - g2),

g\prime 4 = g4(g1  - g3).

(25)

У системи (25), як i в попередньому випадку N = 3, є перший iнтеграл

g1 + g2 + g3 + g4 =  - 2C, (26)

де C — деяка константа. Використовуючи цей перший iнтеграл, одержуємо вiдносно
складне рiвняння для функцiї g1, яке внаслiдок симетрiї системи буде однаковим для всiх
шуканих функцiй. Для цього iз системи (25) i тотожностi (26) виводимо рiвностi\biggl( 

g\prime 1
g1

\biggr) \prime 
= g\prime 2  - g\prime 4 = (g2 + g4)(g3  - g1)

= ( - 2C  - [g3 + g1])(g3  - g1) =  - 2Cg3 + 2Cg1  - g23 + g21, (27)

g23 =  - 2Cg3 + 2Cg1 + g21  - 
\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime 
,

g3g
\prime 
3 =  - Cg\prime 3 + Cg\prime 1 + g1g

\prime 
1  - 

1

2

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \prime 
.

З першого та третього рiвняння системи (25), а також iз двох останнiх тотожностей отри-
муємо

g\prime 1
g1

=  - g
\prime 
3

g3
=  - g3g

\prime 
3

g23
=  - 

Cg\prime 3  - Cg\prime 1  - g1g
\prime 
1 +

1

2

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \prime 

2Cg3  - 2Cg1  - g21 +

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime ,

g\prime 3 =  - g
\prime 
1

g1
g3,

g\prime 1
g1

=  - 
Cg\prime 3  - Cg\prime 1  - g1g

\prime 
1 +

1

2

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \prime 

2Cg3  - 2Cg1  - g21 +

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime . (28)

З останньої рiвностi випливає

Cg\prime 3 =  - 2
g\prime 1
g1
Cg3 +

g\prime 1
g1

\biggl[ 
2Cg1 + g21  - 

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \biggr] 
+ Cg\prime 1 + g1g

\prime 
1  - 

1

2

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \prime 
.

Припустимо, що C \not = 0. Тодi, враховуючи першу тотожнiсть у (28), iз останнього спiввiд-
ношення отримуємо

g3 = 3g1 + C - 1

\biggl[ 
2g21  - 

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime 
 - 1

2

g1
g\prime 1

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \prime \biggr] 
.
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Пiдставляючи цей вираз для функцiї g3 у (27), отримуємо рiвняння\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime 
=  - 

\biggl\{ 
2C + 4g1 + C - 1

\biggl[ 
2g21  - 

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime 
 - 1

2

g1
g\prime 1

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \prime \biggr] \biggr\} 
\times 
\biggl\{ 
2g1 + C - 1

\biggl[ 
2g21  - 

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime 
 - 1

2

g1
g\prime 1

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \prime \biggr] \biggr\} 
.

Щоб спростити рiвняння для функцiї g1, припустимо, що C = 0. Тодi з другої рiвностi
у (28) одержуємо \biggl\{ 

g21

\biggl[ 
 - g21 +

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \biggr] \biggr\} \prime 

= 0,

тобто

g21

\biggl[ 
 - g21 +

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \biggr] 
= D, (29)

де D — деяка стала. Оскiльки C = 0, iз (27) випливає

g21

\biggl[ 
 - g21 +

\biggl( 
g\prime 1
g1

\biggr) \prime \biggr] 
=  - g21g23 = D. (30)

Виберемо \{ g1(z0), g3(z0)\} \subset \BbbR \setminus \{ 0\} , тодi D < 0. Не применшуючи загальностi мiркувань,
можна вважати, що g1(z0) > 0, тому що в iншому випадку замiна змiнних g1 =  - v у
рiвняннi (29) приводить до такого ж рiвняння для функцiї v.

Зробимо в рiвняннi (29) замiну змiнних u = ln(g1) :

u\prime \prime = e2u +De - 2u,\bigl( 
u\prime (z)

\bigr) 2
= e2u(z)  - De - 2u(z) +

\bigl( 
u\prime (z0)

\bigr) 2  - \bigl( e2u(z0)  - De - 2u(z0)
\bigr) 
. (31)

За допомогою першого рiвняння системи (25) i рiвностей (26), (30) отримуємо

A
df
=
\bigl( 
u\prime (z0)

\bigr) 2  - \bigl( e2u(z0)  - De - 2u(z0)
\bigr) 

= 4g2(z0)
\bigl( 
g2(z0) + g1(z0) + g3(z0)

\bigr) 
+ 2g1(z0)g3(z0)

\geq  - 
\bigl[ 
g21(z0) + g23(z0)

\bigr] 
. (32)

Запишемо рiвняння (31) у нових позначеннях таким чином:

du(t)\sqrt{} 
e2u(t)  - De - 2u(t) +A

= \pm dt;

проiнтегруємо його на вiдрiзку вiд z0 до z :

\pm (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

ds\surd 
s4 +As2  - D

. (33)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2024, т. 27, № 2



164 ДЕНИС БЕЛЬСЬКИЙ

Знову проiлюструємо дослiдження цього iнтеграла кiлькома прикладами. Для початку
припустимо, що g2(z0) = 0 або g2(z0) =  - [g1(z0) + g3(z0)]. Тодi з урахуванням визначення
сталої A i рiвностi (30) тотожнiсть (33) набуває вигляду

\pm (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

ds

| s2 + g1(z0)g3(z0)| 
. (34)

Виберемо g3(z0) таке, що g3(z0) < 0 i | g3(z0)| < g1(z0), та запишемо останнiй iнтеграл
у виглядi рiзницi iнтегралiв

\pm (z  - z0) =

+\infty \int 
g1(z0)

ds

s2 + g1(z0)g3(z0)
 - 

+\infty \int 
g1(z)

ds

s2 + g1(z0)g3(z0)
.

Застосовуючи [14] i формули 4.6.3, 4.6.6 у [10], iз останньої тотожностi знаходимо

g1(z) =
\sqrt{} 
g1(z0)| g3(z0)| coth

\Biggl( 
\mp 
\sqrt{} 
g1(z0)| g3(z0)| (z  - z0) + arccoth

\Biggl( 
g1(z0)\sqrt{} 

g1(z0)| g3(z0)| 

\Biggr) \Biggr) 
.

Тепер виберемо g3(z0) таке, що g3(z0) < 0 i | g3(z0)| > g1(z0), та запишемо iнтеграл у
тотожностi (34) у виглядi рiзницi iнтегралiв

\pm (z  - z0) =

g1(z)\int 
0

ds

g1(z0)| g3(z0)|  - s2
 - 

g1(z0)\int 
0

ds

g1(z0)| g3(z0)|  - s2
.

Застосовуючи [14] i формулу 4.6.3 у [10], iз останньої рiвностi знаходимо

g1(z) =
\sqrt{} 
g1(z0)| g3(z0)| tanh

\Biggl( 
\pm 
\sqrt{} 
g1(z0)| g3(z0)| (z  - z0) + arctanh

\Biggl( 
g1(z0)\sqrt{} 

g1(z0)| g3(z0)| 

\Biggr) \Biggr) 
.

Нарештi розглянемо найпростiший випадок g3(z0) > 0 i запишемо iнтеграл iз (34) у
виглядi рiзницi iнтегралiв

\pm (z  - z0) =

g1(z)\int 
0

ds

s2 + g1(z0)g3(z0)
 - 

g1(z0)\int 
0

ds

s2 + g1(z0)g3(z0)
.

З останньої тотожностi знаходимо

g1(z) =
\sqrt{} 
g1(z0)g3(z0) tan

\Biggl( 
\pm 
\sqrt{} 
g1(z0)g3(z0)(z  - z0) + arctan

\Biggl( \sqrt{} 
g1(z0)

g3(z0)

\Biggr) \Biggr) 
.

Розглянемо бiльш загальнi випадки. Припустимо, що g3(z0) > 0 i g1(z0) \not = g3(z0); тодi
з (32) випливає, що параметр A за допомогою величини g2(z0) може приймати значення
 - kg1(z0)g3(z0), де коефiцiєнт k визначається з нерiвностi

 - 2g1(z0)g3(z0) >  - kg1(z0)g3(z0) \geq  - 
\bigl[ 
g21(z0) + g23(z0)

\bigr] 
,
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2 < k \leq g1(z0)

g3(z0)
+
g3(z0)

g1(z0)
.

При A =  - kg1(z0)g3(z0) i з урахуванням рiвностi (30) тотожнiсть (33) можна записати
таким чином:

\pm (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

ds\sqrt{}    \Biggl[ s2  - k  - 
\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0)

\Biggr] \Biggl[ 
s2  - k +

\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0)

\Biggr] . (35)

Для початку припустимо, що 0 < g1(z0) <

\sqrt{} 
k  - 

\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0), i запишемо останнiй

iнтеграл у виглядi рiзницi iнтегралiв

\pm (z  - z0) =

\surd 
a1\int 

g1(z0)

ds\sqrt{} 
[a1  - s2][a2  - s2]

 - 

\surd 
a1\int 

g1(z)

ds\sqrt{} 
[a1  - s2][a2  - s2]

,

де a1 =
k  - 

\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0), a2 =

k +
\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0). Застосовуючи [14], а також

iнтегральнi формули для функцiй, обернених до елiптичних функцiй Якобi (DLMF), iз
останньої рiвностi знаходимо

g1(z) =
\surd 
a1cd

\biggl( 
\mp 
\surd 
a2(z  - z0) + arccd

\biggl( 
g1(z0)\surd 
a1

,

\sqrt{} 
a1
a2

\biggr) 
,

\sqrt{} 
a1
a2

\biggr) 
.

У разi g1(z0) >
\sqrt{} 
k +

\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0) рiвнiсть (35) можна записати у виглядi

\pm (z  - z0) =

g1(z)\int 
\surd 
\alpha 1

ds\sqrt{} 
[s2  - \alpha 1][s2  - \alpha 2]

 - 
g1(z0)\int 
\surd 
\alpha 1

ds\sqrt{} 
[s2  - \alpha 1][s2  - \alpha 2]

,

де \alpha 1 =
k +

\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0), \alpha 2 =

k  - 
\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0). Знову застосовуючи [14], а

також iнтегральнi формули для функцiй, обернених до елiптичних функцiй Якобi (DLMF),
iз останньої тотожностi знаходимо

g1(z) =
\surd 
\alpha 1dc

\biggl( 
\pm 
\surd 
\alpha 1(z  - z0) + arcdc

\biggl( 
g1(z0)\surd 
\alpha 1

,

\sqrt{} 
\alpha 2

\alpha 1

\biggr) 
,

\sqrt{} 
\alpha 2

\alpha 1

\biggr) 
.

Тепер припустимо, що g3(z0) > 0; тодi з (32) випливає, що параметр A за допомогою
величини g2(z0) може приймати значення kg1(z0)g3(z0), де коефiцiєнт k > 2. При A =
kg1(z0)g3(z0) i з урахуванням рiвностi (30) тотожнiсть (33) можна подати таким чином:

\pm (z  - z0) =

g1(z)\int 
g1(z0)

ds\sqrt{}    \Biggl[ s2 + k  - 
\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0)

\Biggr] \Biggl[ 
s2 +

k +
\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0)

\Biggr] .
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Запишемо останнiй iнтеграл у виглядi рiзницi iнтегралiв

\pm (z  - z0) =

g1(z)\int 
0

ds\sqrt{} 
[s2 + a1][s2 + a2]

 - 
g1(z0)\int 
0

ds\sqrt{} 
[s2 + a1][s2 + a2]

,

де a1 =
k  - 

\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0), a2 =

k +
\surd 
k2  - 4

2
g1(z0)g3(z0). Застосовуючи [14], а також

iнтегральнi формули для функцiй, обернених до елiптичних функцiй Якобi (DLMF), iз
останньої рiвностi знаходимо

g1(z) =
\surd 
a1sc

\biggl( 
\pm 
\surd 
a2(z  - z0) + arcsc

\biggl( 
g1(z0)\surd 
a1

,

\sqrt{} 
1 - a1

a2

\biggr) 
,

\sqrt{} 
1 - a1

a2

\biggr) 
.

Замiсть функцiї sc можна використати функцiю cs [14].
Разом iз (26) система (25) має ще два простi першi iнтеграли

g1g3 = B13, g2g4 = B24, (36)

де B13, B24 — деякi сталi. З (26) i другої тотожностi у (36) отримуємо

g2 =
1

2

\biggl[ 
 - (g1 + g3 + 2C)\mp 

\sqrt{} 
(g1 + g3 + 2C)2  - 4B24

\biggr] 
,

g4 =
1

2

\Bigl[ 
 - (g1 + g3 + 2C)\pm 

\sqrt{} 
(g1 + g3 + 2C)2  - 4B24

\Bigr] 
.

Тодi з першого рiвняння системи (25) i першої рiвностi у (36) знаходимо

g\prime 1 = \mp g1

\sqrt{} \biggl( 
g1 +

B13

g1
+ 2C

\biggr) 2

 - 4B24.

Це рiвняння аналогiчне до рiвнянь, розглянутих у попереднiх прикладах. Зокрема, при
C = 0 останнє рiвняння збiгається з рiвнянням (33).

Система (7) як частина бiльш загальної задачi дослiджувалася в [16].
5. Висновок. У цiй статтi дослiджено зв’язок мiж перетвореннями Беклунда та Дар-

бу для факторизацiйних ланцюжкiв. Також вивчено деякi перiодичнi випадки ланцюжка
Вольтерра (рiзницевого рiвняння КдФ, ленгмюрiвського ланцюжка).

Автор висловлює подяку рецензенту за цiннi зауваження та рекомендацiї щодо покра-
щення цiєї роботи.

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi.
Дослiдження автора пiдтримано грантом Simons Foundation (1290607, D. B.).
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