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We consider the problem with constraints for a singular integral equation with a Hilbert kernel and a small
nonlinearity. We develop and substantiate the use of the projection-iterative method for construction of
approximate solutions of the problem under consideration.

Розглянуто задачу з обмеженнями для сингулярного iнтегрального рiвняння з ядром Гiльберта
та малою нелiнiйнiстю. Розроблено й обґрунтовано застосування проєкцiйно-iтеративного методу
побудови наближених розв’язкiв розглядуваної задачi.

Процес взаємного збагачення i розвитку теорiї сингулярних iнтегральних рiвнянь, методiв
їх розв’язання та чисельного розв’язку нових прикладних задач iз рiзних галузей природо-
знавства i технiки безперервно продовжується. Значна роль, яку вiдiграють у сучаснiй науцi
задачi з iмпульсним впливом або з параметрами та задачi, на розв’язок якихнакладено певнi
обмеження, загальновiдома, тому неодмiнно постає питання розробки ефективних методiв
наближеного розв’язку таких задач. Методам розв’язання диференцiальних та iнтеграль-
них рiвнянь iз додатковими умовами та сингулярних iнтегральних рiвнянь iз параметрами
присвячено багато робiт, зокрема [1 – 5]. У цiй статтi дослiджуємо умови застосування
наближених методiв до розв’язання задачi з обмеженнями для сингулярних iнтегральних
рiвнянь.

Постановка задачi. У дiйсному просторi 2\pi -перiодичних функцiй при розв’язаннi син-
гулярних iнтегральних рiвнянь iз обмеженнями розглянемо задачу знаходження функцiї
x(t), що задовольняє рiвняння

(Ax)(t) = f(t) + \mu (Fx)(t), (1)

i додатковi умови

\Phi (x) = \alpha , \alpha \in Rl, (2)

де

(Ax)(t) = a(t)x(t) +
b(t)

2\pi 

\pi \int 
 - \pi 

x(t)ctg
\tau  - t

2
dt+

\pi \int 
 - \pi 

k(t, \tau )x(\tau )d\tau ,
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(Fx)(t) =

\pi \int 
 - \pi 

H(t, \tau )F (\tau , x(\tau ))d\tau ,

\Phi (x) = (\Phi 1(x),\Phi 2(x), . . . ,\Phi l(x)), \Phi s(x) —лiнiйно обмеженi функцiонали на класi функцiй
L2[ - \pi , \pi ], зокрема,

\Phi s(x) =

\pi \int 
 - \pi 

\eta s(t)x(t)dt, s = 1, l,

\{ \eta s(t)\} ls=1 — задана система лiнiйно незалежних функцiй у L2[ - \pi , \pi ].
Будемо вважати, що:
1) 2\pi -перiодичнi функцiї a(t) i b(t) задовольняють умову Гельдера i

a2(t) + b2(t) = 1 \forall t \in [ - \pi , \pi ];

2)
\int \pi 

 - \pi 

\int \pi 

 - \pi 
| k(t, \tau )| 2dtd\tau <\infty ,

\int \pi 

 - \pi 

\int \pi 

 - \pi 
| H(t, \tau )| 2dtd\tau <\infty ;

3) F (t, u) — неперервна функцiя своїх аргументiв, 2\pi -перiодична по t i задовольняє
умову \bigm| \bigm| F (t, u) - F (t, \nu )

\bigm| \bigm| \leq c| u - \nu | \forall u, \nu \in R;

4) f \in L2[ - \pi , \pi ], F (\cdot , 0) \in L2[ - \pi , \pi ], \mu — малий додатний параметр.
Нескладно помiтити, що ми маємо перевизначену задачу. Задача (1), (2) є сумiсною

тiльки в тому випадку, колишукана функцiя задовольняє рiвняння (1) i додатковi умови (2).
Якщо рiвняння (1) не має розв’язку чи iснує розв’язок, але вiн не задовольняє умови (2), то
задача (1), (2) несумiсна. Зауважимо, що умови сумiсностi задачi (1), (2) встановлено в [6].

Для задачi (1), (2) розроблено й обґрунтовано застосування методiв наближеного обчис-
лення.

Iтерацiйний метод. Застосуємо до задачi (1), (2) iтерацiйний метод, згiдно з яким на-
ближенi розв’язки знаходимо на основi формул

xk(t) + zk(t) = uk(t), \Phi (xk) = \alpha s, s = 1, l, (3)

zk(t) =
l\sum 

j=1

\lambda kj (R\xi j)(t), j = 1, l, (4)

uk(t) = xk - 1(t) +R
\bigl[ 
f  - Axk - 1 + \mu (Fxk - 1)

\bigr] 
(t), (5)

де \{ \xi j(t)\} lj=1 — задана система лiнiйно незалежних функцiй у L2[ - \pi , \pi ], а R — еквiва-
лентний регуляризатор оператора A вигляду

(Ry)(t) = a(t)y(t) - bt

2\pi 

\pi \int 
 - \pi 

y(\tau )ctg
\tau  - t

2
d\tau . (6)

Початкове наближення x0(t) визначаємо iз задачi (3), (4) за умови, що k = 0, а u0
задаємо довiльним чином.
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У [5] доведено, що iтерацiйний процес (3) – (5) можна звести до методу послiдовних
наближень розв’язання iнтегрального рiвняння, рiвносильного розглядуванiй задачi, i вста-
новлено достатнi умови збiжностi, оцiнки похибки й побудовано обчислювальну схему для
чисельної реалiзацiї методу.

Слiд зазначити, що iтерацiйнi методи мають показникову швидкiсть збiжностi, простi
обчислювальнi схеми, але обмежену область застосування. Саме тодi проєкцiйнi методи,
маючи широку область застосування, характеризовано степеневою швидкiстю збiжностi,
iнодi досить повiльною, та обчислювальною нестiйкiстю. На основi комбiнування iдей
прямих та iтерацiйних методiв виник ефективний метод осереднення функцiональних по-
правок Ю. Д. Соколова. Подальший розвиток i удосконалення методу осереднення функ-
цiональних поправок привели до створення проєкцiйно-iтеративного методу.

Проєкцiйно-iтеративний метод. Згiдно з проєкцiйно-iтеративним методом наближенi
розв’язки задачi (1), (2) будуємо на основi формул

xk(t) + zk(t) = uk(t), \Phi (xk) = \alpha s, s = 1, l, (7)

zk(t) =
l\sum 

j=1

\lambda kj (R\xi j)(t), j = 1, l, (8)

uk(t) = yk(t) +R[f  - Ayk + \mu (Fxk - 1)](t), (9)

yk(t) = xk - 1(t) + \omega k(t). (10)

Поправку \omega k(t) будемо шукати у виглядi

\omega k(t) =

n\sum 
i=1

aki \zeta i(t), (11)

де невiдомi коефiцiєнти aki , i = 1, n, визначаємо з умови
\pi \int 

 - \pi 

\Biggl( 
uk  - uk - 1  - 

n\sum 
i=1

aki \varphi i

\Biggr) 
(t)\psi i(t)dt = 0, i = 1, n, (12)

де \{ \xi j(t)\} lj=1, \{ \varphi i(t)\} ni=1, \{ \psi i(t)\} ni=1 — заданi системи лiнiйно незалежних функцiй у
L2[ - \pi , \pi ], а R — еквiвалентний регуляризатор оператора A вигляду (6).

Початкове наближення x0(t) визначаємо iз задачi (7), (8) за умови, що k = 0, а u0
задаємо довiльним чином.

Зауважимо, що алгоритм (7) – (12) використано для побудови наближених розв’язкiв
задачi з параметрамидля сингулярних iнтегральних рiвнянь iз малоюнелiнiйнiстю.Доведе-
но, що метод (7) – (12) можна звести до модифiкованого варiанту проєкцiйно-iтеративного
методу розв’язання iнтегрального рiвняння, рiвносильного розглядуванiй задачi (1), (2), за
умови, що системи функцiй \{ \varphi i(t)\} , \{ \psi i(t)\} , \{ \zeta i(t)\} , \{ (R\xi )i(t)\} i векторiв \{ \mu i\} задоволь-
няють спiввiдношення

\varphi i(t) = \zeta i(t) +

l\sum 
j=1

\mu ij(R\xi j)(t),

\pi \int 
 - \pi 

\eta s(t)\zeta i(t)dt = 0, s = 1, l, i = 1, n, (13)
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\pi \int 
 - \pi 

(R\xi s)(t)\psi i(t)dt = 0, i = 1, n, s = 1, l. (14)

Для цього методу встановлено достатнi умови збiжностi та оцiнки похибки [3].
Достатнi умови збiжностi. Сформулюємо достатнi умови збiжностi проєкцiйно-iтера-

тивного методу (7) – (12) у випадку, коли вiн використовується для побудови наближених
розв’язкiв перевизначеної задачi (1), (2).

Теорема 1. Якщо спектральний радiус \rho ( \~A) < 1, виконуються умови 1) – 4), спiввiдно-
шення (13), (14) i задача (1), (2) сумiсна, то iснує єдиний розв’язок x\ast (t) задачi (1), (2)
i послiдовнiсть \{ xk\} \infty k=0, побудована згiдно з проєкцiйно-iтеративним методом (7) – (12),
збiгається за нормою до цього розв’язку, причому

lim
k\rightarrow \infty 

\lambda kj = 0, j = 1, l.

Тут \~A — матриця, схема побудови якої вiдома [7].
Зауваження. Якщо задача (1), (2) несумiсна, але всi iншi умови теореми 1 виконано, то

метод (7) – (12) збiжний i мають мiсце спiввiдношення

lim
k\rightarrow \infty 

xk(t) = x\ast (t), lim
k\rightarrow \infty 

\lambda kj = \lambda \ast j \not = 0, j = 1, l.

Проте, якщо до лiвої частини (1) додати елемент
\sum l

j=1
\lambda \ast j\xi j(t), то задача (1), (2) стане

сумiсною.
Справедлива обернена теорема, яка має важливе практичне значення.
Теорема 2. Якщо спектральний радiус \rho ( \~A) < 1, виконуються умови 1) – 4), спiввiдношен-

ня (13), (14) i

lim
k\rightarrow \infty 

\lambda kj = 0, j = 1, l,

то задача (1), (2) буде сумiсною, причому її розв’язок має вигляд

x\ast (t) = lim
k\rightarrow \infty 

xk(t),

\{ \lambda k\} \infty k=0, \{ xk(t)\} \infty k=0 — послiдовностi, побудованi згiдно з проєкцiйно-iтеративним мето-
дом (7) – (12).

Зауваження 1. При \mu = 0 алгоритм (7) – (12) вироджується у проєкцiйно-iтеративний
метод розв’язання лiнiйної перевизначеної задачi

(Ax)(t) = f(t), \Phi (x) = \alpha , \alpha \in Rl,

а на основi теореми 1 можна встановити достатнi умови збiжностi методу.

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв i спецiального фiнансування цiєї
роботи. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi.
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