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The operation of modern vehicles, especially in aviation and rocketry, is associated with significant static
and dynamic loads. During a long-term operation, shock and vibration loads, especially low-frequency
loads, are the most dangerous. This is explained by the lack of unified vibration protection devices for
this frequency range and the need for the solution of a difficult engineering problem in each specific case.
One of the interesting areas of vibration protection, especially in the most complex low-frequency range,
is a vibration protection system with quasi-zero stiffness (QZS). Its characteristic feature is the elimi-
nation of the contradiction between the carrying capacity and the natural frequency of the anti-vibration
system, the latter can theoretically approach zero. The nonlinearity of vibration protection systems with
QZS characteristics also provides the possibility of protection against shocks in a wide frequency range
including low frequencies. The purpose of the work is a comparative analysis of the strength and stiffness
characteristics of the vibration protection systems with QZS of two structural types.

Експлуатацiя сучасних транспортних засобiв (особливо це стосується авiацiї та ракетобудуван-
ня), пов’язана зi значними статичними й динамiчними навантаженнями. За тривалої експлуатацiї
найбiльш небезпечними є ударнi та вiбрацiйнi навантаження, особливо низькочастотнi. Це поясню-
ється вiдсутнiстю на цей час унiфiкованих вiброзахисних пристроїв для цього дiапазону частот i
необхiднiстю розв’язання для кожного конкретного випадку непростої iнженерної задачi. Одним
iз цiкавих напрямiв вiброзахисту, особливо в найбiльш складному низькочастотному дiапазонi, є
вiброзахиснi системи з квазiнульовою жорсткiстю (ВСКЖ). Їхньою характерною особливiстю є
усунення протирiччя мiж несучою здатнiстю й власною частотою вiброзахисної системи; остання
теоретично може наближатися до нуля. Нелiнiйнiсть характеристик ВСКЖ забезпечує i можли-
вiсть захисту вiд ударiв у широкому дiапазонi частот, включаючи низькочастотнi. Метою роботи є
порiвняльний аналiз силових i жорсткiсних характеристик ВСКЖ двох конструктивних типiв.

Швидкiснi транспортнi засоби характеризуються високою навантаженiстю. Однiєю з важ-
ливих складових навантаження є вiбрацiя. Її появу обумовлено дiєю силових установок,
впливом зовнiшнього середовища, неврiвноваженiстю рухомих елементiв тощо. Актуаль-
нiсть захисту обладнання й апаратури, що знаходиться у складi транспорту, вiд вiбрацiй
постiйно зростає внаслiдок збiльшення швидкостей руху, зростання технологiчної склад-
ностi конструкцiї i вимог до точностi приладiв i механiзмiв. З метою забезпечення захисту
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а) коректор жорсткостi типу А б) коректор жорсткостi типу B в) коректор жорсткостi типу C

Рис. 1. Приклади конструктивних схем коректорiв жорсткостi трьох типiв.

вiд шкiдливого впливу вiбрацiйних навантажень використовують рiзнi способи та методи.
Вибiр конкретного способу залежить вiд дiапазону частот, за якого вiдбувається експлуа-
тацiя, масогабаритних характеристик, температури тощо.

На сьогоднiшнiй день проектувальники мають доволi широкий вибiр можливих кон-
структивних рiшень: вiд тривiального пiдвищенняжорсткостi конструкцiї до використання
досить складних активних вiброзахисних систем. Надалi зупинимося на пасивних вiбра-
цiйних захисних системах, якi встановлюють мiж джерелом вiбрацiї та об’єктом, що за-
хищається. Iдея пасивних систем вiброзахисту полягає у використаннi власних стабiльних
параметрiв конструкцiї, без залучення додаткового джерела енергiї, тобто, для прикладу,
використання пружних елементiв, ресор тощо. Їхньою важливоюперевагою є простота кон-
струкцiй i мiнiмальна або повнiстю вiдсутня енерговитрата, що суттєво зменшує вартiсть
експлуатацiї та виготовлення. До недолiкiв бiльшостi пасивних систем можна вiднести те,
що вiброзахист для їхньої переважної бiльшостi проводять на частотах бiльше нiж 20 Гц.

Окреме мiсце серед пасивних систем посiдають вiброзахиснi системи з квазiнульо-
вою жорсткiстю (ВСКЖ). Вони є синтезом несучого елемента i коректора жорсткостi.
Несучий елемент має забезпечувати сприйняття заданого статичного навантаження i мож-
ливiсть перемiщення в заданому iнтервалi амплiтуд. Коректор жорсткостi призначений
для зменшення сумарної жорсткостi вiброзахисної системи до заданих наперед значень
за певним законом. Детально класифiкацiю iснуючих схем ВСКЖ i методи розрахункiв
викладено в роботi П. М. Алабужева [1].

У цiй роботi метою є порiвняльний аналiз силових i жорсткiсних характеристик ВСКЖ
двох конструктивних типiв. Згiдно з класифiкацiєю, запропонованою Алабужевим, корек-
тори жорсткостi i, вiдповiдно, ВСКЖ подiляють на три типи (рис. 1).

На всiх наведених схемах вертикально розташований несучий пружний елемент сприй-
має статичне навантаження, обумовлене дiєю об’єкту, що пiдлягає захисту. Пружнi еле-
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менти коректора жорсткостi в положеннi статичної рiвноваги розташованi вертикально,
а для коректора типу C це вiдповiдає положенню, коли центри профiлюючої поверхнi i
котка коректора лежать на однiй лiнiї.

Враховуючи багато в чому тотожнiсть характеристик коректорiв типу B i C, в подаль-
шому аналiзi обмежимося порiвняльним аналiзом лише коректорiв типу A i C.

Для дослiдження силових i жорсткiсних характеристик коректора типу A за початок
координат обрано положення, в якому пружина коректора знаходиться у вертикальному
положеннi. Її попередньо пiдтискають, i при x = 0 її попередньо здеформовано на величи-
ну \delta 0.

Силову та жорсткiсну характеристику коректора типу A (рис. 1а) описують функцiї [1]:

Fk = c2x - c2L0x\surd 
x2 + a2

, ck = c2

\left(  1 - a2L0\sqrt{} 
(x2 + a2)3

\right)  ,

де c2 — жорсткiсть пружного елемента коректора, L0 — довжина пружного елемента
коректора в недеформованому станi, a — найкоротша вiдстань мiж шарнiрами пружини
коректора.

Ввiвши безрозмiрнi величини, можна переписати рiвняння у виглядi

Fkc = xc  - 
(1 + \delta c) \ast xc\sqrt{} 

1 + x2c
, ckc = 1 - 1 + \delta c\sqrt{} 

(1 + x2c)
3
,

де Fkc =
Fk

c2a
, ckc =

ck
c2
, xc =

x

a
, \delta c =

\delta 0
a
.

На рис. 2, 3 зображено функцiю силової та жорсткiсної характеристики вiд перемiщен-
ня xc. Кривi 1 – 5 побудовано при значеннях \delta c = 0, 0,3, 0,7, 1,0, 1,2 вiдповiдно.

Коректори типу B (рис. 1б) вiдрiзняються вiд коректорiв типу A тим, що пружний
елемент дiє на шток через шатун довжиною l. Коректори типу C мають такi самi силовi
та жорсткiснi характеристики, що й коректори типу B, лише роль шатуна довжиною l

тут виконує круговий профiль iз радiусом r1 + r2. Силова й жорсткiсна характеристики
коректора типу B мають вигляд

Fk = c2x

\biggl( 
l  - \delta 0\surd 
l2  - x2

 - 1

\biggr) 
, ck = c2

\left(  1 - \delta 0\sqrt{} 
(l2  - x2)3

 - 1

\right)  ,

Ввiвши безрозмiрнi величини, можна переписати рiвняння у виглядi

Fkc = xc

\Biggl( 
1 - \delta c\sqrt{} 
1 - x2c

 - 1

\Biggr) 
, ckc =

1 - \delta c\sqrt{} 
(1 - x2c)

3
 - 1,

де Fkc =
Fk

c2l
, ckc =

ck
c2
, xc =

x

l
, \delta c =

\delta 0
l
.

Кривi силових характеристикпри 0 < \delta c < 1 мають точку перегину в початку координат
i по два екстремуми в точках:

xc = \pm 
\sqrt{} 
1 - 3

\sqrt{} 
(1 - \delta c)2.
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Рис. 2. Силова характеристика коректора типу A. Рис. 3. Жорсткiсна характеристика коректора типу A.

Рис. 4. Силова характеристика коректора типу B
та C.

Рис. 5. Жорсткiсна характеристика коректора типу
B та C.

Iнтервал перемiщення, на якому жорсткiсть вiд’ємна, дорiвнює 2xc.

На рис. 4, 5 зображено залежнiсть силової та жорсткiсної характеристики вiд xc. Гра-
фiки 1 – 5 побудовано при рiзних значеннях параметра \delta c = 0, 0,3, 0,7, 1,0, 1,2 вiдповiдно.

Цi коректори мають дiлянки перемiщення з вiд’ємною жорсткiстю, i величина цiєї
дiлянки залежить вiд жорсткостi пружного елемента, параметрiв конструкцiї та величини
\delta c. Можна зробити висновок, що в коректорах типу A, на вiдмiну вiд коректорiв типу B i
C, при будь-яких параметрах є дiлянки з квазiнульовою жорсткiстю.

Силовi характеристики в коректорах типу A завжди нелiнiйнi, навiть при \delta c = 1. У
системах B та C дiлянки з квазiнульовою жорсткiстю є лише при \delta c < 1. При \delta c = 1

силовi та жорсткiснi характеристики коректорiв типу B та C стають лiнiйними.
Вiброзахиснi системи з квазiнульовою жорсткiстю — це синтез пружин, якi мають

постiйну жорсткiсть, i коректорiв iз вiд’ємною жорсткiстю, якi пiдключають паралельно.
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а) тип А б) тип B в) тип C

Рис. 6. Приклади конструктивних схем ВСКЖ трьох типiв.

ВСКЖ теж дiлять на три типи згiдно з коректором, який використано у системi — тип
A, B та C (рис. 6). На рис. 6а наведено принципову схему ВСКЖ типу A. Система
складається з несучої основної пружини 1 з жорсткiстю c1, об’єкта вiброiзоляцiї з масою
m i коректора 2 iз жорсткiстю c2. Жорсткiснi та силовi характеристики ВСКЖ типу A

визначають за формулами [1]:

c = nc2

\left(  1 - (\delta 0 + a) \ast a2\sqrt{} 
(a2 + x2)3

\right)  + c1,

F = nc2x

\biggl( 
1 - \delta 0 + a\surd 

a2 + x2

\biggr) 
+ c1x+ c1\lambda 0,

де n—кiлькiсть однаковихпружних елементiв, якi використовують як коректорижорстко-
стi, \lambda 0 —початкова деформацiя основної несучої пружини пiд вагою об’єкту вiброiзоляцiї
у станi статичної рiвноваги.

Ввiвши безрозмiрнi величини, можна записати силову та жорсткiсну характеристики в
такому виглядi:

cc = nc2c

\left(  1 - 1 + \delta c\sqrt{} 
(1 + x2c)

3

\right)  + 1, (1)

Fc = nc2cxc

\Biggl( 
1 - 1 + \delta c\sqrt{} 

1 + x2c

\Biggr) 
+ xc + \lambda c, (2)

де Fc =
F

c1a
, cc =

c

c1
, xc =

x

a
, \delta c =

\delta 0
a
, c2c =

c2
c1
, \lambda c =

\lambda 0

a
.

При x = 0 система матиме найменшу жорсткiсть:

c | x=0 = c1  - 
nc2\delta 0
a
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або при застосуваннi безрозмiрних величин:

cc | x=0 = 1 - nc2c\delta c.

Умова, за якої система має нульову жорсткiсть у точцi x = 0 :

c1a = nc2\delta 0

або при застосуваннi безрозмiрних величин:

nc2c\delta c = 1. (3)

Дiлянку перемiщення s для системи типу A, на якiй спостерiгається квазiнульова
жорсткiсть, визначаємо за формулою

s = 2

\sqrt{} 
3

\sqrt{} 
[a2(a+ \delta 0)]

2  - a2

або, при застосуваннi безрозмiрних величин,

sc = 2

\sqrt{} 
3
\sqrt{} 
(1 + \delta c)2  - 1,

де sc =
s

a
.

Таким чином, у ВСКЖ типу A можна отримати практично скiльки завгодно малу
жорсткiсть на заданiй дiлянцi перемiщення.

На рис. 6б зображено принципову схему ВСКЖ типу B. Система складається з несучої
основної пружини 1 з жорсткiстю c1, об’єкта вiброiзоляцiї 2 масою m, пружини коректора
3 з жорсткiстю c2 i стержня 4 довжиною l. Жорсткiснi та силовi характеристики ВСКЖ
типу B визначають формули

c = nc2

\left(  (l  - \delta 0) \ast l2\sqrt{} 
(l2  - x2)3

 - 1

\right)  + c1, (4)

F = nc2x

\biggl( 
l  - \delta 0\surd 
l2  - x2

 - 1

\biggr) 
+ c1x+ c1\lambda 0. (5)

Увiвши безрозмiрнi параметри, їх можна переписати у виглядi

cc = nc2c

\left(  1 - \delta c\sqrt{} 
(1 - x2c)

3
 - 1

\right)  + 1, (6)

Fc = nc2cxc

\Biggl( 
1 - \delta c\sqrt{} 
1 - x2c

 - 1

\Biggr) 
+ xc + \lambda c, (7)

де Fc =
F

c1l
, cc =

c

c1
, xc =

x

l
, \delta c =

\delta 0
l
, c2c =

c2
c1
, \lambda c =

\lambda 0

l
.

Умова, при якiй система B матиме нульову жорсткiсть у точцi x = 0 :

c1l = nc2\delta 0. (8)
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Дiлянку перемiщення s для систем типу B, на якiй жорсткiсть ВСКЖ квазiнульова,
можна визначити за формулою

s = 2

\sqrt{} 
l2  - 3

\sqrt{} 
[l2(l  - \delta 0)]2 (9)

або, ввiвши безрозмiрнi параметри:

sc = 2

\sqrt{} 
1 - 3

\sqrt{} 
(1 - \delta c)2, (10)

де sc =
s

l
.

На рис. 6в зображено принципову схему ВСКЖ типу C. Система складається з об’єкта
вiброiзоляцiї 1, пружини коректора 2 з жорсткiстю c2, ролика 3, кулачка 4 i несучої
основної пружини 5 з жорсткiстю c1. Властивостi системи повнiстю спiвпадають iз вла-
стивостями ВСКЖ типу B, тому формули (4) – (10) також дiють для даного типу систем.
Рiзниця в тому, що замiсть параметра l в системi введено параметр r1 + r2, який є сумою
радiусiв кривини кулачка 4 та ролика 3. Рiвняння (4), (5) для системи типу C набувають
вигляду

c = nc2

\left(  [(r1 + r2) - \delta 0] \ast (r1 + r2)
2\sqrt{} 

((r1 + r2)2  - x2)3
 - 1

\right)  + c1,

F = nc2x

\Biggl( 
(r1 + r2) - \delta 0\sqrt{} 
(r1 + r2)2  - x2

 - 1

\Biggr) 
+ c1x+ c1\lambda 0.

У рiвняннях (6), (7) безрозмiрнi параметри дорiвнюють

Fc =
F

c1(r1 + r2)
, cc =

c

c1
, xc =

x

r1 + r2
, \delta c =

\delta 0
r1 + r2

, c2c =
c2
c1
, \lambda c =

\lambda 0

r1 + r2
.

Рiвняння (8) для систем типу C можна переписати у виглядi

c1(r1 + r2) = nc2\delta 0.

Рiвняння (3) справедливе для всiх типiв систем, лише для кожного типу \delta c буде мати
своє розшифрування.

Дiлянку перемiщення s для систем типу C, на якiй жорсткiсть ВСКЖ квазiнульова,
можна визначити за формулою

s = 2

\sqrt{} 
(r1 + r2)2  - 

3

\sqrt{} 
[(r1 + r2)2([r1 + r2] - \delta 0)]

2.

Формула (10) актуальна також i для системи типу C, але при цьому sc =
s

r1 + r2
.

З рiвнянь (1), (2) видно, що на жорсткiснi та силовi характеристики ВСКЖ впливає
багато параметрiв, серед яких c2c, \delta c, \lambda c i n. У роботi дослiджено вплив параметрiв
c2c i \delta c для ВСКЖ рiзних типiв. Сiм’ї графiкiв силових характеристик ВСКЖ типу A i
характеристик жорсткостi наведено на рис. 7 – 10.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 4



450 ОЛЕКСАНДР АРХИПОВ, ОЛЕКСАНДР МАРИНОШЕНКО, ТАРАС СТЕФУРАК, ВОЛОДИМИР БАКУН

Рис. 7. Силовi характеристики ВСКЖ типу A залеж-
но вiд c2c. Кривi 1 – 7 побудовано для c2c =
0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,5, 2,0 вiдповiдно.

Рис. 8. Силовi характеристики ВСКЖ типу A залеж-
но вiд \delta c. Кривi 1 – 7 побудовано для \delta c =
0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,5, 2,0 вiдповiдно.

Рис. 9. Жорсткiснi характеристики ВСКЖ типу A за-
лежно вiд c2c. Кривi 1–7 побудовано для c2c =
0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,5, 2,0 вiдповiдно.

Рис. 10. Жорсткiснi характеристикиВСКЖтипу A за-
лежно вiд \delta c. Кривi 1–7 побудовано для \delta c =
0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,5, 2,0 вiдповiдно.

Сiм’ї графiкiв силових i жорсткiсних характеристик ВСКЖ типу B i C наведено на
рис. 11 – 14. Аналiз наведених графiкiв доводить, що для ВСКЖ типу A лише за умови вiд-
сутностi коректора, тобто c2c = 0, силовi та жорсткiснi характеристики стають лiнiйними
(рис. 7, 9). Зi збiльшенням спiввiдношення жорсткостi коректора до жорсткостi основної
пружини силовi характеристики завжди є нелiнiйними.

Аналiз графiкiв, наведених на рис. 8, 10, дозволяє зробити висновок, що при будь-якому
значеннi \delta c силовi характеристики є нелiнiйними.

При пiдборi параметрiв, якi задовольнятимуть рiвняння (3), можна досягти дiлянки
квазiнульової жорсткостi при x = 0.
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Рис. 11. Силовi характеристики ВСКЖ типу B та
C залежно вiд c2c. Кривi 1 – 7 побудова-
но для c2c = 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,5, 2,0
вiдповiдно.

Рис. 12. Силовi характеристики ВСКЖ типу B та
C залежно вiд \delta c. Кривi 1 – 7 побудовано
для \delta c = 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,5, 2,0 вiдпо-
вiдно.

Рис. 13. Жорсткiснi характеристики ВСКЖ типу B
та C залежно вiд c2c. Кривi 1 – 7 побудо-
вано для c2c = 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,5, 2,0
вiдповiдно.

Рис. 14. Жорсткiснi характеристики ВСКЖ типу B
та C залежно вiд \delta c. Кривi 1 – 7 побудовано
для \delta c = 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,5, 2,0 вiдпо-
вiдно.

Дослiдження силових i жорсткiсних характеристик ВСКЖ типу B i C свiдчать, що на
вiдмiну вiд ВСКЖ типу A силовi характеристики можуть бути як лiнiйними (при \delta c = 1),
так i нелiнiйними. При \delta c > 1 крива силової характеристики перегинається в протилежну
сторону (рис. 12). Це вiдрiзняє системи типу B та C вiд систем типу A. При \delta c < 1

жорсткiснi характеристики мають вигляд додатної параболи (рис. 14). Як i в системах типу
A, при пiдборi параметрiв, якi задовольнятимуть рiвняння (3), можна досягнути дiлянку
квазiнульової жорсткостi в точцi x = 0. При \delta c > 1 крива стає схожою на перевернуту
параболу i жорсткiснi характеристики є тiльки вiд’ємними.
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Як видно з графiкiв на рис. 11, 13, при c2c = 0 силовi та жорсткiснi характеристики
описано лiнiйною функцiєю, так само як системи типу A.

Керувати жорсткiстю ВСКЖ можна завдяки змiнi конструктивних параметрiв ВСКЖ i
параметра початкового пiдтискання пружини коректора \delta 0.

Слiд зазначити,що з технологiчної точки зору i надiйностi реалiзацiя конструкцiї ВСКЖ
типу C в окремих випадкахмає низкупереваг.Деякi конструкцiї ВСКЖiпiдходидо їхнього
проєктування висвiтлено в роботах [2, 3].

Результатом проведеної роботи стала розробка ВСКЖ контейнерного типу [4]. Згадана
конструкцiя дозволяє забезпечувати вiброзахист вiд 5 Гц.

Висновки. Наведенi результати свiдчать, що ВСКЖ мають силовi характеристики i ха-
рактеристики жорсткостi, що регулюється. Проєктування “пiд конкретний об’єкт” можна
проводити у широкому дiапазонi частот, забезпечивши оптимальнi вiброзахиснi параме-
три ВСКЖ. Забезпечення оптимальних характеристик досягають комбiнацiєю жорстко-
стей несучого пружного елемента, геометричних характеристик i деформацiєю коректора.
Суттєва нелiнiйнiсть жорсткостi при амплiтудах вище заданих вiдiграє роль м’яких упорiв
i забезпечує безударне повернення у робочий дiапазон амплiтуд коливань.

Досвiд експлуатацiї ряду конструкцiй з корекцiєю жорсткостi довiв, що зменшення
жорсткостi до “практичного” нуля є нерацiональним. Сумарна жорсткiсть має забезпе-
чувати стiйке повернення об’єкта, що захищається, в положення статичної рiвноваги.
При занадто малiй жорсткостi можливi удари об фiзичнi обмежувачi при розташування
об’єкта, що захищається, в положеннi поблизу крайнiх точок перемiщень на початку дiї
навантажень.

Вiд iменi всiх авторiв вiдповiдальний за листування заявляє про вiдсутнiсть конфлi-
кту iнтересiв. Усi необхiднi данi мiстяться в статтi. Автори заявляють про вiдсутнiсть
спецiального фiнансування цiєї роботи.
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